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Uloha IIL3 ... paraplicko 5 bodii; pramér 4,48; Fesilo 56 student

Urcité jste si jiz vsimli, Ze kdyz umistite I1Zicku pod proud vody (napriklad pri myti nddobi),
vytvori jakysi vodni hribek. Pro zjednoduseni uvazujte, ze lzicka je rovna a ma kruhovy tvar
malého poloméru. Po umisténi kolmo do stredu proudu vody (jehoZ polomér je jesté mensi)
padajici z klidu z vysky h nad dnem umyvadla vytvori krasny rotacni paraboloid. Spocitejte,
do jaké vysky musime lzicku dét, aby voda dopadala co nejdéle od osy piivodniho proudu (dno
umyvadla je vodorovné). Uvazujte, ze voda je idedlni kapalina (nestlacitelnd, neviskézni, bez
vnitiniho tfeni).

Bonus Najdéte vysku umisténi 1zicky, pri které voda vytvori ,pristresek“ s co nejvétsim obje-
mem. Matéj umyval nadobi.

Zasadnim faktem, ktery je tfeba si uvédomit, je, Zze voda pfi dopadu méni pouze smér a ne-
ztraci pfitom zaddnou energii (tedy rychlost). To plati pouze v idealizovaném ptipadé dokonalé
kapaliny. Ve skutec¢nosti by dopad vody na 1zicku nemusel byt dokonale pruzny a néjaké ener-
gie bude pfeménéna na teplo. Jelikoz neuvazujeme zakriveni 1zicky, bude voda opoustét 1zicku
pouze s horizontdln{ slozkou rychlosti (voda proud{ rovnomérné do vSech smérti rovnobéznych
s povrchem lzi¢ky).

Vysku 1zicky nad dnem umyvadla si ozna¢ime proménnou z. Voda pak dopadd na lzicku

z vysky h — x rychlosti
V= 2g(h*.’E),

coz vyplyva ze vztahu pro volny pad. Jelikoz pri dopadu neni ztracena zadnd energie, bude se
voda po dopadu pohybovat stale rychlosti v, pricemz pouze zméni smér ze svislého na vodorovny.
Po opusténi 1zicky zacne konat vodorovny vrh z vysky x pocatecni rychlosti v. Na dno dopadne
za ¢as

2x
t=4]=
g

a dopadne tedy do horizontalni vzdalenosti
y=vt =2+/x(h —x)

od mista, kam dopada voda pred umisténim 1zicky. Hledame tedy takova x, pii kterém nabyva
vyraz pod odmocninou maximdln{ velikosti a voda tedy dopadne nejdéle. Vyraz z(h — x) je
kvadratickd funkce s nulovymi body x a h, proto je jeji maximum v bodé z = h/2. Lzicku tedy
musime umistit presné do poloviny vysky mezi dnem a kohoutkem.

Bonus

Bonus fesime podobnym zptisobem jako predchozi priklad, akorat je potieba spocitat objem pod
rotacnim paraboloidem. Zanedbdme pfitom polomér lzicky, abychom mohli paraboloid jedno-
duseji parametrizovat. Paraboloid popiseme tak, ze najdeme funkci, kterd popisuje horizontalni
vzdalenost od jeho osy (tedy od pfimky, kterd prochdzi pivodnim proudem vody tekoucim z ko-
houtku) v zavislosti na vysce od dna. Proménnou oznacujici vysku od dna oznadime 2% Funkci
uddvajici horizontalni vzdélenost y od kohoutku muzeme psét jako y(z) = 24/(h — z)(x — 2).

'Proménné z oznacuje vysku lzicky, kterou jsme jiz uréili, z zna&i vysku, ve které méfime vzdalenost vodni
stény od osy.
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Objem pod paraboloidem vypocitdme podle vzorce pro vypocet objemu rotacnich krivek. Vy-
uzijeme vétu, kterd iiké, ze objem télésa, které vznikne rotaci podgrafu spojité funkce f(x) na
intervalu (a, b) kolem osy z, je din vztahem

b

V= n/(f(x))de.

a

V nasem piipadé po dosazeni dostdvame
V= n/(y(z))Zdz = 4n/(h —z)(x — 2)dz = 2n(h — x)z> .

Nyn{ jsme se zbavili proménné z. Déle hleddme maximum V = 2r(h — z)z? na intervalu od 0
do h. K tomu vyuzijeme derivaci podle x

d

2_
dz(h z)z” =0,
—2® +2(h— )z =0,
z=2(h—x),
2

Pfi Gpravach jsme vypustili feseni = = 0, které zfejmé neodpovidd maximu. Maximélni objem
dostaneme pri zdvihnuti 1zicky do vysky %h.

Zde jsme se setkali s trochu neintuitivni idealizaci. Pfedpokladame totiz, ze 1zicka je hodné
malé, abychom pfi vypoc¢tu objemu paraboloidu mohli uvazovat, ze 1zicka je pouhym bodem
v jeho vrcholu. Kdybychom nezanedbavali rozmér paraboloidu, museli bychom pocitat objem
komplikovangjsiho geometrického télesa - jakéhosi pseudoparaboloidu s ploSinkou namisto Spic-
ky.

Zaroven vsak predpoklddame, ze dopadajici proud vody méd mnohem mensi polomér nez
1zicka, aby voda ze 1zicky vychazela vodorovné. Kdyby byl proud vody srovnatelny se lzickou,
mohlo by se stat, ze by ho 1zicka dokonale nerozptylila do horizontalntho sméru a vychéazel by
od 1zicky smérem k zemi pod jistym thlem.

Zajimavé je, ze néco je velmi malé a néco jiného (v nasem piipadé proud vody) muze byt
jesté velmi mensi v porovnan{ s tou velmi malou véc{ (1zickou). S takovymi idealizacemi se ve
fyzice potkate jesté Casto.
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