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Serial: Extrémy ve fyzice

Uvod

Hledani extrémi je ve fyzice velice diileZitou disciplinou. Reseni fyzikalni tlohy mtZeme &asto
najit tak, ze jednodthée maximalizujeme ¢i minimalizujeme néjakou veli¢inu. Dalo by se tict, ze
priroda je Casto lind® a snazi se minimalizovat potencidlni energii ¢i dojit z bodu A do B tim
nejrychlejsim zptisobem.

Jiny pohled na extremalizaci je takovy, Ze ndm v kombinaci se zdkony zachovani dava ome-
zeni na to, kam se ndm muze téleso dostat za libovolnou dobu (pokud nedojde k vnéjsimu zasahu
do systému). Napiiklad kdyz télesu na Zemi udélime mensi nez prvni kosmickou rychlost¥ tak
vime, ze Casem zase spadne na Zem. Samoziejmé za predpokladu, Ze jej dal neurychlujeme,
jako tomu je u raket. Ti, kteri znaji kosmické rychlosti, si mohou rict, ze jim na to stac¢i i méné
omezujici druhd kosmicka rychlostt ale u rychlosti o néco mélo nizsich nez 2. kosmické se jiz
miizeme docela snadno dostat do blizkosti dalsich téles slune¢ni soustavy, kde se mize pomoci
gravitacniho praku nase téleso urychlit ¢i zpomalit.

V optice lze uvazovat, ze svételné paprsky se pohybuji po extreméalnich drahach. V klasic-
ké optice se svétlo pohybuje po drahich odpovidajicich nejkratsimu ¢asu. Ve specidlni teorii
relativity se (ve vakuu) pohybuje po tzv. svételném kuzelu a v obecné teorii relativity po poten-

specifické to, ze prostorocasovy interval mezi udalosti vyzareni a udalosti absorpce je nulovy.

Nezapominejme na zakony zachovani

Podivejme se rovnou na konkrétni priklad. Jak nejblize se muze priblizit néjaky asteroid k hvézdé
o hmotnosti M, kdyz priléta z velké dalky s rychlosti vg a impaktnim parametrem b? Predpo-
kladéame, zZe tuto rychlost méa v ,nekonecné vzdalenosti“. Impaktni parametr je odborny vyraz
pro vzdalenost od ptvodni primky pohybu naseho asteroidu a stfedu hvézdy. Jinak receno,
je to vzdalenost jejich stfedu, kterou by télesa méla v nejblizsim bodé, pokud by gravita¢né
neinteragovala.
Pro jednoduchost budeme dale uvazovat, ze muzeme obé télesa povazovat za hmotné body
a ze asteroid m4 zanedbatelné malou hmotnost oproti hvézdé. Dostavame se k tomu, proc je tato
tloha zatrazena do zdkonu zachovani. Na poc¢iatku ma totiz asteroid nenulovy moment hybnosti
vici hvézdé a jeho velikost zustdva konstantni v prabéhu celého pohybu, je ddna jeho velikosti
na pocatku
L = mbuo, (1)

kde jsme hmotnost asteroidu oznacili m. Jaka bude situace v okamziku nejvétsiho priblizeni?
V tu chvili bude vektor vzdélenosti r kolmy na vektor rychlosti télesa. Muzeme opét psat vztah
pro velikost momentu hybnosti

L =mrv, (2)

2Prvni kosmick4 rychlost odpovid4 kruhové drize kolem planety.
3Miniméaln{ tnikova rychlost z povrchu planety, kterd je v/2 ndsobkem prvni kosmické rychlosti.
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kde v je rychlost pti prichodu nejblizsim bodem k hvézdé. Mame také zdkon zachovani energie,
ktery vyuzijeme
1 2 1 2 GmM

L , 3
5 MY = S " (3)
kde G je gravitacni konstanta. Z dvou vyrazu (m) a (E) pro moment hybnosti dostdvime
b
v = —o,
r

coz dosadime do vztahu pro energii (E) Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici pro r, kterou
vyfresime

1, 1 5, GM

30 = gE T
2GM
0=r%+ G2 r—b?,
Vo
GM G2 M?2
ri2=——5 + 1 + b2
Vo Vo

Vybereme feseni s kladnym znaménkem, protoze to je jediné kladné. Nejblizsi vzdalenost, do
které se asteroid dostane, je

G2M? n GM

1
Vo

Tmin =

Céstetné si miZzeme ovétit vysledek tak, ze se podivime na piipad b = 0m. Vzdalenost rmin
vyjde nulovd, coz bychom cekali. Zkusme do vysledku dosadit také néjaké potencidlné zajimavé
hodnoty. Uvazujme hvézdu podobnou Slunci s hmotnosti M = 2,0-10%C kg a asteroid, ktery m4
impaktni parametr b = 1,0 au a rychlost v nekone¢nu odpovidajici tieti kosmické rychlosti vg =
= 42km-s~'. Potom vychézi rmin = 0,62 au. Pro tuto kombinaci parametri tedy dévaji pouzita
priblizeni dobry smysl — asteroid neskonc¢i ve hvézdé, predpokladame-li Ze se na své cesté nesblizi
s néjakou planetou.

Doplnéni na Ctverec
Pod heslem ,,pro jednoduché pripady mizeme pouzit jednoduché metody“ se nejdiive podivejme
na metodu, kterou najdeme extrém u polynomu druhého stupné, neboli u funkce

f(z) = az® + bz +c,

kde a, b a ¢ jsou konstanty a x je proménna. Doplnéni na ¢tverec spoc¢iva v tom, ze funkci
upravime na tvar

fl@) =k (& —x0)* +yo. (4)
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Jak to udélame? Ukazme si obecny postup
f(z) = az® + bz +c

> b
za(az +7m>—|—c
a

4a?  4a?
b\2 P
=a (m + 7> - —+c
a 4da

Ziskali jsme tak pozadovany tvar. Konstanty z rovnice (H) odvodime snadno

k=a,
o= ——,
a
b2
yOZC—E.

Co ale nés vysledek znamena? Hledali jsme extrém. Parabola s kladnym koeficientem a jde
z 400 pro x = —oo do +00 pro x = +00. Mezi témito limitnimi hodnotami mé pravé jedno
minimum, které najdeme v bodé z = xo. Pro€ je to extrém? Pokud se podivime na vztah ({),
vidime, Ze yo je konstanta a pro x = zo je f(x) rovna pravé yo, ale pro jiné hodnoty z je
vzdy vyssi. Soucasné v tomto tvaru snadno vidime, jestli by méla kvadratickd rovnice f(z) =0
feseni. V pripadé, ze yo = 0, mé rovnice pravé jedno feseni v xo. Pokud yo < 0, m4a rovnice dvé
feseni. Pokud yo > 0, pak rovnice nemé zadné feSeni. Sami si rozmyslete, co by se na téchto
tvahéch zménilo, pokud by byl koeficient k zaporny.

Tato metoda je dobrd v tom, Ze nemusite znat vysokoskolskou matematiku. Jeji nevyhodou

funkce.

Derivace
Uvod k derivacim

Ti, kteri derivace znaji, mohou preskocit az k posledni ¢asti této podkapitoly.

Zakladni metodou hledani extrému v matematice je derivovani. Derivace funkce je vlastné
jenom jinad funkce, kterd méa hodnotu smérnice te¢ny k puvodni funkci v daném bodé. Jinak
fe¢eno nam 1ika, jak moc se néjaka funkce méni. Pokud je derivace nulovd, pak v daném bodé
funkce neroste ani neklesd. Kladna derivace znamend, ze funkce roste a to tim vic, ¢im je
hodnota derivace vyssi. V oblasti, kde je derivace zdpornd, funkce klesa.

Podrobnéjsi texty o derivacich naleznete naptiklad v archivu maturitniho seminéfe;E ktery
porddal FYKOS v minulosti, ve stfedoskolské ucebnici Diferencidlni a integrélni pocet (Dag
Hruby a Josef Kubét, Prometheus) ¢i na riznych dalsich webech® Zde se v rdmci struc¢nosti
vykladu omezime na polynomidlni funkce, tedy

f(x) = anz™ + an_1z" +---+a1x+ao, (5)

“https://fykos.cz/_media/akce/rseminar/derivace_1_.pdf
5 Napriklad https://matematika.cz/derivace.
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Silné vsak doporucujeme, pokud jesté derivace neovlddate, zacnéte se je ucit, protoze ve vyso-
koskolské fyzice (nebo v nékterych piikladech z FYKOSu) se jim nevyhnete. Navic ndm mohou
vyrazné usnadnit feSeni tloh, kde bychom se k vysledku jinak dostdvali velice pracné.

Tab. 1: Priklady vztahu ve fyzice, ve kterych vystupuji derivace.

Vztah  Popis

V=X= ;%‘ Rychlost v je derivace polohy x podle casu t.
a=v= i—‘t’ =Xx= ‘;5—;‘ Zrychleni a je derivaci rychlosti v podle ¢asu t.
j=a=9¢= dT;’ = ‘%—;‘ Ryv j (anglicky jerk) je derivaci zrychleni a podle ¢asu t.
) w=¢ :di Uhlova rychlost w je derivaci thlu rotace ¢ podle ¢asu t.

E=w="F=¢p=73% Uhlové zrychleni € je derivaci tihlové rychlosti w podle ¢asu t.

V konzervativnich systémech je zména potencidlni energie E},
dE, _  dE, V Case stejné velkd, ale opa¢ného znaménka jako zména kine-
dt =t tické energie Fx. Na tento vztah se muzeme také divat jako
na diferencidlné zapsany zdkon zachovani mechanické energie.
P=9"  Vykon P je derivace prace W podle ¢asu t.
Pro situace s konstantni hmotnosti télesa je sila F mérna
hmotnosti m a zrychleni télesa a.
F=p=<2 Sila F je derivaci hybnosti p podle ¢asu t.
analogie ptredchoziho pro otacivy pohyb, moment sily M je
dt  derivaci momentu hybnosti L.
Sila F' je minus gradient potencidlu V. Derivace jsou schované

F = -VV veznaku V nazyvaném nabla, ktery je definovany jako vektor
vV = (31 oV, Bl)
“ \ 9z’ 9y’ 9z/°
I=Q= % Elektricky proud I je zména elektrického nédboje @ za Cas t.

Elektrické napéti U; indukované ve smycce vodice je minus
dt  derivace magnetického toku P.
Proud I(t) kondenzatorem o kapacité C uréime v piipadé jiné-
It)=CU(t)=C dlgi” ho, nez stejnosmérného proudu, pomoci derivace privedeného
napéti U(¢),
napéti U(t) na civce o indukénosti L z derivace prochéazejiciho
proudu I(¢).

— 77 — 7,41
U(t) = LI = L8
Rovnou si fekneme, ze polynom ze vztahu (E) maé derivaci

2

(@) =annz™ " +an—1(n—1)z" >+ +ar.

Vsimnéte si, ze derivace konstantniho polynomu je vSude identicky nulova. To je z logiky véci

spréavné, protoze konstantni funkce se nikde neméni.

Kde hledat extrémy?

Predné si vzdy musime uvédomit, na jakém intervalu je viibec ma smysl hledat. Napriklad —
mé v tloze smysl zaporna délka? Pokud jde o prodlouZeni tyce, tfeba pfi zméné teploty, tak to
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miuize ddvat smysl. Ale pokud by vyslo minimum pro zdpornou délku tyce, pak to zjevné redlné
minimum nebude. Kromé toho si musime uvédomit samotny rozsah intervalu, na kterém jsou
ze je néco Spatné.

Proto bychom méli vzdy zvazit, jaké hodnoty nabyva funkce, jejiz extrém hleddme, na
krajich intervalu. Pokud jde o funkci klesajici na celém intervalu, jeji maximum bude na zacatku
a minimum na konci intervalu. U rostouci funkce to bude pravé naopak.

Kdyz toto jednoduché pozorovani nestaci, zkusime hledat extrém pomoci derivace. Pokud
narazime na bod, ktery nelze zderivovat, tak je podeziely z extrému a musime jej prozkoumat
podrobnéjif Dalsi podezielé body budou ty, kde je derivace nulovi. Nulovost derivace pro dife-
rencovatelnou funkci je totiz nutnym predpokladem pro extrém mimo okraj intervalu. Neni to
ale postacujici podminkou. P¥ikladem mtze byt funkce f(z) = x*, kterd mé derivaci f'(z) =
= 322, kterd je v & = 0 nulovd. Pfitom ale vime, Ze funkce je neklesajici. V bodé z = 0 mé
pouze inflexni bod, kde dojde ke zméné z konkavni funkce na konvexni.

Jednim zptsobem, jak ovérit, jestli jde skuteéné o minimum ¢i maximum, je dosadit do
funkce hodnotu v daném bodé a néjaké hodnoty v blizkosti potencidlniho extrému. Napriklad
u f(z) = 2® vime, Ze jediny nulovy bod derivace (3z2) je v = 0. Dosadime nap¥. f(—1) =
= —1, f(0) =0 a f(1) = 1. Thned vidime, Ze neptjde o extrém — hodnoty se pro rostouci x
zvetsuji. Jingm piikladem je funkce g(x) = x?, kterd mé derivaci ¢’ (z) = 22. Ta je opét nulova
v nule, coz je také jediny podezrely bod, kromé okraji intervalu. Dosazenim stejnych bodu jako
predtim dostdvame g(—1) =1, g(0) = 0 a g(1) = 1. Vidime, ze pfed podezielym bodem musela
funkce klesat a potom zase rust, takze se jednd o minimum.

Pro ty, co se najdou v derivovéani, je vhodny alternativni postup. Ten se muze hodit i u zo-
becnéni na vicedimenzionalni problémy, i kdyz v tom pfipadé se to také o néco zkomplikuje.
Jde o to podivat se na druhou derivaci, napiiklad ¢’(z) = 2. Vidime, Ze druhé derivace je
v bodé & = 0 kladné a proto ptijde o minimum. Pokud by byla druh4 derivace zaporna, slo by
o maximum. Pokud ale vyjde 0, jako napiiklad f(z) = 6z = f(0) = 0, pak tento postup
nerozhodne o tom, jestli jde o maximum, minimum, nebo inflexni bod a je potfeba pouzit néco
jiného.

Meéli bychom poznamenat, ze dilezité je fesit i to, jestli je extrém pouze lokalni, napriiklad
jeden vrcholek z mnoha vrcholki — nebo jestli je globdlni, tedy jde o zcela maximalni (&i
minimélni) hodnotu funkce na intervalu a nikde jinde vyssi (¢i nizsi) nenajdeme.

Priklady derivaci

P#iklad 1: Naleznéte extrémy funkce f(z) = z° — 122 na intervalu (0, 5).

Mizeme zaéit tim, ze se podivime na hodnoty na okraji intervalu, které jsou f(0) = 0
a f(5) = 65. Tim jsme ziskali dva body podezielé z extrému. Funkce je definovand na celém
intervalu, a tak ji mizeme zderivovat a dostavame f’(z) = 32? — 12. Podezfelé body z extrému
jsou nulové body derivace. Rovnice 3z — 12 = 0 m4 dvé FeSeni, z nich# —2 lezi mimo interval.
Zajimame se tedy pouze o hodnotu v bodé 2, kterd je f(2) = —16.

Jiz v tuto chvili bychom mohli fict, Ze maximum je f(5) = 65 a minimum je f(2) = —16,
protoze funkce f je spojitd (jinak feceno, nejsou v ni pritomny zaddné skoky). Z cviénych davodu
ale spoc¢itdme druhou derivaci funkce f’(z) = 6x. Druhé derivace v podezielém bodu, ktery

STfeba v piipadé 1/x vime, ze v nule funkce sko¢i z minus nekone¢na do plus nekoneéna. Derivace tady neni
definovéna, stejné jako funkéni hodnota. Tento ptipad je specificky tim, Ze v jednom bodé zleva dostidvame
minimum a v tom samém bodé zprava maximum.
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jsme ziskali derivovdnim, je f”(2) = 12. Hodnota druhé derivace je kladn4, a proto jde o lokaln{
minimum. ProtozZe je naSe funkce omezend na zadany interval (0, 5), mtizeme prohldsit, ze jde
o globalni minimum.

Pokud by byla funkce f definovidna na celych redlnych ¢islech, pak by byl postup obdobny,
ale prozkoumali bychom jesté f(—2) = 16, coz by bylo lokdln{ maximum. Globéln{ extrémy by
ovSem byly nevlastnf¥ v nevlastnich bodech¥ totiz lim f(z) = —oco a lirf f(x) = +oo.

Tr—r—00 xr—r oo

Pi#iklad 2: Naleznéte extrémy funkce f(z) = z° + x na intervalu (0, 2).

Zagnéme tentokrat s derivaci f'(x) = 5z* + 1. Rovnice 52% + 1 = 0 nem4 v redlnych &slech
zadné Teseni, proto neni zadny bod podeziely z extrému. Funkce by rostla na celych redlnych
¢islech. My ji mdme omezenou na interval (0,2). Proto bude minimum v poddteénim bodé
a maximum v koncovém bodé intervalu, pfi¢emz budou mit hodnoty f(0) =0 a f(2) = 34.

Kde ve fyzice nalezneme derivace?

Jednoduse feceno, vsude. V tabulce ﬂ jsou nejznaméjsi piiklady i s ukézkou toho, jak derivace
znac¢ime ve fyzice. Pokud misto ¢arek pouzijeme tecky, dédvame tim najevo, ze jde o tplnou
derivaci podle casu.

Znakem O (misto d) zna¢ime parcidlni{ derivace — tedy takové, kdy nase funkce zdvisi na vice
proménnych, ale my se zajimame pouze o to, jak se méni podle jedné proménné.

Opacnou, ¢ili inverzni operaci k derivaci je integrace. S tou se také budete setkavat casto.
Derivace a integraly se uplatnuji ve vsech moznych dalSich vztazich, které pak maji formu
diferencialnich rovnic.

Reseni pomoci politace
Vyuziti poc¢itacového programu, ktery extremalizaci provede za vas, se muze hodit v nésleduji-
cich pripadech:

e Sami neumite derivovat.

e Funkce je pfilis slozitd na to, co umite zderivovat.

e Chcete vysledek ziskat rychleji, zejména u komplexnéjsiho problému.

e Pokud si chcete ovérit vysledek.

Ackoli v dnesni dobé uz nékteré programy pocitaji derivace analyticky, i tak si vzdy musime
dét pozor. U numerickych metod miize byt kromé nizsi presnosti problémem to, Ze metoda
nalezne pouze néktery z lokalnich extrémi, zatimco my hledame globélni extrém. Proto je vzdy
vhodné si naptiklad zobrazit graf funkce.

Néstroj, ktery muzeme nejvice doporucit a ktery je pro jednodussi tlohy zdarma na inter-
netu, je WolframAlpha*

7Jejich hodnoty jsou £o0, coZ nejsou redlns &isla, ¢ili jich funkce f nemize nabyvat.
80pét, +oo nejsou redlnd ¢isla a proto v nich fukce f neni definovana.
Ohttps://www.wolframalpha.com
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Priklad — vylet

Fykosak si vysSel na vylet, béhem kterého chtél popsat nadmorskou vysku na zakladé urazené
vzdéalenosti. Vylet byl dlouhy 5,0km a funkce, kterd dostatecné dobie popisuje nadmorskou
vysku terénu, je

S AN SRy .
6-10%m? ' 57-109m2  20000m ' 42 '

f(z) =

ev v

bod jeho cesty.

Takova dlouhd cisla se ndm urcité nechce prepisovat. Navic bychom je stejné nemohli bez-
myslenkovité ,vrazit do kalkulacky“, protoze prvni ¢len méa prili§ mnoho cifer. Proto vyuzijeme
WolframAlpha. Zaddme-li do néj

-x"4/6e13+x73/5.7e9-x"2/20000+10x/42+260 on (0,5000)

vykresli se ndm funkce a ziskdme alespon néjakou predstavu. Vidime, Ze minimum bude na konci
vyletu a maximum nékde po cesté. Mimochodem nam WolframAlpha vypiSe i ,,Arc length of
curve®, tedy délku krivky, coz je i pési délka vyletu, kterd je priblizné 5051 m.

Podivejme se na koncovy bod — zadame

-x"4/6e13+x73/5.7e9-x72/20000+10x/42+260 for x=5000

a dostavame f(5,0km) = 212m. Obdobné muzeme zjistit, ze f(0,0km) = 260 m. Nadmotska
vyska mista, odkud Fykosdk vysel, je tedy 260 m a misto, kde vylet skonc¢il, ma nadmorskou
vysku zhruba 212 m.

Funkci na nasem intervalu zderivujeme

derivative -x"4/6e13+x73/5.7e9-x"2/20000+10x/42+260 on (0,5000)

a zjistime, ze v celém intervalu derivace klesa a nulova je pro néjaky bod uvnitt intervalu. Tento
bod uréime pomoci vyhledéni feseni rovnice

‘(derivative -x"4/6e13+x73/5.7e9-x72/20000+10x/42+260) = 0 on (0,5000)

Jediny redlny koten je pro x = 2402m. Tuto hodnotu opét dosadime do funkce a dostane-
me f(2,402km) = 545 m.

Celkové mtizeme shrnout, ze Fykosak nejdfive vystoupal 285 m z nadmotské vysky 260 m
do 545 m. Od vrcholu pak uz stéle klesal, celkem 333 m do nadmorské vysky 212 m.

Zavér a upoutdvka na pristé
V tomto dilu seridlu jsme se vas snazili presvédcit o tom, jak je ve fyzice dulezité hledani
extrémil. Také doufdme, ze se ndm podarilo naudit vas nékteré metody, které se pti extremalizaci
pouzivaji. Neda se ale fict, ze by témata seridlu byla separovand — opét jsme se vratili napriklad
k zékonum zachovani.

V pristim dilu cekejte odhady, odhady a odhady. Fyzika neni vzdycky o tom dokazat néco
spocitat presné. Casto je dulezité provést alesponn ¥édovy odhad, abychom zjistili, jestli se
néjaky jev v nasem experimentu projevi. Naopak nezbytné je umét odhadnout, zda muze byt
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nase feSeni redlné ¢i nikoli. Schopnost odhadovat se ale hodi i v ekonomii a v dalsich védach, kde
pro nedostatek vstupnich dat nebo diky pfilis slozitym modelim neni mozné pocitat presné.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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