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Uloha VLS ... opakovacia 10 bodu; prumér 8,13; fesilo 8 studentt

1. Majme klasické matematické kyvadlo, ktoré vychylime zo stabilnej polohy o 120°. Dizka
zavesu kyvadla je po cely cas konstantd, zaves je nehmotny a na jeho konci je upevneny
hmotny bod s hmotnostou m. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre kyvadlo a
pomocou nich urcte, kedy je sila pésobiaca na vlakno kyvadla najvécsia.

2. Vezmime klasické kyvadlo, rovnaké ako v prvej casti tlohy. K jeho hmotnému bodu pri-
pevnime dalsie kyvadlo s rovnakou zavesenou hmotnostou ako aj rovnakou dlzkou zévesu.
Zostavte lagrangidn pre tiito situdciu a urcte aj Lagrangeove pohybové rovnice (2. druhu).

3. Majme hmotny bod, ktory je schopny sa volne pohybovat v smere osy x. Dalej majme
matematické kyvadlo, ktorého zaves je upevneny v tomto bode. Najdite lagrangian tejto
ststavy a pomocou Hamiltonovej variacnej metédy ndjdite prislusné pohybové rovnice tak,
Ze postupne budete Gateauxove derivacie podla vsetkych zovseobecnenych premennych
pokladat rovné nule. Celkovo tak kazda nulova Gateauxova derivacia da jednu pohybovii
rovnicu. Porovnajte, ¢i ste touto metédou dostali rovnaké pohybové rovnice ako pri pouziti
standardného odvodenia Lagrangeovych rovnic z lagrangianu.

1. Zostavime Lagrangeove rovnice prvého druhu. Vieme, ze vidzba bude mat tvar
d=a’+y*-1>=0,

pretoze sa jednd o pohyb po kruznici a [ predstavuje v nasom pripade polomer tejto
kruznice (dlzku zévesu). Lagrangeove rovnice prvého druhu budd mat potom tvar

mi = 2\x,

my = 2 \y —mg,

kde A je nejakd funkcia polohy gulicky udavajiaca velkost viazbovej sily.

Dalej je délezité si uvedomit, ze velkost vizbovej sily nezévisi len od velkosti A ale aj od
velkosti gradientu vézby v danom mieste. Velkost gradientu je ale v kazdom bode trajek-
térie kruznice konstantné. Z vypoctu dostaneme hodnotu rovni 2, ¢o nie je prekvapivé,
nakolko to vyjadruje to, ze dand krivka méa vsade rovnakt ,krivost“. Staci ndm preto zistit
kde nadobuda |A| najvac¢siu hodnotu.

Dalej postupujeme §tandardnym postupom — dvakrét zderivujeme viizbu podla éasu a do-
sadime za druhé derivacie kartézskych stradnic ich vyjadrenia z Lagrangeovych rovnic.
S vyuzitim rovnice vizby a toho, Ze sicet kvadratov prvych derivacii siradnic si oznacime
ako v? (predstavujic si pod tym kvadréat rychlosti hmotného bodu) dostaneme rovnicu

%l2—gy+v220.
m

Toto jednoducho upravime na tvar

1 1
N? = imgy — imv2.

Vyuzijuc standardny trik pri tomto type prikladov, a sice zdkon zachovania energie v tvare

1
mgy + §mv2 = E(0),
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kde E(0) je celkova pociato¢nd energia, ktort neskér v pripade potreby vieme urcit z po-
ciato¢nych podmienok. Dosadenim za %mfu2 zo zédkonu zachovania energie dostaneme

1
A = Smgy — B(0) + mgy,

3
AP = 59y — E(0).
Predelenim &lenom 12 dosteneme X ako linedrnu funkciu jedinej siradnice y. Nagou tlohou
bude teda najst extrémy tejto funkcie. Spomenieme si, ze funkcia méze nadobtiida extrémy
bud na okrajoch svojho defini¢ného oboru, alebo vo vnutri definicného oboru vo vsetkych
miestach, kde je derivicia funkcie rovna nule. Derivicia A je

dx _ 3mg
dy — 212’

¢o ako vidime, nebude rovné nule. Extrémy sa budi nachadzat na okraji definicného obo-
ru a nie je tazké si uvedomit, ze najvacsia hodnota |A| bude pre y = —I, ¢o odpovedd
kyvadlu smerujicemu kolmo nadol. Dalej vidime, ze miesto kde pésobi na zaves najvicsia
sila bude vzdy v tomto bode a od pociatoénych podmienok bude zévisiet len jej velkost,
¢o sa da rychlo vidief z rovnice pre .

2. Druhy priklad je velmi priamociary. Je potrebné iba zvolit spravne zovSeobecnené sirad-
nice a potom sa len nepomylif pri prederivovani. Autor vzorového riesenia zvolil ako
siuradnice uhlové polohy jedného a druhého zdvesu voéi osy z (zvolenej Standardne v hori-
zontadlnom smere). Takéto natodenie stradnic nie je sice velmi prirodzené, ale technicky je
rovnako dobré ako akékolvek iné, naviac nam dovoluje vyuzit nasledne vztahy medzi kar-
tézskymi stiradnicami a poldrnymi siradnicami a nemusime si tieto vztahy odvodzovat.
Pre identické diéky zavesov | dostaneme prevody medzi stradnicami prvého a druhého
zavazia

x1 =lcos 1,
y1 = lsinpq,
xo2 =lcospi +1cospo,

y2 = lsinpi + Isinpa .

Zndmym postupom dostanem tvar lagrangianu
L _ l2 .2 1 2 .2 2 . . . .
=ml"p1” + iml B2” 4+ ml° P12 cos (p1 — w2) — mgl (2sin o1 + sinp2) .
Jeho prederivovanim postupne podla stradnic ziskame dvojicu Lagrangeovych rovnic

0 = 2ml*$1 + ml*@a cos (p1 — p2) — mi*Gasin (g1 — p2) (H1 — P2)
+ ml*@1pa sin (g1 — @2) + 2mgl cos p1

0= mi* g +mi* 31 cos (1 — p2) — mi*Grsin (91 — 2) (Y1 — ¢2)
— ml*G1ga sin (@1 — @2) + mgl cos g .
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3. V tejto tlohe riesime takzvané eliptické kyvadlo (ndzov vyplyva z toho, ze hmotny bod
umiestneny na zavese sa bude pohybovat po Casti elipsy). Tento fakt je sice zaujimavy,
ale nie je potrebny k vyrieseniu tlohy, preto sa od neho odprostime a za¢neme zostavenim
Lagrangianu. Vztah medzi zovSeobecnenymi stradnicami a kartézskymi bude trivialny
nakolko pre prvy hmotny bod upevneny k osy = budi zovseobecnené siradnice

r1 =,
y1:0.

Pre druhy hmotny bod dostaneme vztahy ako pre matematické kyvadlo, s tym rozdielom,
Ze z -ova suradnica bude modifikovand

ro =x +lcosy,
y2 =lsingp.
7 tohto prederivovanim jednoducho dostaneme Lagrangian
1
L= 5 (mljsz + m2l29b2 + m23'32) — malisin p — moglsing.

Podla Hamiltonovho varia¢ného principu vieme, zZe akcia sa musi extremalizovat. Akcia S

je definovana ako
t2
S = / Ldt.
t1

Ak mé& mat v nejakej funkcii extremélu, musi byt na tejto funkcii gateaux derivicia
tohto funkciondlu nulova. Spocitame preto postupne gateaux derivacie podla oboch zo-
vSeobecnenych siradnic. Gateaux derivacie budeme znacit v tomto vzorovom rieseni ako
Standardné derivicie. Gateuax derivicie v smere h(x) si

ds 2 .

— = / (m1& 4+ mad — malpsin ) hdt,

dz “

ds t2 ) .

a9 = / ((mgl ¢ — malx sin <p) h — (malzp cos o + magl cos ) h) dt.
ty

Na prvom funciondle spravime per partes aby sme presunuli derivdciu z funkcie h(z), to
isté aj v prvom c¢lene druhého integralu. To ndm po prederivovani dava

ds 2

—_— = — (mljé—l—mgi—mglgbsingp—mglc,b2 cosgo) hdt,

dx "

ds 2

@ = / (—m2l2¢ + mal& sin ¢ + malip cos p — maliy cos p — magl cos 4,0) hdt.
ty

7 ¢oho vidime hned, ze aby funkciondly boli nulové, musi byt nulovy vyraz v zatvorke, ¢o
nam dava dve hladané Lagrangeove rovnice.

0 = M1 + mad — mal@sin o — malp® cos @,
0 = —mal®@ + malising — maglcosp.

Co st rovnaké rovnice ako by sme dostali pouzitim standardného postupu pre zostavenie
Lagrangeovych rovnic.
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