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FYKOS, XXX. roc¢nik

Predmluva

Mila ctenarko, mily Ctendri!

Do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho ko-
respondencniho seminaie Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v jeho
XXX. ro¢niku, ktery probihal ve skolnim roce 2016/17.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni soute-
71 pro zéky stiednich kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikalni fakulty UK, ale i jinjch fakult a $kol v Ceské republice
i zahranic¢i, a podporovan zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi
se oslovit studenty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkrétka svét kolem
néas. Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysleni, protoze véfime, ze ¢lovek,
ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu
dobrat se Teseni, se v zivoté vzdy velmi dobie uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z fesitelt obdrzi celkem sedm brozur, v nichz nalez-
ne Sest sérif po osmi tlohéch, z nichz dvé jsou ,,jednoduché” (zamérené predevsim
na prvni dva roéniky stfednich $kol), jedna vice problémova, jedna experimentdl-
ni a jedna tzv. seridlova. Zbylé tii tlohy se tykaji libovolného fyzikdlniho tématu
a tvori jadro série. Zaddvané tulohy vSak nejsou prilis podobné tém, které znate
z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud hlubsi tivahu, trochu diévtipu nebo né-
co z vyssi matematiky. Neziidka je tfeba zapatrat na internetu nebo v odborné
literatufe. Uastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec vypracuji a poslou ndm
k opraveni, at uz klasicky postou, nebo pres internet. Opravujici pak jejich rese-
ni okomentuji a vysvétli pripadné chyby. To vSe poSleme zpét resSitelim, vietné
vysledkovych listin, kde se kazdy mize podivat, jak obstdl v konkurenci svych
vrstevniktu. Na konci ro¢niku jsou nejlepsi fesitelé nalezité odménéni.

Mimo samotnou korespondenc¢ni soutéz pro feSitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustiedéni v nékterém z malebnych
koutii ceské zemé. Jejich tcastnici si uziji bohaty program, zalozeny na dopolednich
matematickych nebo fyzikdlnich prednaskach a odpolednich aktivitach v prirodeé.
Nechybi ani prostor pro fyzikdlni experimenty a vylety na atraktivni mista. Ten-
to akademicky rok se podzimni soustifedéni konalo v Zasece a jarni soustfedéni
v Domasové nad Bystrici.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jednotlivé
katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného vyzku-
mu v Rezi. Nagim Fefitelim tak umoziiujeme navstivit velmi zajimava vyzkumna
pracovisté, kde se déla opravdovéa fyzika.

Probeéhl jiz jedendcty rocnik tradicntho FYKOSiho Fyziklani, soutéze péticlen-
nych tymu v feSeni fyzikalnich tloh na ¢as. Vyhrava tym s nejvétsim bodovym
ziskem, pricemz rozhoduje jak spravnost, tak i rychlost. V letosnim roce se soutéze
zaéastnilo 118 druzstev z CR i ze Slovenska. To je pro nas skvélym diikazem, e se



Predmluva

fyzika a piirodni védy obecné mezi stiedoskolskymi studenty stale tési popularité.
Po nékolika, letech se také povedlo zvitézit tymu z Ceské republiky.

FYKOSim Fyzikldnim je inspirovana internetova soutéz Fyziklani online (v za-
hraniéni verzi Online Physics Brawl). V listopadu 2016 probéhl jeji Sesty ro¢nik
a opét zaznamenala velky uspéch. Soutéz byla diky jeji elektronické formeé otevie-
na vsem zajemcum, nejenom stredoskolakium, pro které je vytvorena predevsim.
Tohoto ro¢niku se ztacastnilo 197 stfedoskolskych a 51 jinych tymu. To svédci o na-
rustajici popularité soutéze, a nyni se jiz radi mezi tradicni FYKOSI{ akce.

Kromé toho FYKOS organizuje i dalsi mensi akce, o nichz se dozvite déale v této
publikaci nebo na nasich webovych strankach.

Tato roc¢enka obsahuje kompletni zadédni i feseni jednotlivych tiloh XXX. ro¢ni-
ku FYKOSu. Zadani jsou zamérné oddélena od Tfeseni, abychom podnitili ¢tenédre
k samostatnému zamysleni nad moznym resenim problému. Priklady jsou navic
pro snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi casti knihy
je Serial o termodynamice, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci publikace
se nachazi kratké ohlédnuti za letosnimi soustfedénimi a jinymi akcemi a seznam
nejlepsich fesiteld ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, Ze by ses chtél stat resitelem nebo se pouze
na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky, ¢i studia na MFF, nevahej a napis nam.

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXX. ro¢nik oc¢ima statistiki? FYKOS fesilo 132 studentt ze
101 stfednich $kol z Ceské a Slovenské republiky. Piehled skol podle tspésnosti
jejich studenttt uvadime nize.


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
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Poradi skol
Skola Pocet resiteld Primér Celkem
G Brno, tr. Kpt. Jarose 5 182 908
G, Havlickuv Brod 3 279 838
G, Pelhfimov 2 219 438
G L. Svobodu, Humenné 2 202 403
G, Uherské Hradisté 3 119 357
G J. Ortena, Kutna Hora 1 344 344
G Jihlava 2 166 331
G, Benesov 2 161 321
G, Sumperk 1 316 316
G Jana Keplera, Praha 3 99 298
SpMNDaG, Bratislava 3 98 293
G PdC, Piestany 1 284 284
ESS, Lip. Mikulas 1 252 252
@G, Ttinec 4 61 245
G, ndm. TGM, Zlin 1 243 243
Mati¢ni G, Ostrava 1 238 238
G J. Heyrovského, Praha 1 231 231
G, Olomouc-Hej¢in 5 41 206
G Dasické, Pardubice 2 102 204
Masarykovo G, Plzen 1 188 188
G, Nymburk 1 177 177
G Z. Wintra, Rakovnik 1 158 158
G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 2 76 151
G Tajovského, B. Bystrica 1 136 136
1. stkromné G v Bratislave 1 132 132
PORG, Praha 2 66 132
Biskupské G, Brno 2 61 122
G Masarykovo ndm., Kromériz 1 116 116
G, Josefska, Praha 1 114 114
Slezské G, Opava 2 55 110
G Moravsky Krumlov 1 101 101
@G, Videnska, Brno 1 93 93
G Christiana Dopplera, Praha 1 91 91
G, Hlinsko 1 89 89
G M. Hattalu, Trstend 1 81 81
Wichterlovo G, Ostrava 2 40 80
G B. Némcové, HK 1 73 73
G Milana Riufusa 2 34 68
G, Spitalské, Praha 1 68 68
G P. Bezruce, Frydek-Mistek 2 31 62
G a SOS, Rokycany 1 59 59
Akademické G, Praha 1 58 58
ZS a G, Konice 1 54 54
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Zadan(i teoretickych tloh

Uloha I.1 ... s rumem & bez? 3 body

Do kuchynského kastrolu, ktery prakticky nevede teplo, vlozime tri latky: vodu,
ocel a rum. Voda ma hmotnost m., = 0,5 kg, pocatecni teplotu t, = 90 °F a mérnou
tepelnou kapacitu ¢, = 1kcal-kg™*-K~". Ocelovy viledek ma hmotnost m, = 200 g,
teplotu t, = 60 °C a mérnou tepelnou kapacitu ¢, = 0,260kJ-kg™-°F~!. Rum m4
hmotnost m, = 100000 mg, teplotu ¢, = 270 K a mérnou tepelnou kapacitu ¢, =
=3,5J.g1.°C™1. Jakou teplotu (ve stupnich Celsia) bude mit soustava po ustalen{
tepelné rovnovéhy? (tesend str. |14)

Uloha 1.2 ... brzdna 3 body

Petr rad jezdi po roviné na kole rychlosti v = 10m-s~' a jeho chytré kolo hlasi, Ze
Petrtiv vykon je P = 100 W. Po nehodé se zkiivily rafkové brzdy, které ted na kolo
pusobi tieci silou Fy = 20N u obvodu. Po jakou dobu ¢’ musi ted Petr jet na kole
rychlosti v, aby vykonal stejnou préci jako predtim za cas t? (tesend str. |19)

Uloha 1.3 ... hopsa hejsa 5 bodu

Méjme idealni hopik dokonalé odrazivosti a zanedbatelnych rozméra. Tento hopik
hodime z nekonec¢nych schodi, kde jeden schod mé vysku h a délku [. Odrazy
probihaji beze tfeni. Popiste zdvislost nejvyssi dosazené vysky (méfeno od prvniho
schodu) hopiku po n-tém odrazu na poéatecénich parametrech. (resend str. |L7)

Uloha 1.4 ... néco je tu nak¥ivo 6 bodu

Pozorovatel se nachdzi na lodi na otevieném morii ve vysce h nad hladinou. Je
vzdalen d od vodorovného zabradli a to v takové poloze, ze diva-li se kolmo na
zabradli, splyva dolni okraj zdbradli s horizontem. Podiva-li se ale na zabradli ve
vzdalenosti [ na stranu od kolmice, vidi, Ze se obzor nachézi o s £+ ss; pod dolnim
koncem zabradli. Urcete polomér Zemé. (Tesent str. |19)

Uloha 1.5 ... na prochazce 7 bodu

Katka si vysla rano pfed prednaskou na prochézku, aby vyvencila svého potkana.
Vysla s nim na rovny palouk, a kdyz byl potkan ve vzdalenosti 1 = 50m od
ni, hodila mu migek rychlosti vo = 25m-s~! pod thlem ao. V okamziku vyhozu
potkan vybé&hl smérem ke Katce rychlosti v; = 5m-s~'. Naleznéte obecnou zévis-
lost dhlu ¢ na Case, kde (t) oznacuje dhel mezi vodorovnou rovinou a spojnici
potkana a micku, a vykreslete tuto zavislost do grafu. Na zakladé grafu urcete,
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zda je mozné, aby micek zakryl potkanovi Slunce, jenz se nachazi ve vysce po =
= 50° piimo pied potkanem. Poéitejte s tthovym zrychlenim g = 9,81 m-s~2 a pro
zjednoduseni uvazujte, ze hazime z nulové vysky. (Tesend str. @ )

Uloha L.P ... nebe nim pada na hlavu 8 bodu

Uz jste se nékdy zamysleli nad tim, pro¢ mraky nespadnou na zem, kdyz jsou
z vody, kterd ma prece vyrazné vétsi hustotu nez vzduch? Destové kapky dopadnou
na zem v faddech minut, tak pro¢ ne i mraky? Zkuste tuto skutecnost fyzikalné
objasnit. Veskerd sva tvrzeni podlozte vypoctem. (resend str. |279)

Uloha IL.1 ... rande na plazi 3 body

Predstavte si, Ze vezmete svou pritelkyni/svého pfitele na vecerni rande na plaz
a sledujete zapad Slunce nad vzdélenou hladinou mote. Protoze chcete prodlouzit
romantickou chvilku, vezmete si s sebou vysokozdvizny vozik, ktery se, jakmi-
le Slunce zacne zapadat za obzor, zacne rovnomérnym pohybem zvedat vzhiru,
abyste stale vidéli Slunce dotykajici se horizontu. Jakou rychlosti se musi vozik
pohybovat? (Tesend str. @)

Uloha I1.2 ... hypervysokoteplotni supravodivost 3 body

Velké casti latek, obvykle koviim, roste s vyssi teplotou odpor. Jsou ovSem latky,
jako napriklad grafit ¢i polovodice, kterym odpor s rostouci teplotou klesa. Také
jste jiz pravdépodobné slyseli o supravodivosti, coz je jev, ktery obvykle nastava za
velmi nizkych teplot a jedna se o stav, ve kterém latka nevykazuje zadny elektric-
ky odpor a dokonale vede elektricky proud. V soucasné dobé jsou nejvyssi teploty,
ze kterych byla supravodivost pozorovana, hluboko pod pokojovou teplotou. Co
kdybychom ale uvazovali, ze se odpor méni dle vzorecku R = Ro (1 4+ aAt), kde
Ro je odpor vodi¢e pro 20°C, « je teplotni soucinitel elektrického odporu a At
teplotni rozdil viéi piuvodni teploté 20 °C? Tak pri hodnotéch soudiniteld pro gra-
fit ac = —0,5- 1072 K~! a kfemik ag; = —75 - 1073 K~ ! dostdvame nulovy odpor
pro vysoké teploty. Pro jaké? A jak to, Ze to ve skutecnosti nefunguje a jak uhlik,
tak kfemik nejsou za vysokych teplot supravodivé? (tesend str. |31)

Uloha I1.3 ... looping 6 bodu

Méjme naklonénou rovinu pod thlem «, na kterou hlad-
ce navazuje kruhova smycka o poloméru R. Do jaké mi-
nimalni vysky h musime na naklonénou rovinu polozit
kouli o poloméru r (srovnatelném s R), aby smyckou
——  projela tak, ze s ni bude po celou dobu v kontaktu?
Predpokladejte, ze koule neprokluzuje. (Tesend str. |34)
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Uloha I1.4 ... kuli¢ka 6 bodi

Predstavte si pohyb homogenni kuli¢ky, ktery nejprve za¢ind pouze posunem (bez
jakéhokoliv pohybu valenim) a postupné pfejde do naopak naprostého valeni (bez
prokluzovani). Za jaky Cas toto nastane? Kulicka mize mit rizny polomér, hmot-
nost, poc¢ateéni rychlost a tfeci koeficient. (Fesent str. |34)

Uloha IL.5 ... vérnice potieti 7 bodii

Uvazujte klasickou varnici s kohoutkem dole a se vzduchotésnym vikem nahote.
Kolik ¢aje je mozné si nalit, nez budeme muset otevrit ventil, ktery vyrovna tlak
vzduchu nad ¢ajem s okolnim tlakem? (resend str. 139)

Uloha IL.P ... efektivni (nd)stroj 9 bodi

Palné zbrané jsou vlastné takovymi tepelnymi stroji. Spocitejte jaka je ti¢innost
néjaké pusky nebo pistole. (Jde o vyuziti energie stieliva pro pohyb kulky.)
(tesend str. |379)

Uloha IIL.1 ... dlouhy film 3 body

Stahujete si sviij oblibeny film o velikosti 12 GB rychlosti 10 MB/s. Uvazujte, ze
signél se po kroucené dvojlince pohybuje rychlosti svétla a modulace rozprostira
prenosovou rychlost rovnomérné, tzn. byla-li by 1b/s, musime pfijmout signél za
celou sekundu k obdrzeni 1 bitu informace. Jak dlouhy tsek kabelu dokaze film
zaplnit svymi daty, pokud se bude sitit dostatecné dlouhym kabelem?

(Tesend str. @)

Uloha II1.2 ... pekelni 3 body

Do pekla vede cesta a silnice po opacnych brezich teky. Jde-
me po sméru feky, ktery je vyznacen na obrazku. Biehy feky
jsou tvofeny castmi soustfednych kruznic. Pési cesta kopiruje
jeden breh feky, silnice druhy breh, sitka toku je neménnd. Po
jaké strané teky je rychlejsi jit? Zndme stfedovy thel kazdé-

ho kruznicového oblouku @1, 2,... a polomér kazdé kruznice
Tal,Tbl,Ta2, b2, - - - , kde indexy a, b znaci levy a pravy breh.
Uloha IIL.3 ... kde to piska 7 bodit

Verciny usi lze aproximovat dvéma bodovymi detektory ve vzdalenosti d, které de-
tekuji zvukové viny ze vSech sméru stejné dobie. Ver¢a umi polohu zndmého zdroje
zvuku poslepu urcit velice presné, proto jednoho dne, kdyz se probudila, vyzvala
své pratele k tomu, aby ji vyzkouseli. Jenze Verca si v jednom uchu zapomnéla
Spunt, ktery snizuje intenzitu zvuku v jejim levém uchu kkrat. Verci byly zavazany
o¢i a zdroj byl umistén do vzdalenosti y pred ni a o z napravo (¢i —z nalevo).
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Urcete, na které misto (z,y’) Veréa ukaze, jestlize usi rozeznavaji polohu zdroje
podle hlasitosti zvuku. (TeSend str. 4)

Uloha IIL.4 ... radar zadarmo 7 bodu

Na vSechny patniky podél silnice umistéme kontrolni éervené tabulky (vlnové délka
Cervené barvy je A\¢ = 630nm). Jakmile fidi¢ vidi na patniku pfed nim tabulku
modrou (vlnovd délka modré barvy je Am = 450 nm), vi, Ze jede prilis rychle. Jaké
je tato mezni rychlost? Jakou mé bézné osobni auto pii této rychlosti hybnost
a kinetickou energii? (resend str. Y1)

Uloha IIL5 ... kladkovana 7 bodii

Méjme rozestaveni kladek jako na obrazku. Zname
hmotnosti m;, poloméry R; a momenty setrvacnosti J;
vSech kladek, hmotnost m zévazi a hmotnost M, po-
lomér R i moment setrvacnosti J valce. Zanedbejte ti-
hu kladky 2, abyste mohli uvazovat, ze lana vedouci
ke kladce 2 jsou rovnobézna s naklonénou rovinou. Sou-
Cinitel smykového i klidového tfeni mezi vilcem a pod-
lozkou je f. Lano na kladkdch neprokluzuje. Vypoctéte
s jakym zrychlenim (popf. i thlovym zrychlenim) se bude pohybovat zdvazi_m
a valec M. (tesend str. 44)

Uloha IILP ... srdeéni 8 bodi

Odhadnéte, jakou praci vykond lidské srdce na pumpovani krve za jeden den. S ¢im
se da tato energie srovnat? Jaké procento z doporuceného denniho pfijmu energie
tvor{ vas odhad? (Tesend str. |p4)

Uloha IV.1 ... svitkova relativita 3 body

Pohadkové postavy to nemaji lehké, chtéji-li zjistit, kdy se objevuji na scéné. Dnesni
technika jim to ale usnadnuje. Tteba princezna Pointa z pohddky o délce Sest
kapitol. Vsechny kapitoly jsou stejné dlouhé, a tak kazda na Karlové displeji méri
1200 pixelli na vysku (samotny displej ale zobraz{ jen vysku 900 px). P¥i ¢teni Karel
souvisle scrolluje a navic ¢te porad stejné rychle. Po trech minutach od zacatku
¢teni Pointa minula prvni konec posuvniku ve scrollbaru a po sedmi minutdch
i druhy. V kolikaté kapitole se objevi Pointa?

Poznadmka: Pomér vysky posuvniku vuci vysce displeje je stejny jako pomér
vysky displeje vuci vysce celého textu pohadky. (Tesend str. )

Uloha IV.2 ... ryvové kyvadlo 3 body

Je zndmou skutecnosti, ze aby byla jizda vlakem co nejpohodlnéjsi, pak pri rozjiz-
déni a brzdéni je potieba, aby se zrychleni ménilo co nejméné. Proto je dobré, kdyz
se vlak rozjizdi s malou konstantni zménou zrychleni. Zména zrychleni se nazyva

10



Zadani teoretickijch iloh

ryv. Urcete, jak se v ¢ase méni stabiln{ poloha kyvadla (ihel odklonéni od svislice
©). Délku kyvadla ozna¢me [, vlak se rozjizdi na roviné, ryv ozna¢me k (k = La

At

kde a je zrychleni) a vlak jede po Zemi s normélnim tihovym zrychlenim g.
Bonus: Sestavte pohybové rovnice, které numericky vyreste pro ¢(0) = 0
a (Cll—f (0) = 0 pro ruzné hodnoty k. (tesend str. pY)
Uloha IV.3 ... dvojkuzel 8 bodit

Méjme drevénou konstrukcei, kterd ma pudorys rovnora-
menného trojihelniku a vyska jejich dvou ramen roste
smérem k zdkladné s tthlem o = 2 °. Do vrcholu naproti
zédkladné ¢ = 35cm, u néjz ma trojuhelnik thel § = \
= 70°, umistime dvojkuzel s vrcholovym thlem ¢ = W
= 40° a vyskou 2h = 40 cm. Kuzel se samovolné zacne

valit ,,do kopce*, tedy ve sméru rtistu hran trojihelniku.

a) Vysvétlete, pro¢ se dvojkuzel muze kutdlet do kopce.

Vvev

¢) Jakd je rychlost kuzele tésné pfed ndrazem na zdkladnu?

d) Kolik otddek kuzel vykond béhem své cesty?

nachdzi presné nad vrcholem trojihelniku proti zékladné.

(Tesend str. @)

Uloha IV.4 ... plynovy stroj 8 bodt
Méjme tepelny stroj naplnény idedlnim plynem sloze- b
. Y
nym z dvouatomovych molekul. Tento tepelny stroj vy- A B
konava kruhovy déj ABCDEFA, tedy sklada se z Sesti . c
déja )
e« A — B — izobarické zahidti ze stavu 4po a Vo 21 F
(teplotu v A ozna¢me jako 47p) do stavu s ob- L \ D
jemem 3Vj, E
e B — C - izotermickd expanze na objem 4Vj, L A2
¢ C — D — izochorické ochlazeni na tlak po, Vo

e D — E — izobarické ochlazeni na objem 2V,

¢ E — F — izotermickd komprese na objem Vjp,

¢ F — A — izochorické zahiati na tlak 4po.
Urcete zbyvajici stavové veli¢iny ve stavech B, C, D, E a F, maximélni a minimaln{
teplotu idedlnfho plynu v pribéhu déje (v ndsobcich To), teplo ptijaté ¢i odevzdané
plynem v jednotlivych déjich a dc¢innost tepelného stroje. Srovnejte tuto Gc¢innost
s uc¢innosti Carnotova stroje pracujictho se stejnymi maximéalnimi a minim&lnimi
teplotami. Pro jednoduchost uvazujte, ze se neméni latkové mnozstvi plynu ve
stroji a nedochazi v ném k chemickym preménam.
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Bonus To samé provedte pro jednodussi cyklicky ,Ctvercovy“ déj, tedy ABCDA,
kde plyn zacina ve stavu po, Vo a Tp a izochoricky se ohreje na 4pg, izobaricky se
zahfeje a rozepne na 4Vj, izochoricky ochladi na po a izobaricky se ochladi na Vj.
Srovnejte tcinnosti téchto dvou tepelnych stroju a diskutujte, ktery je lepsi.
(tesend str. |61)

Uloha IV.5 ... divna atmosféra 9 bodu

Zazili jste uz nékdy takovou divnou atmosféru? Do urcité vysky je v ni rychlost
sifeni svétla konstantni vg a od urcité hranice se rychlost sitfeni svétla zacne line-
arné zvétsovat podle vztahu v(Ah) = vo + kAh. V jednom misté, pravé ve vysce,
kde se zacala ménit rychlost svétla, vysleme svételné paprsky pod vSemi moznymi
thly smérem nahoru. Ukazte, Ze se budou vSechny paprsky pohybovat po ¢astech
kruznic a urcete poloméry téchto kruznic. Také urcete vzdalenost od mista vypus-

téni paprski, kde se paprsky vrati do pivodni vysky. (tesend str. 164)
Uloha IV.P ... statistikiiv denni chléb 9 bodt

Zname to vsichni, krajic chleba namazany medem nebo marmelddou, zakousneme
se a najednou je kapka mazadla na ruce a jsme za prasata. Spocitejte, jak zavisi
pravdépodobnost, ze v krajici bude dira skrz naskrz, v zavislosti na jeho tloustce.
Model kynut{ tésta nechdme na vés. (Tfeba rovnomérné rozmisténé bubliny s ex-
ponencialné rozdélenym polomérem je dobry model.) (Tresend str. |64)

Uloha V.1 ... vesmirny sn&hulak 3 body

Jakou silou bude pridrzovdna hlava naseho snéhuldka, ktery si volné poletuje ve
vesmiru? Mame snéhuldka tvoreného pouze homogennimi koulemi o hustoté p,
jejichz stredy lezi na jedné primce a koule se dotykaji, jsou umisténé v poradi od
nejvétsi po nejmensi a s tim, ze nejmensi koule (hlava) ma polomér r a kazdd
dalsi ma dvojnasobny polomér, co ta predchozi. Ve vesmiru je pouze nas snéhuldk
a nijak nerotuje.

Bonus: Zobecnéte tlohu pro pocet kouli N > 3. Bude se sila blizit néjaké kone¢né
hodnoté pro n — oo, nebo pujde k nekoneénu? (Tesend str. )

Uloha V.2 ... koule ve vazkych tekutinich 3 body

V nékterych piipadech reseni tiloh s odporem vzduchu ¢i obecné tekutiny pouziva-
me pro odporovou silu Newtontiv vzorec F' = C9Sv?/2, kde C' je souéinitel odporu
télesa ve sméru pohybu télesa, ¢ je hustota tekutiny, S je prifez a v je rychlost
pohybu télesa. Ten obvykle docela dobre plati pro turbulentni prostredi. Zajimame
se o kouli, pro kterou C' = 0,50. V lamindrnim proudéni pak obvykle pouzivime
Stokesuv vztah F' = 6nnro, kde n je dynamickd viskozita tekutiny a 7 je polomér
koule. Pokud méme néjakou konkrétni kouli, je mozné, aby se pro néjakou rychlost
tyto odpory rovnaly? Jak bude tato rychlost zaviset na poloméru koule?

(Tresend str. )
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Uloha V.3 ... né&k &il pfes cen sra 6 bodi

Predstavte si situaci, kdy mame 3 stejné nerotujici disky, které se pohybuji presné
v jedné primce v poradi 1, 2, 3. VSechny tii se pohybuji bez treni a dalsich odpo-
rovych sil po vodorovné podlozce, pricemz disky 1 a 2 jedou doprava a proti nim
jede disk 3 doleva. Plati, ze rychlost 1 je vétsi nez 2. Jak zavisi vysledné rychlosti
diskli po probéhnuti vSech srazek na poradi srdzek? A jaké tyto rychlosti budou?
Srdzky probihaji pruzné. (Jako vzdy nezapomerite, ze odpovéd je potieba fadné
zdvodnit.)

Bonus: Disky maji riiznou hmotnost. (Tesend str. )
Uloha V.4 ... na provazku 8 bodu

Dvé zavazi zanedbatelnych rozmért o hmotnosti m = 100 g spojime pruznym ne-
hmotnym provazkem o klidové délce lp = 1 m s tuhosti k = 50kg-s™2. Jedno zévazi
drzime na misté a druhé kolem néj nechame rotovat s frekvenci f = 2 Hz. Prvni
zavazi se pritom muze volné otacet kolem své osy. V jednu chvili drzené zavazi
uvolnime. Na jakou minimdalni vzdéalenost se k sobé zavazi ptiblizi? Neuvazujte
vliv gravita¢niho pole a predpoklddejte platnost Hookeova zakona.

(Tesent str. )

Uloha V.5 ... poutovy balének 8 bodi

Méme balének s hmotnost{ (po nafouknuti) m a objemem V naplnény héliem,
na kterém je pfivdzand (prakticky nekoneénd) stuzka s délkovou hustotou 7 =
= 10gm™'. Piedpoklddejte izotermickou atmosféru, pro niz je zavislost atmosfé-
rického tlaku p na vysce z dand vztahem p = poe =/ (z0 je parametr atmosféry).
Baldének polozime k zemi a poté ho uvolnime. Do jaké maximalni vysky balének

vyleti? (Tesent str. )
Uloha V.P ... sklitka 8 bodit

Popiste zobrazovaci soustavy mikroskop (slozeny ze 2 spojek) a Keplertiv daleko-
hled. Vysvétlete rozdil ve funkci a konstrukei mikroskopu a dalekohledu a nacrtnéte
pruchod paprsku. Jak se d4 smysluplné definovat zvétseni pro dané optické prvky?
Odvodte pro zvétseni konkrétni vzorce. (tesend str. |84)

Uloha VI.1 ... dost t&zké kulomety 3 body

Na auto pripevnime dopredu dva kulomety, které vystreluji kulky o hmotnosti m =
= 25¢g rychlosti v; = 500m-s~ !, kazdy s frekvenci 10 vystield za sekundu. Auto
se rozjede po roviné rychlost! vo = 80km-h™' a poté zaéne stiilet. Kolik naboji
vysttilime, nez auto zastavi? Béhem palby neptiddvame plyn, odpor vzduchu a kol
zanedbavame. Tepelné ztraty uvniti zbrani jsou taktéz zanedbatelné.

(Tesent str. @)
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Uloha VI.2 ... upadlo 3 body

7 jaké vysky nad povrchem neutronové hvézdy bychom museli ,,upustit® predmét,
aby dopadl na jeji povrch v rychlosti 0,1 ¢ (0,1 rychlosti svétla). Nase neutronova
hvézda ma hmotnost 1,5ndsobku hmotnosti Slunce a prumér d = 10km. Zane-
dbejte atmosféru neutronové hvézdy a jeji rotaci. Zanedbejte relativistické korekce.
Srovnejte ale, jakého vysledku byste dosdhli, pokud by pad probihal v homogennim
gravitaénim poli (které m4 intenzitu stejnou jako na povrchu planety) s tim, kdy
pad probiha v radidlnim gravitaénim poli.

Bonus: Uvazujte korekci na specialni teorii relativity v pripadé padu v homo-
gennim poli. (Tesend str. |89)

Uloha VL3 ... relativisticky Zenontv paradox 6 bodu

Superman a Flash se rozhodli, ze si daji zadvod. Zavod se kond v hlubokém vesmiru,
protoze na Zemi neni dostatecné dlouha rovna plaz. Flash, protoze je pomalejsi,
startuje s délkovym néaskokem [ pred Supermanem. Flash v jednu chvili vybéhne
s konstantni rychlosti vg srovnatelnou s rychlosti svétla. Ve chvili, kdy si Superman
vsimne, ze Flash vybéhl, vybéhne také, a to konstantni rychlosti vs > vr. Za jak
dlouho Superman Flashe dozene (z pohledu Supermana)? A za jak dlouho Flashe
dozene Superman (z pohledu Flashe)? A byl viibec zdvod spravedlivé odstartovan,
resp. dokdzali byste vymyslet spravedlivéjsi zplisob (pii¢emz naskok ! ma byt po-
nechén)? (Tesend str. E)

Uloha VI.4 ... zastfel si svého potkana 7 bodu

Mirek by rad zastrelil potkana, kterého vida na kolejich. Ptipravil si tedy jednodu-
chou vzduchovou pusku, kterou si mizeme modelovat jako trubku s konstantnim
prifezem S = 15mm? a délkou | = 30cm, kterd je na jedné strané uzaviena
a na druhé oteviend. Do ni se chystd Mirek umistit ndboj hmotnosti m = 2g,
ktery trubku akorat utésni, a to ve vzdalenosti d = 3cm od uzavieného konce.
Néaboj zde zatim nechd upevnény v klidu a natlakuje uzavienou c¢ast trubky na
urcity tlak po. Posléze ndboj uvolni. Chce, aby na konci tsti byla rychlost naboje
minimalné v = 90m-s~'. Poradte mu, na jaky tlak by musel vzduchovou pus-
ku natlakovat, aby naboj vysel s takovou rychlosti, pokud by plyn byl ideilni,
a diskutujte realisticnost usporadani. Predpokladejte, Ze naboj je uvolnovan kva-
zistatickym adiabatickym dé&jem, kde x = 7/5, protoze se jednd o dvouatomovy
plyn. Uvazujte, e z vnéjsku pisobi na nidboj atmosféricky tlak p, = 10° Pa. Zane-
dbejte energetické ztraty vyvolané trenim, odporem vzduchu a stlacovanim plynu
pred nabojem. (Tesent str. E}

Uloha VL5 ... pfetidhni ho pFes prsty 8 bodii

Méme homogenni ty¢ konstantniho pratrezu délky [ pripevnénou na jednom konci
k otoénému kloubu. Na pocatku smétfuje ty¢ pfimo vzhiru a jsme v homogennim
tthovém poli velikosti g. Ty¢ se vlivem mirného zdvanu vétru zacne otacet a ,padat*
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dolt, ale stale je drzena oto¢nym kloubem. S jakym zrychlenim se bude pohybovat
konec tyce v prubéhu casu? (Tesent str. 90)

Uloha VL.P ... vypafujici se asteroid 9 bodu

Umistime hodné velky kus ledu, dejme tomu o priméru 1km, do blizkosti hvézdy
podobné Slunci na kruhovou dréahu. Blizkost je tak velkd, Ze rovnovazné teplota
¢erného télesa by v této vzddlenosti byla zhruba 30 °C. Co se bude dit s takovym
asteroidem a jeho drahou? Asteroid nemé vazanou rotaci. (Tesent str. |93)

15



FYKOS, XXX. roc¢nik

Resen teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... s rumem & bez?

Do kuchyrniského kastrolu, ktery prakticky nevede teplo, vlozime tri latky: vodu,
ocel a rum. Voda md hmotnost m, = 0,5 kg, poc¢dtecni teplotu t, = 90 °F a mérnou
tepelnou kapacitu ¢, = 1kcal-kg™!-K™1. Ocelovy vileek ma hmotnost mo, = 200 g,
teplotu t, = 60 °C a mérnou tepelnou kapacitu c, = 0,260kJ-kg™'-°F~!. Rum m4
hmotnost m, = 100000 mg, teplotu t, = 270 K a mérnou tepelnou kapacitu ¢, =
=3,5J.g71-°C™ . Jakou teplotu (ve stupnich Celsia) bude mit soustava po ustaleni
tepelné rovnovahy?

Toto je klasicka tloha na kalorimetrickou rovnici. Oznacme teplotu soustavy po
ustéleni t. Zména celkového tepla musi byt nulova, tedy, pokud nedojde ke zméné
skupenstvi, musi platit

cvmy(t — ty) + como(t — to) + cxme(t — t:) = 0.

Vyjadifeme si t:
= Gty + Comoto + Crimity

CvMy + CoMo + Cr M

Pro vypocet t prevedeme uvedené veli¢iny na navzajem si odpovidajici jednotky, te-
dy t¥eba hmotnost na kg, teplotu na °C a mérnou tepelnou kapacitu na J-kg=*-°C~1.
Plati tr = 1,8tc + 32, kde tr je teplota ve stupnich Fahrenheita a tc teplota
ve stupnich Celsia, tedy rozdil jednoho stupné Celsia je roven rozdilu 1,8 stup-
nia Fahrenheita. Pfevod hmotnosti Jﬂ jednoduchy (¢tenaf provede sdm) a déle
plati ¢, = 32,22°C, t, = —3,15°CH Pfevod jednotek mérné tepelné kapacity
provedeme krok po kroku. Zacneme vodou. Plati 1kcal = 4184J, tedy ¢, =
= 4184Jkg "K' = 4184 J-kg '-°C™!. U ocele podle vyse uvedeného vztahu
pro °C a °F plati

0,260kJ kg™ -°F~ = 0,468 kJ kg~ '-°C~ ! = 468 J.kg™'-°C ™.
Ted staci dosadit do vyse uvedeného vztahu a dostaneme vysledek

o 4184.0,5-32,22+468-0,2.60—3500-0,1-3,15007 71917,74 °C = 93°C
- 4184-0,5 + 468 - 0,2 4+ 3500 - 0,1 25356 - ’

Celkova teplota soustavy je nad bodem mrazu vody, tedy obsah nadoby zlistane
v kapalném skupenstvi a ptivodni kalorimetrickd rovnice byla spravné.

1V takovém stavu je rum jesté bezpecné v tekutém stavu, jak se muzeme docist z tabulky
bodu tani etanolovych smési: http://www.engineeringtoolbox.com/ethanol-water-d_989.html.
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Uloha 1.2 ... brzdna

Petr rdd jezdi po roviné na kole rychlosti v = 10m-s~! a jeho chytré kolo hldsi,
ze Petriiv vykon je P = 100 W. Po nehodé se zkrivily rafkové brzdy, které ted na
kolo piisobi tieci silou Fy = 20N u obvodu. Po jakou dobu t' musi ted Petr jet na
kole rychlosti v, aby vykonal stejnou préci jako predtim za cas t?

Pred nehodou vykonéval Petr pracu W, ktort mézeme pomocou vykonu P vyko-
navaného za nejaky Cas t spocitat ako

W =tP.

Tento vykon P zodpovedal pohybu rychlostou v. Na to, aby si Petr udrzal rovnaka
rychlost aj po nehode, musel Sliapat viac, a teda aj vynalozif viac energie na to,
aby sa stale pohyboval rovnakou rychlostou v. Rovnaka pracu W by teda vykonal
za kratdi ¢as t' pri viSom vykone P’. Rovnost energii mozeme zapisat ako

wW=w,

tP=t'P'.
Vykon P’, s ktorym Petr §liape po nehode, mézeme spoéitat ako stiéet pévodného
vykonu P s vykonom P, s ktorym kompenzuje stratu energie trenim na pokazenych

brzdach
P=P+P.

Kedze trecia sila posobi blizko obvodu kolesa, ktorého obvodova rychlost je v,
vykon P; spocitame ako stucin tejto rychlosti a trecej sily Fi, proti ktorej posobime

P, =Fv.
Celkovo teda dostdvame rovnicu
tP =t (P + Fw) ,
ktorej tipravou prideme k vysledku
P /

— =t
P+Ft’l) ’
1 /

1 + Fjgv

Po dosadeni hodnét do vysledku dostaneme ¢ = t/3. Petr teda s pokazenymi
brzdami vykona rovnaki pracu za tretinovy cas ako bez pokazenych bizd.

Uloha 1.3 ... hopsa hejsa

Meéjme idealni hopik dokonalé odrazivosti a zanedbatelnych rozméri. Tento hopik
hodime z nekonecnych schodi, kde jeden schod ma vysku h a délku . Odrazy
probihaji beze tieni. Popiste zdvislost nejvyssi dosazené vysky (méreno od prvniho
schodu) hopiku po n-tém odrazu na pocdtecnich parametrech.
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Obr. 1:
Trajektorie
naseho
idealizovaného
hopiku

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze hopik se na za-
¢atku pohybuje vodorovné na trovni nejvyssiho schodu. Hopik
postupné, jak na néj pusobi gravitace, bude rovnomérné zrych-
lovat smérem doli, a jeho kineticka energie bude rust na tkor
energie potencialni. Kvili zdkonu zachovani energie musi platit

1
mgh = §m1)2, (1)

kde h je hloubka od horniho schodu, ve které se hopik nachézi,
a v je rychlost smérem doli (slozku rychlosti ve vodorovném
smeéru ignorujeme, nebot jeji piispévek by se musel vyskytovat
na obou strandch rovnice a odecetl by se). Nejvyssi rychlosti

dosdhne pii dopadu na schod (je jedno ktery) a kvuli dokonalé odrazivosti se
se stejnou rychlosti vyda smérem nahoru. Nejvyssiho bodu dosdhne v okamziku
kdy bude nulova slozka rychlost ve svislém sméru. Kvuli rovnici ([lf) pak musi byt
i hloubka nulova, a hopik tedy bude v trovni prvniho schodu. Protoze toto bude
platit i po n-tém odrazu, bude maximalni vyska po kazdém odrazu na udrovni

prvniho schodu.

Obr. 2:
Trajektorie
neidealizovaného
hopiku

—_—

\
\

Obr. 3: Moznost,
jak by prece jen
mohla ovlivnit
hrana schodu
maximalni
vysku.

Pokud bychom neucinili predpoklad o vodorovném vrhu,
pfibyl by v rovnici ([l) na levé strané élen %mvg, kde vo je
pocatecni rychlost ve vertikdlnim sméru. Maximalni vysku zis-
kédme polozenim pravé strany rovnice rovnou 0 a vyfesenim
pro h. Maximalni vyska bude konstantni a rovna maximalni
vysce po prvnim odrazu ® Pokud by pocatek pohybu nebyl
v trovni prvniho schodu, stac¢ilo by posunout referen¢ni bod,
od kterého pocitame hloubku, ve které se micek nachazi.

Mohlo by se tedy zdat, ze staci tici, ze kvili zachovani
mechanické energie zustane maximalni vyska konstantni, na
turovni prvniho schodu, ale situace je trochu slozitéjsi. Pokud
mé hopik nenulovou rychlost smérem dopfedu (coz mit musi,
protoze jinak by nikam nedoskdkal), existuji zpisoby, jak se
muze slozka rychlosti smérem doli pfeménit ve slozku smérem
dopredu a naopak. Pak by se samozfejmé maximalni vyska bé-
hem kazdého odrazu nezachovavala, ale netrividlnim zptisobem
by zavisela na case.

Nejjednodussi zptisob, jak by toto mohlo nastat, je, ze ho-
pik trefi hranu schodu. Protoze ale zanedbévame rozméry té-
lesa, tak tato moznost nenastane. Druha moznost je, ze hopik
pti dopadu vlivem tfeni ziskéa rotaci. Pak nejenze by se rych-
lost zménila kvili tomu, Ze ¢ast energie by se ukryla v rotaci
hopiku, navic by se pti dalsich odrazech vlivem rotace nemu-
sel rovnat thel dopadu thlu odrazu. Jak by trajektorie mohla
vypadat je naznaceno na obrizku . To ale v nasem pripadé

27ajimavé je, ze nezalezi, jestli je smér pohybu na zacétku Sikmo dolil, nebo sikmo nahoru,
maximalni vyska bude vzdy vétsi nez u vodorovného pohybu.
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nenastane, protoze odrazy probihaji bez tfeni. Proto se kvuli
zakonu zachovani hybnosti v horizontdlnim sméru musi thel dopadu rovnat thlu
odrazu. Tady tedy mazeme dojit k zavéru, ze se maximalni vyska béhem jednotli-
vych odrazii nebude ménit a micek bude mit trajektorii podobnou té na obrazku [l.

Ale nakonec je tfeba zminit, Ze jsme nalezli jednu hypotetickou moznost (kte-
rou jsme po FeSitelich samoziejmé nepozadovali), béhem které by se maximaln{
vyska nezachovavala. Predpokladdame-li, ze hopik se pri dopadu zdeformuje, ta-
to deformace mu zabere néjaky kratky cCas, po ktery bude bez tieni klouzat po
podlozce.

Prabéh tohoto je nakreslen na obrazku E, pomoci plné ¢ary. Pokud ovSsem bé-
hem tohoto klouzani doklouZe na hranu schodu, na obrdzku f v misté oznaceném
tlustsi prerusovanou carou, bude pokracovat vodorovné, po carkované trajekto-
rii, protoze se jiz nemé od ¢eho odrazit. Energie, ktera byla ulozena v deformaci
hopiku, se skryje do oscilujici deformace hopiku.

Uloha 1.4 ... néco je tu nakfivo

Pozorovatel se nachdzi na lodi na otevieném mori ve vysce h nad hladinou. Je
vzdalen d od vodorovného zabradli a to v takové poloze, ze diva-li se kolmo na
zabradli, splyva dolni okraj zabradli s horizontem. Podiva-li se ale na zabradli ve
vzdalenosti | na stranu od kolmice, vidi, Ze se obzor nachazi o s &+ ss pod dolnim
koncem zabradli. Urcete polomér Zemé.

V celé tloze budeme povazovat Zemi za dokonalou kouli. Pro vyreseni tlohy je
esencidlni spravné pochopeni prostorové konfigurace a souvislosti jednotli‘éflch pa-
rametr systému. Zacnéme lokdlnim okolim pozorovatele jako na obrézku H.
Ozna¢me polohu pozorovatele P, patu kolmice od P k zdbradli A, bod na z&-
bradli ve vzdalenosti [ oznaéme B a koneéné oznaé¢me C’ bod o s pod bodem B,
tj. prusecik svislé roviny zabradli, spojnic pozorovatele a bodd na obzoru a svislé
roviny obsahujici P a B. RovnéZ zavedme oznaceni dhli Z/BPC’ jako ¢ a ZAPB
jako . Ze situace je zfejmé, ze
s " S
VE+E B+
d
Ospravedlnénim aproximace se budeme zabyvat nize
Déle se zamyslime, co je vlastné horizont ktery vidime. Bod v linii pohledu
na obzoru oznacme A',E stfed Zemé& oznaéme S, ¥ ozna¢me thel |ZA’SP| polomér

(2)

p = arctg

cos 3 =

3V feSeném pripadé jsme uvazovali, Zze ,0 s nize“ je s méfené kolmo na primku pohledu.
Tato formulace se da téz pochopit, ze je s méfeno svisle, tj na spojnici se stfedem Zemé. Oba
pristupy davaji nakonec po zanedbanich stejny vysledek.

4Bez tijmy na obecnosti toto mize byt tieba bod na obzoru splyvajici se zabradlim.
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P

Obr. 4: Situace v okoli pozorovatele. Carkované elementy se nachdzi mimo rovinu
pozorovatel — zdbradli (konkrétné pod ni).

Zemé R, r polomér kruznice-horizontu a H oznac¢me velikost vysky vrchliku Zemé
oddélenym rovinou horizontu. Z geometrie systému a z Pythagorovy véty plyne

IAPI> + R = (R+h)?,
IA'P|> = 2Rh + h?,
|A'P| ~ V2Rh,

kde jsme zanedbali ¢len h? vici ¢lenu 2Rh, protoZe je 2R/hkrat mensi, coz je
rfadové milionkrat. Tento archetyp budeme pouzivat béhem celé této tlohy, jelikoz
h je vaci R velice malé. Pro tuto velikost je i hodnota :

@Z):arctg(lARH) :\/%<<1.

Jak je zndmo, pro ¢ < 1 plati
tgy =~siny =Y,

kde v je velikost onoho tihlu v radidnech. Toto také umoznuje aproximace ¢ jakozto
malého dhlu v (E), jelikoz hodnota ¢ nikdy nepfesdhne 1 (viz obr. ).
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S

Obr. 5: Rez Zemi znézoriiujici geometricky vyznam horizontu.

Pro polomér kruznice-obzoru je tedyE
r~ |A'P| ~ V2Rh. (3)
Dalsi rozmér, ktery se ndm bude hodit, je H. NapiSeme-li Pythagorovu vétu pro
trojuhelnik A'QS,
r+(R—H)’=R?,
H? —2RH +1* =0,
dosazenim (E) dostavdme
H? —2RH +2hR =0,
H= %(QRj: 4R? — 8hR),

H=R++/R?—-2hR,

nen(2(-4))

kdeE jsme pouzili binomickou aproximaci (1 + %)" ~ 1+ n%7 jelikoz h < R.
Dostavame tedy dvé feSeni, jedno H = h a k nému komplementarni H = 2R — h,
budeme tedy uvazovat

H~h. (4)
Jak tohle souvisi s nasim pozorovanim? Na obrazku E je rovina PBC’, tj. rovina
pozorovatele a mérené vzdalenosti obzoru od zabradli v projekci do svislé roviny

50bdobné plati pro délku p¥islusného oblouku

tedy vzdélenost obzoru po povrchu Zemé
(nebo po mofti).

8Vsimnéme si, e kvadratickd rovnice pro H by neméla reilné fesenf pro h > R/2. Toto je

dusledkem dfiive provedené aproximace, kterd predpoklddala h < R, tento charakter rovnice je
tedy prijatelny.
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zébradli. Chceme-li dat do vztahu ¢ s ostatnimi veli¢inami, mtzeme jej naptiklad
vyjadfit jako rozdil ihla ZQCP a ZQB'P (stfidavy thel), to jest

P

B H+h

Cl

B ¢ C - Q

Obr. 6: Rovina obsahujici s, tzn. rovina obsahujici pozorovatele a svislici na
zabradli v bodé A.

/ H+h H+h
¢ = |£ZQCP| — |£ZQB'P| = arctg (7r ) — arctg ( e ) . (5)
Podle (E) jsou ¢itatele argumentu zhruba 2h, podle (E) jsou jmenovatele argumentu
alespon v2hR. Argumenty arkustangent jsou tedy velmi malé a je tedy mozné
pouzit aproximaci
arctg (z) =z, =<1,
zZ (B) tedy dostaneme

H+h H+h c
T r+e _(H+h)r(r+c)' (6)

Tento vztah zatim v tomto tvaru ponechejme a zabyvejme se velikosti c. Tak lze
ucinit podivame-li se na fez rovinou horizontu jako na obr. [. Vzhledem k pravo-
thlosti trojihelniku B’A’Q plati

(c+71)cosy=r,

1
c_r(cos'y_1> . (7)

Hodnota 7 koresponduje s hodnotou S, jak se ukaze z obrazku E a nasledujicich
vztahu.
NapiSme si kosinové véty pro trojihelnik A’'PB’, resp. A’QB’ pro thly 3, resp. v
|A'B'|> = |A'P|> +|B'P|* — 2|A’P||B'P| cos 3,
B = |A'QJ + [B'QI° — 2]A’Q||B'Q] cos .
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Al

Q

Obr. 7: Rovina obsahujici kruznici-obzor.

Vezmeme-li Pythagorovy véty pro trojtihelniky A’PQ a B'PQ, ziskdvame z rovnosti
pravych stran kosinovych rovnic

2(H + h)* + 2r(H + h) + 2(r + ¢)(H + h)—
— 2\/((H +h)2+r2)((H+h)2+ (r+c)?)cosfB = —2r(r+c)cosvy,

Do vztahu dosadime (@), (E) a zanedbdme vsechny ¢leny typu h/R viéi clentim
typu 1 ¢&i 1/ cos & dostdvame zhruba

cos (7) = cos (8) . (8)

Nyni uz sta¢{ d4t dohromady rovnosti (E), (E), (H)7 (E), (H) a (E) a dostédvame

C

~(H+h)——
o~ (H+ )T(T+C),
r(r 4+ c¢)p = 2hc,
1 1
~ 2h -1
mjcosﬁ (cosﬂ )

r & 2hcos (

IR
cos B ©

"Predpokladdme, Ze | neni fddové vétsi nez d. Poté lze vyrazy s cos & povazovat za Fadové 1
a r+4c fadové r. Navic i v tom pripadé by aproximace byla na misté, jen by bylo tfeba nahlédnout

ze vyraz typu h/(r + c) je jesté mensi nez /h/R.
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Obr. 8: Abstrakce znazornujici souvislost 5 a ~.

J/12 2
Zh’d(l-'_d 1>~r% 2hR,
s d
2nd? (12 V2 @2
~ — - 2
R 52 <d2 d * ’

coz je odhad pro R v dost dobrém prfiblizeni. Podle Gaussova vzorce pro Sifeni
chyb bude chyba uréeni poloméru Zemé sgr

dsshd® (12 2V + d2
R~ _ 2 .
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Uskutecnit tento ndpad v praxi je technicky naroc¢né, jelikoz je potieba siroky thel
pohledu na mofte, alespon ¢astené stabilni pozorovatelskou zdkladnu (malé lodé
se budou hodné, rychle a ¢asto houpat) a také je tim citlivéjsi na presnost méreni,
¢im nize jste nad hladinou. Pokud bychom provedli méreni na velké vyletni lodi,

mohli bychom provést méfeni s Eparametry napriklad h = 40m, d = 2m, | =
=1,5ma (s£ss)=(2,0+0,5) mm¥ nase vysledky udévaji polomér zemé jako R =
= (5000 £ 2 500) km.

Uloha I.5 ... na prochézce

Katka si vysla rano pred prednaskou na prochazku, aby vyvencila svého potkana.
Vysla s nim na rovny palouk, a kdyz byl potkan ve vzdalenosti x1 = 50m od
ni, hodila mu micek rychlosti vo = 25m-s~! pod tihlem ag. V okamziku vyhozu
potkan vybéhl smérem ke Katce rychlosti vi = 5m-s~'. Naleznéte obecnou zdvis-
lost thlu ¢ na case, kde ¢(t) oznacuje tthel mezi vodorovnou rovinou a spojnici

8napf. https://en.wikipedia.org/wiki/MSC_Armonid
9Vzhledem k technické naroénosti by bylo velice komplikované dosahnout vyssi pfesnosti.
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potkana a micku, a vykreslete tuto zavislost do grafu. Na zdkladé grafu urcete,
zda je mozné, aby micek zakryl potkanovi Slunce, jenz se nachazi ve vysce pg =
= 50° pifmo pred potkanem. Poéitejte s tthovym zrychlenim g = 9,81 m-s~2 a pro
zjednoduseni uvazujte, zZe hazime z nulové vysky.

Popisujme situaci ze soustavy spojené s potkanem, zde se jedna o vysetfeni Sikmého
vrhu. Oznac¢me z, y soufadnice micku vzhledem k potkanovi. Poté dostavame

z(t) = z1 — (v1 + vo cos )t ,
1
y(t) = vo sin apt — ith .

Nyni jednoduse vyjadiime thel ¢ z pravouhlého trojihelniku potkan — micek —
prumét micku na zem jako

y(t) Vo sin oot — %gt2
t) = tg —= = 1 .
P(t) = arcte z(t) R P (v1 + vo cos a)t
100 T T T T T
80 B
60 B
40 + ! B
20 B
£ 0
o0 | 200 —— i
21° ——
—40 - 550 -
—60 | 70° -
-80 |k 800 i
90
—100 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

| =+

S

Obr. 9: Vyvoj thlu ¢ v zavislosti na case pro nékolik hodnot parametru ap.

Z obr. E vidime, Ze pro thly zhruba od 21° do 80° je mozné, aby micek zakryl
potkanovi Slunce. ,,Je mozné* fikdme proto, zZe jesté bude zaviset na velikosti micku
a jeho vzdélenosti od potkana, jestli dojde k tuplnému nebo pouze Castecnému
yzatméni Slunce*.

Pokusme se vsak vyjadrit tyto hranice presnéji. Nez zacneme cokoli pocitat,
poznamenejme, ze nds zajimaji thly pouze z intervalu ag € (0°,180°).
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Prvni nutna podminka, ktera nds miize napadnout, je, aby existoval ¢as to, kdy
plati ¢(to) = po. Protoze funkce tg je na intervalu (0°,180°) prostd, muzeme
ekvivalentné fesit rovnici

y(t) ()

tgpo = ==
jejiz upravou dostavame kvadratickou rovnici
th — t[(v1 + vo cos ap) tg o + vo cos a] + x1tgwo = 0. (10)

Reseni takovéto rovnice existuje, pokud je jeji diskriminant vétsi nebo roven
nule. Oznac¢me koeficient u linedrniho ¢lenu jako b. Nerovnost

D = b —2gz1tg 0o >0

vyfesime numericky, feSeni pronikneme s intervalem (0°,180°) a dostdvdme no-
vy, uzsi interval (0°,83°). V tomto intervalu existuje feseni rovnice ([L{), nicméné
¢as to, pro ktery je rovnice splnéna nemusi byt fyzikélni, resp. muze byt zdporny ne-
bo vyssi nez ¢as dopadu™. Proto je hledany interval pro ap podintervalem (0°, 83°).

Dalsi jednoduchd podminka, kterd nds napadne, tentokrat postacujici, je, po-
kud potkan micek podbéhne, nez micek dopadne, pak je jisté, ze bude existovat
fyzikalné spravny cas to. Jinak feceno, tehdy bude moci mic¢ek zakryt potkanovi
slunce.

Miéek dopadne v &ase, kdy plati y(t) = 0. ReSenim této rovnice dostdvame

2v9 sin g
g

timp -

Déle potkan mine micek v cCase, kdy plati z(t) = 0. Cas, ve kterém tak nastane,
vyjadiime jako

1
thCt = .
V1 + Vg COS (i
Dostavame tedy nerovnici
1 < 2 sin g
v1 +vgcosag g ’

kterou opét numericky vyfesime. V intervalu (20°,78°) tedy potkan micek pod-
béhne.

Nejjednodussi zptlisob, jak se vyporadat s intervaly (0°,20°) a (78°,83°) je projit
je numericky. Nakonec se tedy vratime k prvni metodé obrazkové, kdy zjemnime
skoky v thlu «g, vyneseme si zdvislost ¢(t) do grafu a zjistime, jestli v néjakém
Case plati ¢ = . Celkové ziskdvame interval= ap € (20°,83°), kdy micek mize
potkanovi zakryt Slunce.

10V nasem piipadé ap € (0°,83°) C (0°,90°) viak reilné muze nastat pouze druhy piipad.
Ve skuteénosti je dolni mez pfesnéji 20,17°, proto na obr. | vidime sprévné, ze pro rov-
nych 20,00° mi¢ek nevystoupé dostateéné vysoko.
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Obé numerickd feseni jsme zvolili, protoze analyticky postup vede na rovnice
4. ¥4du. Mohli jsme se numericky vypofddat pfimo s rovnici (f), ale jisty vyznam
prikladdme i rozboru postacujicich a nutnych podminek.

Pfimé numerické reseni rovnice (f]) v zdsadé odpovida vytvoreni grafu E, ze
kterého muzeme rovnou ¢ist vysledny interval thlu ag. Pro zvolené o predstavuje
odpovidajici vodorovnd ¢dra zavislost (t) az do ¢asu dopadu micku na zem. Nasim
dkolem je tedy najit obor hodnot «g isocéry pro ¢ = 50°.

180 T T T T T T T |500 ' ] 0
160 - -20
140 F 4 k4 40
120 | 4 B4 60
a0 100 | 4 B 80
o 80 | -4 B s0
60 F 4 B9 60
40 [ 4Fd 40
2 F 4F 42
0 ' | L | L | L | L | 0
0 1 2 3 4 5
¢
s
Obr. 10: Zavislost vysky Slunce na case a thlu ap.
Uloha I.P ... nebe ndam padé na hlavu

Uz jste se neékdy zamysleli nad tim, pro¢ mraky nespadnou na zem, kdyZ jsou
z vody, kterd ma prece vyrazné vétsi hustotu nez vzduch? Destové kapky dopadnou
na zem v radech minut, tak pro¢ ne i mraky? Zkuste tuto skutecnost fyzikalné
objasnit. Veskera sva tvrzeni podlozte vypoctem.

Chrabri Galové se nebdli nikoho o niceho, snad jen toho, ze by jim nebe mohlo
spadnout na hlavu. Ukdzeme si, Ze ac¢ tfeba nejsme tak statecni jako galsti valec-
nici, rozhodné se nemusime bat toho, Ze by nés nebe neboli obloha zamécklo do
zemé. Pojem obloha neni tplné jednoznacny, budeme ho proto pouzivat z pohledu
meteorologie jako oznaceni pro troposféru, tedy dolni vrstvu atmosféry, ve které se
,odehrava pocasi“. Zde musime priznat, Ze atmosféra nds do zemé sice zamackava
pomérné velkym tlakem (jehoz velikosti se ze zfejmych divodu ¥ikd 1 atmosféra),
ale na tento tlak je lidské télo zvyklé a nepocituje ho jako zatéz. Co by tedy na nas
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z oblohy mohlo spadnout? Prvni véc, kterd nas na nebi kromé Slunce upoutd, jsou
mraky. A témi se budeme nadéle zabyvat.

Jak zadani pripomind, mraky jsou tvoreny primarné vodou. Kdyz se podivame
do tabulek, tak zjistime, ze hustota vody je za béznych atmosférickych podminek
zhruba tisickrat vyssi nez hustota vzduchu. Kdyz si nalijeme do rukou vodu a ho-
dime ji do vzduchu, tak spadne k zemi velmi rychle. Stejné tak vsak ze zkusenosti
vime, ze paddni mraka nepozorujeme. Podivejme se proto, co presné mraky jsou
a jak vznikaji.

Kdyz za chladného pocasi vydechnete, vytlacite tak ze svych plic horky, vihky
vzduch do prostredi s nizsi teplotou, ktera je pro vydechnuty vzduch pod tzv. ros-
nym bodem. Za takovych podminek nastane kondenzace® vodnich par a vy pred
svymi sty pozorujete nabélaly oblacek. A presné tak vznikaji i velkéd oblaka na ob-
loze — vlhky vzduch se z rozehtaté zemé dostava do vyssich vrstev atmosféry s nizsi
teplotou a kondenzovanou paru vnimame jako bilé mraky. Oblaka se mohou nalé-
zat v ruzné vysce, dokonce i mlha neni ve své podstaté nic jiného nez oblak, ktery
je velmi nizko. Dolni hranici velikost kulovitych kapicek, z nichz se mrak sklada
Ize na zakladé Mieova rozptylu= odhadnout na zhruba na 1yum, bézné rozméryE
se pohybuji mezi 10 az 20 ym.

Jak Galileo experimentalné ovéril, zrychleni objektt pii padu nezavisi na jejich
hmotnosti, kapicka vody by tedy méla z vysky feknéme 10 km dopadnout na zem
pfi konstantnim zrychleni g = 10m-s™2 za necelou minutu. Opét ale ze zkusenos-
ti vime, ze malé Céstecky z relativné hustého materidlu, naptiklad prach, padaji
k zemi pomérné pomalu (spi$ se tak vzndseji). Pfi¢inou pomalého padu je odpor
prostiedit? Ackoli je vzduch velmi ridky, dokaze v zavislosti na rozmérech objektu
a jeho rychlosti piisobit nezanedbatelnymi odporovymi silami. V zdsadé ndm sta-
¢l védét pouze to, ze odpor vzduchu je zavisly na horizontalnim priurezu objektu
a na jeho hmotnosti nikoli. Potom uz si stac¢i jenom uvédomit, ze kdyz zmensuje-
me polomér homogenni kulicky, tak jeji hmotnost klesd rychleji nez obsah jejiho
povrchu. Z toho jiz plyne, ze ¢im bude kulicka mensi, tim vétsi bude mit odpor
vzduchu vliv v porovnéni s tthovou silou a kuli¢ka proto bude zrychlovat pomaleji.

Chceme-li byt presnéjsi, pak musime védét, Zze na kulicku pii zacatku jejiho
pohybu zaéne pusobit Stokesova odporovd sila dand vztahem (skaldrné)

Fo = 6nrnu,

kde r je polomér kulicky, n dynamicka viskozita vzduchu a v rychlost kulicky.
Pro jednoduchost budeme pocitat se zaokrouhlenou hodnotou dynamické visko-

127 molekulérniho hlediska znamens kondenzace vznik vodikovych miistkdl mezi molekulami
vody, pricemz energie tepelného pohybu molekul je natolik nizké, aby nedochéazelo k okamzitému
zpretrhavani téchto vazeb.

13Rozptyl elektromagnetického vlnéni na dokonalych sfériach. Pro objekty vétsi nez vlnova
délka sldbne zavislost na konkrétni vlnové délce, a protoze mraky jsou bilé, musi byt castice
v nich vétsi nez 350 az 750 nm (rozsah vlnovych délek viditelného svétla).

4Velmi presné méreni rozméri castic v oblacich (konkrétné v cirrech, vysokd oblac¢nost)
za_pomoci lidaru je popsano napiiklad zde: http://www.atmos-chem-phys.net/7/3507/2007/
acp-7-3507-2007 . pdf.

15 Tento poznatek ndm mimo jiné ifkd, ze kdybychom byli v prostiedi bez atmosféry, tj. kdy-
bychom vytvorili mrak naptiklad na Mésici, tak by spadl dost rychle.
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zity suchého VzduchuE n = 2-10"°kg-m~'-s7!, hustotu vody ¢ zaokrouhlime
na ¢ = 1000kg-m~3. Bude-li mit kuli¢ka rozmér » = 107°m, dojde k vyrovnani
odporové sily F, a tihové sily F; = mg pri rychlosti

mg 27“299

=—2 = =10 %ms™ .
Y 6mrn 9n s

Touto rychlosti by kapka dopadla na zem z vysky 10km za cas

10km

6 . - ,
zm:H) s = 10dni.

t
Pokud by se jednalo o jesté mensi kapky s rozmérem r = 1um, padaly by na zem
stokrat déle, tedy zhruba 3 roky.

Jak jste si ale jisté béhem svych let na tomto svété vsimli, mraky stale na
zem nespadly. Muze za to opét vzduch — tentokrat ne Cisté jeho pritomnost, ale
jeho pohyb. Celd atmosféra je neustile v pohybu, a to jak v horizontalnim, tak
vertikdlnim. Predevsim konvekce vzduchu (stoupani teplejsich oblasti) zajistuje,
ze mraky vznikajici vyparem vody z povrchu zemé vystoupaji do velkych vysek,
kde postupné chladnou (adiabatické rozpindni) a jsou vytla¢ovdny novymi mraky
s vys$i teplotou. Celd atmosféra je rozdélena do tzv. bunék, ve kterych vzduch,
a tedy i mraky, cirkuluji. Podrobnéjsi informace naleznete napriklad pod heslem
»globalni cirkulace atmosféry“. Pro nis je dulezité, Ze rychlost tohoto pohybu se
pohybuje v fadu jednotek az desitek™¥ km-h™!, coz je s rychlosti volného padu
vodnich ¢astecek zcela nesrovnatelné.

Pfece jen vsSak nastava chvile, kdy mrak v urc¢itém smyslu spadne. Kdyz se
oblak stéle vice ochlazuje, tak se mikroskopické kapicky Castéji srazeji (je jich vice
v dané prostorové oblasti) a spojuji ve vétsi atvary, vzestupné proudy vzduchu
je proto nedokazi tlacit vzhuru tak snadno jako jemnéjsi Castecky a mrak klesa.
Veétsi kapicky ve velkém mnozstvi hiife propoustéji svétlo a mraky se jevi jako sedé.
Dosdhne-li polomér kapek kritické velikosti, za¢nou se vzrustajici rychlosti nabirat
stéle vice vlhkosti z okoli, déle rostou a nakonec rychlosti kolem 10 m-s~* dopadnou
na zem$= prsi. V mracich se vsak nevyskytuji pouze castecky vody, ale také castecky
ledu, nebot teplota v horni atmosfére je hluboko pod bodem mrazu. V takovém
Eipadé pak padaji kroupy, které jsou budto malé a jesté pred dopadem roztaji,

nebo v mracich se silnymi turbulencemi vydrzi tak dlouho, dokud nenabudou

6 Obecné bychom se museli potykat se zavislosti na tlaku, teploté a vlhkosti.

7Vypoétena velikost rychlosti ndm také zarucuje, ze jsme spravné zvolili Stokestv vzorec,
nebot s rostouci rychlosti by se zacala ménit zavislost odporové sily na rychlosti samotné.
Neuvazujeme zde, Ze se kapka pohybuje ze zacatku zrychlené, nebot je to na casovych skalach,
se kterymi pracujeme, zanedbatelné.

8https://www4.uwsp.edu/geo/faculty/lemke/geog101/lectures/05_pressure_wind.html

9http://hypertextbook.com/facts/2007/EvanKaplan.shtml

200peas i kapky vody nedopadnou na zem — vidime tedy nad sebou dést, ale nedopada. Tento
jev se nazyva wvirga. Dochdzi k nému vlastné neustéle v tésné blizkosti mrakt, nebot kapky,
které jsou prilis malé, se odpafi velmi rychle a vraceji se okamzité zpatky do mraku. Proto
casto mraky vypadaji pred destém a béhem néj tak ,rozcuchané®
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velkych rozméra a d}adaji pak na zem ve formé ledovych kouli, nékdy s opravdu
velkym pramérems®

K zavéru jesté pripomenme, ze dokud se neza¢nou v mraku formovat kapicky
a jednd se tedy o smés vody a vzduchu v plynném stavu (vlhky vzduch), m4 tato
smés mensi hustotu nez suchy vzduch. Vzduch se totiz sklada prevazné z molekul
dusiku a kysliku, které maji vétsi hmotnost nez molekula vody. To jen déle pod-
poruje stoupani vlhkého vzduchu do hornich vrstev atmosféry. Dojde-li vsak ke
kondenzaci, vznikne aerosol a na néj jiz nelze aplikovat tvrzeni platici pro plynné
latky.

Suma sumarum tedy mutizeme fict, ze mraky na zem nespadnou diky zemské
atmosfére a vibec kvili jeji pfitomnosti vlastné existuji. Nelze vSak vyloucit, zZe
na nas z mrakd obcas spadne néjaky ten hydrometeor.

Uloha II.1 ... rande na plazi

Predstavte si, Ze vezmete svou pritelkyni/svého pritele na vecerni rande na pldz
a sledujete zapad Slunce nad vzdalenou hladinou more. Protoze chcete prodlouzit
romantickou chvilku, vezmete si s sebou vysokozdvizny vozik, ktery se, jakmi-
le Slunce zacne zapadat za obzor, zacne rovnomérnym pohybem zvedat vzhiiru,
abyste stale vidéli Slunce dotykajici se horizontu. Jakou rychlosti se musi vozik
pohybovat?

Aproximujeme si Zemi kruznici a Slunce vnéjsim bodem S této kruznice, pozo-
rovatel budiz bod P, ktery na zacatku lezi na kruznici a ktery se pohybuje po
radidle. Z bodu S vedou dvé te¢ny ke kruznici, budeme uvazovat jen jednu z nich
(druhd symbolizuje vychod Slunce). Pozorovatel vidi zapadajici Slunce, pravé kdyz
te¢na prochézi bodem P. Tedy na zacatku se musi tecna dotykat kruznice v bo-
dé P. Slunce se pohybuje tthlovou rychlosti w = 2rsin /T, bod dotyku se bude
po obvodu Zemé pohybovat stejnou rychlosti. Pritom 7T zde znaci délku dne a « je
dhel, pod kterym Slunce zapadd (jeho velikost zdvisi na nasi zemépisné poloze).
Oznacme si stied Zemé jako Z a bod dotyku ,,posledniho paprsku® jako T. Potom
je trojuhelnik ZTP pravothly s pravym thlem u vrcholu T. Uhel u vrcholu Z se
s Casem méni v zavislosti na poloze bodu T, tedy v case t je jeho velikost rov-
na ¢ = wt = 2ntsina/T. V zavislosti na ném se méni i pfepona trojihelniku, jejiz
délku chceme védét. Polomér Zemé oznacme r, tedy délka prepony trojuhelniku

ZTP bude
r r

cosp  cos

2ntsina °
T

Kdyz odecteme polomér Zemé, ziskdme aktualni pozici pozorovatele nad zemskym

povrchem
1
h(t) =r (COS 2ntsina 1) :
T

21Kroupy obvykle vznikaji v bouikovych mracich, kde vzestupné proudy mohou mit rych-
lost az pres 100 km-h~!, https://en.wikipedia.org/wiki/Hail. Za mirnéjsich podminek vznikaji
snéhové vlocky.
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Primérnou rychlost od zacatku pohybu voziku v Case t zjistime vydélenim vysky

casem. Tedy
T 1
vp(t) = 7 (Cosgo — 1) .

Pokud chceme ¢asovou zavislost vyjadrit presné, nezbyva nez derivovat. Tedy oka-
mzité rychlost zvedaku po dosazeni v case t je

) d 1 1 sin (Lt?n < ) 2 sin o
vt)= =r| —=——-1] =7 .
dt coS 21'tt;1na cos2 (2nt;1na) T

Nyni dosadime nap¥. hodnotu a = 50 © odpovidajici italské plazi, délka dne je T =
= 86400s. Maximdlni vysku voziku odhadneme na h = 2m; z rovnice pro h(t)
potom dokézeme ziskat maximalni ¢as pozorovani zapadu tmax = 14s. V tomto
¢ase se bude vozik pohybovat rychlosti v(¢) = 0,28 m-s™*.

Vzhledem k tomu, Ze 2ntmax < T', muzeme zavést néasledujici aproximace,

sin <2m‘ sina) N 271t sin
T ToT

cos <2ntsina> ~1
—F )=

Poté dostavame zavislost rychlosti voziku na case ve tvaru

2nsin o 2
t)y=rt| ——
o(t) =t (524

ktery je mnohem jednodussi a stéle velmi presny. Zjistili jsme, Ze vozik se bude po-

hybovat ptiblizné rovnomérné zrychlené se zrychlenim a = r (2nsin a/T)* = 0,02 m-

Uloha I1.2 ... hypervysokoteplotni supravodivost

s w2

Velké casti latek, obvykle koviim, roste s vyssi teplotou odpor. Jsou ovsem latky,
jako napriklad grafit ¢i polovodice, kterym odpor s rostouci teplotou klesa. Také
jste jiz pravdépodobné slyseli o supravodivosti, coz je jev, ktery obvykle nastava za
velmi nizkych teplot a jedna se o stav, ve kterém latka nevykazuje zadny elektric-
ky odpor a dokonale vede elektricky proud. V soucasné dobé jsou nejvyssi teploty,
ze kterych byla supravodivost pozorovana, hluboko pod pokojovou teplotou. Co
kdybychom ale uvazovali, ze se odpor méni dle vzorecku R = Ry (1 + aAt), kde
Ro je odpor vodice pro 20°C, « je teplotni soucinitel elektrického odporu a At
teplotni rozdil vici ptivodni teploté 20 °C? Tak pri hodnotdch soudciniteli pro gra-
fit ac = —0,5 - 1073 K1 a kifemik ag; = —75- 1072 K~ ! dostdvame nulovy odpor
pro vysoké teploty. Pro jaké? A jak to, zZe to ve skutecnosti nefunguje a jak uhlik,
tak kremik nejsou za vysokych teplot supravodivé?

Vypocet je velice jednoduchy. Staci si uvédomit, ze potfebujeme, aby zavorka byla
nulova, tedy

0=1+aAt = At:—l.
e}
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Po dosazen{ vyjde Atc = 2000 °C a Ats; = 13 °C. Tedy u kiemiku by méla nastavat
supravodivost jiz pri 33 °C a pro vyssi teploty by podle tohoto vzorecku mél byt
odpor dokonce zaporny. Nicméné tak to nefunguje.

Obecnym diavodem, pro¢ toto nefunguje, je, ze teplotni soucinitel elektrického
odporu zavisi na teploté. Tato zavislost je silnd zejména pravé u polovodicu, je-
jichz ptikladem je pravé kiemik. U polovodi¢ti muzeme teplotni zavislost odporu
na teploté popsat zhruba jako nepfimou timérnost. Pro¢ zhruba? Protoze vyrazné
silnéjsi vliv na celkovy odpor polovodi¢e ma pii pokojové teploté to, ze se zvysuje
s rostouci teplotou pocet paru elektron-dira, ale porad je zde pfitomen i mechanis-
mus, kterym se zvySuje odpor i u vodié¢i (srdzky vodivostnich elektront s atomy
krystalové m¥izky). Ten je ale vyrazné slabsi. Ale i kdyby najednou vymizel ,,odpor
polovodice®, stale nasemu vzorku zistane ,,odpor vodice“ a proto nebude odpor
nulovy.

Pokud by nékoho zajimala v soucasnosti nejvyssi teplota, pti které lze dosah-
nout realné supravodivosti, tak zatim jde o teplotu —135°C dle FzU AV CR!

Uloha I1.3 ... looping

Meéjme naklonénou rovinu pod tithlem «, na kterou hlad-
ce navazuje kruhova smycka o poloméru R. Do jaké mi-
nimalni vysky h musime na naklonénou rovinu polozit
kouli o poloméru r (srovnatelném s R), aby smyckou
projela tak, ze s ni bude po celou dobu v kontaktu?
Predpokladejte, ze koule neprokluzuje.

Tato tloha je podobna tloze, kdy uvazujeme jen hmotny bod, budeme tedy po-
zadovat, aby vysledek mél tvar po dosazeni r = 0 shodny s fesenim pro hmotny
bod Kdyi hmotny bod nahradime tuhou kouli objevi se dvé odlisnosti: odstfedivém
kruZnici o poloméru ' = R — r, a do klnetlcke energie télesa o hmotnosti m je
potfeba pripocitat rotacni energii

1 2 1.9
FEyxy = -mv —Jw”.

KTty
Ke zjisténi minimalni vysky vypusténi je tfeba splnit podminku vyrovnani tihové
a odstredivé sily v nejvyssim bodé smycky

’02

po jejim splnéni koule bezproblémové projede i zbytek smycky, protoze v nejvys-
§im bodé je kolmy prumét tihové sily nejvétsi a rychlost koule nejmensi. Dalsim
potfebnym vztahem je ZZME (zdkon zachovdni mechanické energie), kde rozdil
potencidlni energie kulicky mezi pocatecni polohou a nejvyssi polohou ve smycce
odpovida celkové kinetické energii kulicky v kritickém bodé.

22lttp: //www.fzu.cz/popularizace/supravodivost-a-levitace
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Zamysleme se, zda do tlohy nevnese zesloziténi skutecnost, ze se kulicka pohy-
buje po zakriveném podkladu. Nejdrive se v podmince udrzeni se v nejvyssi bodé
rotacni kinetické energie predstavuje w rychlost otaceni koule okolo jeji osy otace-
ni. P¥i pohybu po roviné plati jednoduse w = v/r. Jak ukdzeme, Ze toto plati i pii
pohybu ve smy¢ce? Uhel otodeni koule kolem své rotacni osy ¢ lze pomoci Ghlu
natoceni kolem stredu smycky ¢ vyjadrit jako

R—1r

= 519 — U= 9.

r
Pokud by se koule otécela po roving, tak by nebylo potieba ¢ odecist. Je to korekce,
kterou si lze predstavit naklonénim roviny o dany thel 9. Takto muzeme uvazovat
i pti studovani smycky, protoze jako naklonénou rovinu lze reprezentovat tecnu
ke smyc¢ce v libovolném daném bodé. Uhlovd rychlost rotace kulicky je definovana
jako casova derivace thlu natoceni ¢, tedy

dp R-—r
YTar T T e
kde jsme pouzili oznaceni
w_
dat —

v
ws =
R—r
Dosazenim do vyjadfeni w dostaneme
R—r v v

r R—r r
tedy stejny vztah jako pro pohyb po roviné. Zakon zachovani energie a rovnost sil
proto vskutku mizeme pouzit v podobé uvedené vyse.
Nyni jiz k samotnému feseni. Z rovnosti sil v horni tvrati vyjadiime kvadrat
rychlosti
v =g(R—r)

a do ZZME dosadime moment setrva¢nosti koule J = 2mr?/5 a w = v/r, ¢imz

dostaneme .
mg(h —2R+7r) = 1—0mv2 ,
kde na levé strané je pokles potencidlni energie mezi pocatkem a horni tvrati.

Dosazenim za rychlost ziskdme finalni rovnici

7
—2R+7r=-—(R—r).
h—2R+r=15(R-r)
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Hledana vyska h je tedy )
10
Nyni si jesté mtzeme rozmyslet, ze ¢im mensi koule bude, tim vyse ji musime na
pocatku umistit, nebot i ve smycce se jeji tézisté dostane vyse. Pokud kouli nahra-
dime hmotnym bodem, tak v energetické bilanci zmizi rotac¢ni ¢ast a dostaneme
h = (5/2)R, coz bude odpovidat pfipadu s koul{ pro r = (2/17)R.

h=— (27TR —17r) .

Uloha 1.4 ... kuli¢ka

Predstavte si pohyb homogenni kulicky, ktery nejprve zacina pouze posunem (bez
jakéhokoliv pohybu valenim) a postupné prejde do naopak naprostého valeni (bez
prokluzovani). Za jaky cas toto nastane? Kulicka miiZe mit rizny polomér, hmot-
nost, pocatecni rychlost a treci koeficient.

Kulicka o poloméru R a hmotnosti m se na zacitku pohybuje s nenulovou

F

Obr. 11: Znazornéni sméru rychlosti a sil.

pocatecni rychlosti vg a s thlovou rychlosti wy = 0. Protoze neplati vg = Ruwo,
kulicka prokluzuje. Velikost treci sily, ptisobici proti sméru rychlosti kulicky, je F' =
= mg/f, kde f je soucinitel smykového tfeni mezi kulickou a podlozkou. Dokud bude
kulicka prokluzovat, bude na ni pisobit konstantni tfeci sila F'. Pohybové rovnice
kulicky tedy jsou

ma = —F,
Je=FR,
F=mgf,

kde a je zrychleni kulicky, € thlové zrychleni kulicky a J moment setrvacnosti
kulicky. Pro homogenni kouli plati

J = %mRz.
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Z téchto rovnic si vyjadiime zrychleni jako

a:—gf7
_59J
g = SR

Po zintegrovani zrychleni podle ¢asu (resp. z rovnic rovnomérné zrychleného po-
hybu) dostdvame rychlosti ve tvaru

v=wo —gft,
_ 5gf

2R

Kulicka pfestane prokluzovat v okamziku, kdy plati v = Rw. Po dosazeni za
rychlosti v, w a mizeme vyjadrit ¢as, kdy k tomu dojde. Dostdvame

_ 2w
T9f "

Vidime, ze doba prokluzovani nezdvisi ani na hmotnosti, ani na poloméru kulicky,
ale pouze na pocéatecni rychlosti a tfeni. V okamziku, kdy kulicka prestane pro-
kluzovat, se jeji rychlost ustdli na hodnoté v = 5/7 v, pokud zanedbdme valivy
odpor a odpor vzduchu.

t

Uloha I1.5 ... vérnice potteti

Uvazujte klasickou varnici s kohoutkem dole a se vzduchotésnym vikem nahore.
Kolik caje je mozné si nalit, nez budeme muset otevrit ventil, ktery vyrovna tlak
vzduchu nad ¢ajem s okolnim tlakem?

Varnici na ¢aj miizeme aproximovat vilcem, ktery mé kohout na odpousténi caje
ve vysce ho nad svou dolni podstavou. Prufez kohoutu budeme povazovat pro nase
potfeby za zanedbatelné maly viéi vySce varnice a nebudeme uvazovat povrchové
napéti v kohoutu. Pokud by vés zajimalo, jakou vysku vody by udrzelo povrchové
napéti, pak se muzete podivat na tlohu XXVIIL.IV.E. Nicméné pokud néas zaji-
ma, kolik ¢aje vytece, a tedy pouze rozdil stavu, kdy vyrovname tlaky a kdy pak
odpustime co nejvice kapaliny, tak vyska vody, kterou bude ,drzet* povrchové
napéti, je konstantni, a tedy rozdil bude stejny. Déle neuvazujeme ani délku ko-
houtu a dynamicky pokles tlaku pfi prutoku potrubim, protoZe nis zajima pouze
staticky stav.

Uzite¢nou vysku valce nad kohoutem nazveme H a vysku vody nad kohoutem h
pro puvodni stav pred zacatkem vypousténi. Vzduch tedy bude zabirat vysku H —h.
Podstavy valce maji plochu S = nr?, kde r je polomér vélce. Vysku, o kterou
hladina c¢aje poklesne, nazveme Ah.

Plyn ve varnici budeme povazovat za idedlni plyn, protoze nas nebudou zajimat
vysoké tlaky (maximalné p,).

Nyni jiz k samotnému pribéhu déje. Nejdiiv si pripustime vzduch pfi zavieném
kohoutu. Tlak ve vzduchu nad hladinou a tésné na hladiné oznacime p1 4 a je roven
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atmosférickému tlaku p, = 10° Pa. Tlak ve vysce kohoutu pak bude p1 g = p.+ohg,
kde o ~ 10® kg-m ™2 je hustota ¢aje a tihové zrychleni g = 9,81 kg-m™2.

Konecny stav pak bude takovy, pii némz se tlak u kohoutu vyrovna s atmo-
sférickym tlakem, tedy p2p = pa a v tom pripadé bude tlak na cajové hladiné
P24 = pa — 0 (h — Ah) g. Tento tlak bude i v plynu nad hladinou. V plynu v pri-
béhu vypousténi dojde k néjakému polytropickému déji, pro ktery plati

p1aVi® =paaVs = pra((H—h)S)" =paa ((H —h+ Ah)S)*
pa (H—h)* = (pa — o (h — Ah) g) (H — h+ AR)*

kde a € (1, k) je koeficient polytropického déje, kde dolni mez odpovida izotermic-
kému déji (o = 1) a horn{ mez adiabatickému (o = x, kde k = 1,4 pro dvouatomovy
plyn). Redlné by tedy maximélni objem, ktery dokdzeme odlit z varnice, zdvisel
na rychlosti nalévani. Pokud by se nam dafilo lit ¢aj velice rychle, pak bychom
se blizili adiabatickému déji a pokud pomalu, pak izotermickému déji. Vzhledem
k tomu, ze se snazime odlit co nejvice, pak bude rozumné uvazovat zhruba izoter-
micky déj a &~ 1. Navic bude hledand proménnd Ah z rovnice snadno vyjadritelnd
formou kvadratické rovnice

pa(H —h) = (pa — 0(h — Ah) g) (H — h+ Ah) ,
(Ah)® + (ZQ’;—QHH) Ah—h(H —h) =0,

a a 2
Anepo et (e PN pay,
2 2 .Qg'

Vybrali jsme kladné feseni, protoze jenom to odpovidd zadani nasi tlohy. Cilem
je zjistit, kolik caje vytece. Pro to ndm stac¢i vynasobit zménu vysky kapaliny
v nadobé jejim prurezem. Tedy

AV = SAh.

Jaky bude vysledek pro néjaké konkrétni parametry? Varnice muze mit napriklad
polomér r = 20 cm a efektivni vysku H = 60 cm. Mizeme se zajimat tfeba o situa-
ci, kdy jsou jiz 2/3 efektivni vysky vypusténé, tedy h = 20 cm. V tomto konkrétnim
pripadé bychom tedy odpustili Ah = 7,7mm, coz odpovidd objemu AV = 1,0dl.
Takze abychom si napustili jeden hrnek, tak bychom museli pripustit vzduch jesté
alespon jednou ¢i dvakrat. Maxima toho, kolik miizeme najednou vypustit, dosah-
neme pro h = H/2, coz lze zjistit z hleddn{ extrému Ah(h). V tomto piipadé by
hledany objem byl Ahmax = 1,1dl. Nejméné pak vytece pro zcela plnou ¢i zcela
prazdnou nadobu.

Jesté bychom méli diskutovat, jak moc se nés vysledek, ktery jsme ziskali v rdm-
ci jistych zanedbéni, bude lisit od reality. Jednak jsme uz zminili, Ze nejspis neptijde

vvvvvv

skutecnosti bychom tedy vypustili o néco méné caje. Na druhou stranu ventilek,
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ktery udrzuje tlak v nadobé, nemusi byt zdaleka dokonaly. Tim, ze bude ventilek
v prubéhu liti ¢aje pripoustét vzduch do nddoby, umozni vypusténi vétstho mnoz-
stvi ndpoje. Odpovéd pro Lukése, ktery s tlohou prisel, je: ,,Je potieba si sehnat
vétsi varnici, pokud by mél tak velkou, jako jsme odhadli.

Uloha II.P ... efektivni (nd)stroj

Palné zbrané jsou vlastné takovymi tepelnymi stroji. Spocitejte jaka je tic¢innost
néjaké pusky nebo pistole. (Jde o vyuziti energie streliva pro pohyb kulky.)

Nejprve si rozeberme, jak vlastné palné zbrané funguji. Ustfednimi prvky jsou
jednak projektil, tj. téleso, které je ,vystreleno“ a ziskd tak kinetickou energii,
a jednak strelivina, typicky stfelny prach. Spoustécim mechanismem dojde k che-
mickym, pfipadné fizovym zméndm streliviny, nasledkem c¢ehoz vznikne tlakovy
gradient, ktery projektil urychli¥? Toto se zpravidla déje v hlavni (typicky vélcové
polouzaviené trubici), aby bylo co nejvice energie preddno projektilu a nikoli bez
uzitku do okoli. Strelivina se nachdzi za projektilem, a to jak volné (napf. rané
novovéka déla), tak v pouzdie (ndboj). Nyni se podivejme na podobnosti a rozdily
palné zbrané a standardniho tepelného stroje. Takovy stroj pracuje tak, ze mu je
ohfivacem dodéno teplo, stroj se (za pomoci chladi¢e) vrati do stavu pfed zapo-
Getim procesu a mezitim vykona préci (typicky urychluje néjaké téleso). Uéinnost
tepelného stroje se pak pocitd jako podil vykonané price vuci teplu dodanému
ohfivacem.

Nase situace je v lecCem jind. V prvni fadé je dobré smitit se s faktem, ze vy-
stfel z palné zbrané nema charakter cyklického déje. Snaha o prevedeni systému
do stejného stavu jako pred strelbou vede k nutnosti dodavat do zbrané naboje
a potom by soucdsti naseho cyklu byla i vyroba streliviny a ziskdvani materidlu,
coz radikélné odkldni nasi tlohu od problematiky strelby. Nekruhovy charakter
naseho déje ndm vsak nebrani pro tento proces definovat t¢innost. Nejprve uvaz-
me, jestli i¢innost ze zadani dava smysl. Kdybychom za stroj povazovali zbran
i se strelivem, potom vstupni energie zvendi je energie uderniku ¢i zdpalniku ¢i
obdobného spoustéciho mechanismu. Nicméné mnozstvi této energie neni typicky
zajimavy parametr= Dalsi mozZnosti je povazovat za vstupni parametr pouze teplo
reakce propelentu. Toto zavedeni je ale pomérné neptirozené, protoze kdybychom
uvazovali dva druhy streliviny o stejnych hustotdch, objemech spalin a spalnych
entalpiich, ale riznych vyhtevnostech, tak se tyto dvé latky pro nase potfeby bu-
dou chovat uplné stejné, ale podle nasi definice bychom dostéavali rtizné t¢innosti.
Proto zavedeni ze zad4n{ vypada jako pomérné dobré volba. Ustova kinetické ener-
gie projektilu je pomérné jasny kandidat na pozadované méritko vystupni skély.
Ulohu tedy méme dobie zadanou, mizeme se pustit do Fedeni.

Nejprve analyzujme velice zjednoduseny pripad. Uvazujme hlaven o délce [
a prurezu S, dale projektil o hmotnosti m. Stielivina vyprodukuje plyn o vnitini

23Definice palné zbrané v ceském pravu: Palnd zbran = stielnd zbran, u které je funkce
odvozena od okamzitého uvolnéni chemické energie.

24Dokud ke spustén{ nedojde omylem, ale kdy# se postielite do zadnice, energetickd efektivnost
stfelby neni VA$ nejvétsi problém...
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energii Fy okamzité po zazehnuti v objemu za projektilem, ktery mé velikost Vo =
= Slp. Parametru ly Fikejme tieba efektivni délka st¥eliviny (jednalo by se o vysku
véalce), pricemz [ > lo. Také bude dobré vzit v potaz atmosfericky tlak pa,. Systém
povazujme za dokonale izolovany (tj. skrz projektil ani sténu hlavné neprochézi
ani ¢dstice, ani teplo), projektil hlavenn dokonale ucpéava, ale zdroven je tfeni zane-
dbatelné. Spaliny stieliva budeme povazovat za chemicky stejnorody idealni plyn
a naslednou expanzi plynu budeme povazovat za rovnovazny adiabaticky déj. Pro
ten plati

pV” = konst. , (11)
kde p a V jsou tlak a objem spalin v dany okamzik a sr je Poissonova konstanta,
jejiz hodnota zavisi na symetrii molekul spalin. Idedlni plyn také pochopitelné musi
splnovat stavovou rovnici idealntho plynu, tedy

pV =nRT, (12)

kde n je latkové mnozstvi spalin, R je molarni plynova konstanta a T' je termody-
namickd teplota spalin. Pro vnitini energii U idedlniho plynu plati
1

nRT = 71;0‘/. (13)

U:
x—1 n—

Vzhledem ke konzervativni povaze nasi soustavy bude nasim cilem vypocitat energii
projektilu v usti hlavné z energetické bilance. Ta mé tvar

Uo=U1 + Ex +Wa,

kde Up je vnitini energie spalin okamzité po vzniceni; prava strana rovnice udava
energetickou bilanci ve chvili, kdy projektil opousti hlaven. Konkrétné U; je vnitini
energie spalin v tuto chvili, Ex je kinetickd energie projektilu a clen W, je prace
vykonand na okolnim vzduchu. P¥i pohybu projektil stlacuje atmosféru a stlaci ji
o objem S(I — lp) a atmosféra si po celou dobu zachovava sviyj tlak pa, plati tedy
Wa = S(l — l())pa .
Necht po je tlak spalin bezprostfedné po vzniceni. Potom podle (@), (@) a (@)
plati
U= pVi= — VgV = — 1 oWk (Vo)ﬂ_l =U (ZO)’H
1—%71;01 1—%711000 1 —%711700 i = Uo I ,

kde Vi je objem spalin v momenté opousténi hlavné projektilem a p; je tlak spalin
v tentyz okamzik. Potom pro kinetickou energii projektilu dostdvame

x—1
B = Uy (1 - (l—o) ) + Slopa — Sipa

l

a konecné pro ucinnost 7 ziskévéme@
Ex (lo ) =1 g S
=1 (2 2 palo — —pal . 14
= o ! T o P TGP (14)

25Obecnsjsi pristup by vyzadoval psat misto Uy jisté Eo, které by vyjadiovalo soudet vSech
vstupnich energii.
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Rozeberme si podstatné vlastnosti naseho vysledku. Budeme pfitom mit na pa-
méti, ze hodnoty s jsou vzdy vétsi nez 1. Vidime, ze pro | — lp plati n — 0, coz
je v souladu s nasim ocekdvanim — pokud je délka hlavné, podél které projektil
zrychluje, nulova, projektil nezrychli. Dale necht mame dané vSechny parametry
kromé [. Potom existuje takovd hodnota [, pro kterou je 7 maximélni, neboli pro
které vyleti projektil z hlavné s nejvétsi rychlosti. Podivame-li se na problém z hle-
diska kinematiky projektilu, méla by to byt pravé takovd hodnota [ (dale ji fikejme
l2), aby tlak spalin ps ve chvili, kdy projektil dorazi k usti, byl roven atmosferic-
kému tlaku, tedy p2 = pa. (nyni je vhodnd chvile pfipomenout, Ze neuvazujeme
tFen{). Ovéfime si to nasledujicim vypodtem.

Hodnota 7 je pro I = lp nulova, naopak pro velka [ klesd pode vSechny meze.
Také ocekavame, ze na netrividlnim intervalu [ bude 1 nabyvat kladnych hodnot
mezi 0 a 1, funkce n(l) tedy musi mit maximum, jelikoz je spojitd pro | € RY.
Polozme tedy derivaci rovnou 0:

S

d’f] x—17—3
—_— = (= 1) l — 77 Pa = 07
dl =1, ( )0 2 U()p

_1
— VO ”
lo=1o <(% 1)U0pa>

a dosazenim do (@) a rozlozeni Uy = ﬁpoVo po tpravach ziskdvame

(i) =n () -
P2 = po Vs = Po L = Pa,

takze nagse vysledky odpovidaji oc¢ekavani. Dosadime-li odpovidajici hodnotu Is

za | do ([14) ziskdme maximdlni moznou W¢innost palné zbrané pii daném atmos-
. 4, x Vo

ferickém tlaku p, a poméru o

odkud ziskdme

1\ »—1 _ 1
Vo > S Vo >
max = 1 - - N~ Ma — al 1 - - N~ Ma
" ((%—1)1501’) T ((%—1)1501’)
toto se d4 prepsat jako

Dmax = 1+ A — C(5) A1)

kde L
2— 1 T
=7 (%—1)
& 1%
_ Yo
A—Eopd.

Je tedy vidét, ze nmax zdvisi (krom p,) pouze na ,hustoté energie“ propelentu 5—3.

26437 na extrémni moznost zpétného prenosu tepla, kterd v redlnych situacich nenastane
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Nyni se zabyvejme odchylkami naseho modelu od redlné situace. Asi nejvétsi
odchylka souvisi s tepelnou izolovanosti systému. Mezi spalinami a sténou dochézi
k vyméneé tepla, zpravidla je teplo spalin odvaddéno sténou, coz vede ke snizovani
ucinnosti. Velikost této ztraty zavisi na velkém mnozstvi parametri, od materidlo-
vych vlastnosti hlavné, pres okolni teplotu, délku hlavné, etc. Dalsi nepresnosti je
predpoklad o okamzitém a tplném spéaleni prachu. Redlna reakce propelentu pro-
bih4 postupné, rychlost hofeni zavisi mimo jiné na tlaku a na teploté (coz zpétné
ovliviiuje velikost tepelnych ztrat) a v praxi se Gasto stava, ze ¢ast streliviny zustane
nepreménénd, coz dale snizuje efektivitu strelby. Déle na projektil ve hlavni ptisobi
tfeni, jehoz velikost zavisi zejména na technickém provedeni projektilu a vnitini
stény hlavné. Dile ma na veskeré parametry vliv fakt, Ze projektil se v hlavni
typicky roztaci (kvili stabilité projektilu). V neposledni fadé jsme povazovali spa-
liny za idedlni plyn a veskeré termodynamické procesy za rovnovazné. Nepresnost
zpusobend aproximaci idedlniho plynu zédlezi zejména na chemickém slozeni spalin
a latkové hustoté spalin v prubéhu stielby. Nerovnovazna termodynamika je na-
roéné disciplina, nicméné nerovnovaznost procestu vede vzdy ke sniZeni acéinnosti
déje. I v aproximaci rovnovazného idealniho plynu se situace stava slozitou, pokud
jsou spaliny smési latek s rtiznou symetrii molekul, tedy o slozkdch s raznym .

Testovat nase modely v praxi by bylo technicky velice naro¢né. Proto bude-
me srovnévat nase modelové vysledky s vysledky programu IntBal 1.0. Ten lze
stdhnout naptiklad z http://ballistics.eu/interior.html, k dispozici je Ceskd
verze stranek s popisem. Program ma fungovat na systémech Windows 2000, XP,
Vista a 7, nicméné na Windows 10 nam program fungoval=! Po spusténi programu
nejprve kliknéte na kartu ,Extras* a zakliknéte checkbox ,Show energy losses*,
coz nam v konzolovém vypisu zobrazi i i¢innosti. Program vyzaduje a umoznuje
nastaveni nékolika desitek parametri, vcetné velikosti a tvaru zrnicek stfeliviny.
Nastésti program obsahuje predvyplnéné hodnoty pro tii zbrané. Kliknutim na
Hload“ se zobrazi obsah slozky IntBall.0 vCetné tii txt soubora s prednastavenymi
parametry. 7.62mm x 39 je oznacCeni munice pro samopal AK-47, 30mm PLdvK
je ceskoslovenska protiletadlova zbran a 152mm je artilerie. Podivejme se nejpr-
ve na kalasnikov. V konzolovém vystupu se Vam zobrazi ruzné energetické ztraty
,Energy loss“ i s procentudlnimi vyjédienimi. Rédek ,Energy Loss due to Pro-
jectile Translation“ mé vyznam zbyvajici kinetické energii projektilu pti opousténi
hlavné, takze typické dkacko pali s Gcinnosti zhruba 16,6 % . Radek ,Remaining
Energy of Propellant+Igniter Gas“ odpovida nevyuzité energii z naseho modelu.
Podivame-li se na dalsi ztraty, nejvyraznéjsi je ,Remaining Energy of unburned
Propellant“, tedy energie nespdleného prachu. Téméi tretina streliviny se tedy
pri stfelbé nevznitila. Nezanedbatelny vliv ma také ,Energy Loss due to Heat
Transfer®, coz jsou ztraty kvili tepelné vyméné. Z didaktického diavodu je dobré si
rozmyslet jesté prispévky ,,Energy Loss due to Air Resistance®, tj. odpor vzduchu,
ktery by byl v rovnovazné aproximaci nulovy a ,Energy Loss due to Recoil“ ¢ili
energetickd ztrata zpétnym riazem. Ten lze odhadnout modelem inverzni nepruzné

27Uzivatelé Linuxu jsou snad zvykli si problémy fesit sami a uzivatelé Macu maji dost penéz
na placeny program.
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srazky. Necht méa projektil hmotnost m a rychlost v a hmotnost ¢asti ovlivnénych
zpétnym razem je M. Ze zdkonu zachovani hybnosti musi platit

mv = Mw,

kde w je stfedni rychlost ¢asti ovlivnénych zpétnym razem okamzité po vystrelu.
Ztrata energie zpétnym razem je tedy

E, = -Muw" =-—v" = —Fyy,

kde E, je energeticka ztrata zpétnym razem a Fy, je kineticka energie projektilu.
Mnozstvi ztrat je tedy imérné poméru hmotnosti a vzhledem k tomu, ze hmotnost
projektilu je v fadu jednotek gramt a hmotnost ¢asti ovlivnénych zpétnym réazem
je v praxi jednotky az desitky kilogramu. Proto lze ocekavat, ze mnozstvi energie
ztracené timto zptisobem nepfesdhne 0,1 %. Podivejme se, jak by se ménily velikosti
energii v jednotlivych kategorii, kdyz budeme ménit délku hlavné, kterd se skryva
pod popiskem , Travel of Projectile at Muzzle* v karté ,Weapon and Cartridge*.
Navic budeme-li predpoklddat, Ze rychlost projektilu v dané vzdalenosti v hlavni
nezavisi na zbyvajici délce hlavné; potom se ndm bude hodit graf zavislosti rychlos-
ti projektilu na vzdalenosti urazené v hlavni¥® Po kliknuti na ,Axis Y* zaskrtnéte
»Proj. Velocity vp“ a po kliknuti na ,,Axis X“ zaskrtnéte ,Projectile Travel“. Na-
stavime tedy délku hlavné na néjakou velkou hodnotu, tfeba 2m, a klikneme na
HStart”. Krom zavislosti rychlosti projektilu na dréze ziskdvame i dalsi zajimavou
informaci, totiz fakt, ze ¢ast stfeliviny nebude preménéna ani pri dlouhé hlavni.
Také stoji za zminku, Ze na nezanedbatelnou hodnotu vzrostla ¢ast ,,Energy Loss
due to Friction“, totiz energeticka ztrata tfenim. Tteni tedy na velkych vzdalenos-
tech bude hlavni brzdnou silou, oproti v nasem modelu predpokladanému podtlaku
uvnitt hlavné. Nicméné stejné jako tlak atmosféry i tento prispévek linedrné ros-
te s urazenou vzdalenosti. Ze zavislosti muzeme také odhadnout optimalni délku
hlavné z hlediska tc¢innosti. Po blizsim zkoumani zjistime, ze tato délka hlavneé je
zhruba 78 cm. Pomoci ,Save* mizeme vystup programu ulozit a srovnat vysledky
naseho modelu podle (@) Na obrazku ﬁ vidime srovnéni G¢innosti samopalu AK
podle programu IntBal 1.0 a naseho modelu pro rizné hodnoty .

Vysledky naseho modelu vypadaji kvalitativné jinak nez vysledky programu
proto, ze zatimco podle programu mé pro delsi hlavné tfeni nezanedbatelny vliv,
v nasem modelu ho neuvazujeme — roli tfeci sily u nas zastupuje atmosferickad
tlakova sila Spa, kterd je vyrazné mensi nez sila tfeci podle programu. Dusledkem
toho je v nasem modelu rovnovaznd poloha posunuta mimo ndmi zkoumanou oblast
délek hlavni a prislusné kiivky v grafu proto neklesaji.

Shrnutim by se dalo Fict, ze G¢innost palnych zbrani zavisi na velkém mnozstvi
parametri, od provedeni propelentu, pies atmosferické vlastnosti, po technického
provedeni hlavné a projektilu. Jednoduché termodynamické modely mohou mit
jen urc¢itou omezenou platnost (rychle hofici prach, kratka hlaveti, malé tfeni, ...)
a obecné se od néj vysledky mohou znac¢né odchylovat.

28Coz podle predchoziho predpokladu odpovidé tstové rychlosti pfi pfislusné délce hlavné.
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Obr. 12: Srovnani Gc¢innosti samopalu AK podle programu IntBal 1.0 a naseho
modelu pro rtizné hodnoty .

Uloha 1111 ... dlouhy film

Stahujete si svij oblibeny film o velikosti 12 GB rychlosti 10 MB/s. UvaZujte, ze
signal se po kroucené dvojlince pohybuje rychlosti svétla a modulace rozprostira
prenosovou rychlost rovnomérné, tzn. byla-li by 1b/s, musime pfijmout signél za
celou sekundu k obdrzeni 1 bitu informace. Jak dlouhy isek kabelu dokdze film
zaplnit svymi daty, pokud se bude sitit dostatecné dlouhym kabelem?

KedZe modulécia rozprestiera signal rovhomerne, dizka signalu (nazvime tak dizku
useku kébla, v ktorom sa informécia $iri) bude linedrna voéi objemu prendsanych
dat d — ak majt data A v kabli dizku I4 a nkrét objemnejsie dita B méa v kabli
dizku I, tak medzi nimi plati vztah

Il =mnla,

inak povedané, dvakrat objemnejsi film bude mat dvojnasobne dlhsi signal. Vieme
urcit, ako dlho potrvéa film stiahnut, kedZe rychlost stahovania v je definovand ako
mnozstvo dat d, ktoré obdrzime za cas t:
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Ak sa signal siri v kabli rychlostou svetla ¢, tak za ¢as t, ktory trvd, nez sa do
kabla dostane cely signdl, sa zaciatok signalu dostane do vzdialenosti

l=ct.

KedZe informécia sa nikde v kabli nemdze hromadit, tak je vysieland rovnakou
rychlostou v, akou je prijimand. Nez bude celd v kabli, potrvd to t = d/v, a nez sa
do kébla dostane celd informécia d, zac¢iatok informacie sa dostane do vzdialenosti

lzct:cé.
v

Teraz sa kazdy bit informacie pohybuje rovnakou rychlostou a kym sa prvé za¢ntu
na druhom konci kabla prijimat, bude mat tento signal cely ¢as prave tato dlzku .
Po dosadeni hodnot zo zadania dostdvame vysledok (1 GB = 1000 MB):

12GB

ToMBsT =20 107 m.

l= cgl ~3-10°ms™*
v
Dizka 3,6 - 10'' m znamend, ze kébel by dosiahol zo Zeme na Slnko a spit, te-
da predpoklad, Ze celd informécia sa naraz zmesti do kébla nie je redlny. Tomu
nasvedcuju aj bezné hodnoty casu odozvy vzdialeného servera, ktoré si v ramci
kontinentu typicky priblizne rédu 1072 s az 10~ s, teda pri stahovani, ktoré bezne
trva minuty, sa urcite nenachadza celd informacia naraz v kabli.

Pri dosadeni sme pouzili vztah 1 GB = 1000 MB, kedZe v zadani st pouzité jed-
notky GB (slovom gigabyte) a M B (slovom megabyte), teda vyuzivajice klasické
SI predpony radu, ktoré udavaji vztah 1 GB = 1000 MB, rovnako, ako pre jed-
notky sily plati 1 GN = 1000 MN a pre jednotky energie plati 1 GeV = 1000 MeV.
V praxi st bezne pouzivané aj jednotky GiB (slovom "gibibyte”) a MiB (slovom
"mibibyte”), medzi ktorymi plati vztah 1 GiB = 2'° MiB = 1024 MiB, kedze v za-
dani st pouzité jednotky GB a M B, spravny prepocet je 1GB = 1000 MB. Pri
hodnoteni sme vSak uznévali aj pouzitie prepoétu s 21°.

Nejasnost mohla sposobit informacia, ze data stahujeme cez dvojlinku. Krite-
né dvojlinka je iba oznacenie pouzitého kabla. Aj ked prakticky prijimame déta
viacerymi linkami, toto je uz zohladnené v rychlosti stahovania , ktord nakoniec
urcuje, ako dlho k ndm budu déta cestovat. Mozno si predstavit, ze kazdou z dvoch
liniek prudia déta rychlostou 5 MB/s a preto je vyslednd rychlost 10 MB/s, v za-
dani sa vSak nepiSe o rychlosti po jednej linke, ale o vyslednej rychlosti tak, ako je
najrozumnejsie ju definovat, ako redlne mnozstvo dét, ktoré je presunuté na disk
v nasom pocitaci za jednotku ¢asu. Preto nie je potrebné (ani spravne) delit cas
potrebny na stiahnutie dvomi (ani inou konstantou).
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Uloha I11.2 ... pekelna

Do pekla vede cesta a silnice po opacnych brezich reky. Jde-
me po sméru reky, ktery je vyznacen na obrazku. Brehy reky
jsou tvoreny castmi soustrednych kruznic. Pési cesta kopiruje
jeden breh reky, silnice druhy breh, sitka toku je neménna. Po
jaké strané reky je rychlejsi jit? Zname stredovy thel kazdé-
ho kruznicového oblouku 1, p2,... a polomér kazdé kruznice
Tal,Tbl,Ta2,Th2, - .., kde indexy a, b znaci levy a pravy breh.

Vime, Ze cesta i silnice lezi na soustiednych kruznicich. Reknéme, Ze silnice povede
po levém biehu treky. Plati Ao; = Ary;, kde i je ¢islo prislusného oblouku, Ar je
sifka Feky (a tedy i rozdil polomért obloukt v absolutni hodnoté), ¢; je stiedovy
dhel oblouku v radidnech (kdyz se feka to¢i doprava, ma thel zdpornou hodno-
tu) a Ao; je, o kolik je cesta delsi nez silnice. Tedy cesta bude delsi nez silnice

o hodnotu: . . .
ZAOZIZATlpleTZ@ly
i=1 i=1 i=1

kde n je (nezndmy, ale to nevadi) podet obloukil. ¢; jsou jednak stfedové tihly
jednotlivych oblouki, jednak 1ihel mezi teCnou ke kruznici na zacatku a na konci
oblouku, pricemz te¢na ke konci i-tého oblouku je shodna s te¢nou k zacatku
(i + 1)-ho oblouku (orientace uhlu zustane stejnd). Proto je celkovy rozdil délky
cesty a silnice roven Arpqoe, kde ¢ror je tthel mezi te¢nou k silnici na zacatku a na
konci udoli. Ar je mimochodem vzdy kladné, tedy to, zda je delsi silnice nebo
cesta, muzeme urcit ¢isté ze souctu thla. To bude fungovat, pokud se feka nebude
kiizit sama se sebou, coz se muze stat asi jen na cesté do pekla.

Nakonec by to chtélo rici, ktery bieh je pro nas v tomto konkrétnim pripadé
vyhodn&jsi. Uhly ¢1 a @3 jsou orientované zaporné, thel @ kladng. Také na ob-
razku vidime, Ze @3 je v absolutni hodnoté vétsi nez @2, tedy soucet téchto t¥i ihla
je zaporny a cesta je kratsi nez silnice. Také je vidét, ze se reka stocila doprava
a thel mezi jejim smérem na zacatku a konci idoli je orientovany zaporné.

Uloha 111.3 ... kde to piské

Verciny usi Ize aproximovat dvéma bodovymi detektory ve vzdalenosti d, které de-
tekuji zvukové viny ze vsech smérii stejné dobre. Verca umi polohu zndmého zdroje
zvuku poslepu urcit velice presné, proto jednoho dne, kdyz se probudila, vyzvala
své pratele k tomu, aby ji vyzkouseli. Jenze Verca si v jednom uchu zapomnéla
spunt, ktery snizuje intenzitu zvuku v jejim levém uchu kkrat. Verci byly zavazany
o¢i a zdroj byl umistén do vzdélenosti y pred ni a o x napravo (¢i —z nalevo).
Uréete, na které misto (z',y’) Verda ukédze, jestlize usi rozezndvaji polohu zdroje
podle hlasitosti zvuku.
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Existuji dva pristupy, jeden vice pocitaci a druhy vice geometricky. Nejdiive tedy
zkusme spocitat vztah mezi z,y a z’,y’. Vime, Ze intenzita zvuku kles4 s druhou
mocninou vzdalenosti podle vzorce

c
I - r727

v nasem piipadé pak (pro levé a pravé ucho)
c

(ex5) +y> .

Ip =

kde ¢ je ndm neznamé konstanta, kterou nastésti nebudeme v tomto prikladé po-
tfebovat, a znaménko plus odpovida levému uchu.
Ze zadani mame

Iy,
=t
LTk
It =1Ip

Dosadime z (@) a upravime bd

(m'+g)2+y'2—k<(w+g>2+y2> (16)
(- 2) o () o

Vyjaditme =’ a y’

(k=1 (22 + 9%+ %) +do (4 1)

T = 2d (18)

y'QZ(w—g)Q_(x/—g)QWQ (19)

Rozhodné v tomto piipadé nepovazujeme za vhodné odmocnovat vzorec, natoz
dosazovat za x’ v druhém vzorci, abychom se ve vzorcich viibec vyznali.
Vénujme se rozboru téchto rovnic. Pro k = 1 se vzorec zredukuje na 2z’ =
=z a y? = y?, coz odpovidd nezkreslenému vnimdni. Druh4 rovnost miZe byt
splnéna dvéma zpusoby, s opacnymi znaménky. To ndm tik4, ze zdroj muze byt pred
nebo za Vercou, mezi ¢imz ona bohuzel nedokéze kvili osové symetrii problému
rozhodnout.B¥ Se zvysujicim se k se zvysuje i 2, &fmz se bod, na ktery ukéze, bude
zobrazovat ¢im dal vic napravo od ni. Jak to bude s y'? Z rovnice ([L9) je vidét,
7e s rostoucim x’ klesd hodnota 3" az k nule, coz znamen4, Ze se éarkovany bod
zobrazuje stale vice k ose x, az ji dosdhne, ¢imz bude bod presné vpravo od Verdi.

29Vsimnéme si, ze c se zkrati.

30Pokud by méla Verca tfeti ucho, mohla by to zvladnout.

31ysimnéme si, ze v tomto okamziku méa rovnice jen jedno feseni—body pred a za Verdou
splynou.
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Pro vy33i k, a tedy i 2’ bude zéporny ¢élen rovnice (@) dominovat, ¢imz posune
pravou stranu do zapornych ¢isel, a rovnice nebude mit feSeni. V tomto okamziku
si Verca nejspis uvédomi, ze mé sSpunt v usich.

Nyni prejdéme ke geometrickému pristupu. Podivejme se na soustavu rov-
nic (@),(ﬁ) To jsou ale rovnice kruznic! Pravé strany vyjadiuji puvodni vzddlenosti—
které povazujeme za konstantu.®2 Nalevo pak jsou rovnice pro kruznice se stredy
v obou usich. Jedna méa za polomér ptivodni vzdalenost ucha od bodu (z,y), a tak
timto bodem prochézi, druhd pak mé polomér vkkrat vétsi. Maji-li byt splnény
obé rovnice, musi se jednat o pruseciky obou kruznic, ty jsou dva, pokud se kruzni-
ce protinaji, coz je konzistentni s rovnici ([Lf). Jediné feSeni rovnice pak odpovidd
stavu, kdy se kruznice dotykaji. Lépe je to vidét na obrazku [13.

k=1.6|k=2

Obr. 13

32Piresnéji feCeno za parametr.
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Uloha lll.4 ... radar zadarmo

Na vsechny patniky podél silnice umistéme kontrolni ¢ervené tabulky (vinovéd délka
dervené barvy je A\s = 630nm). Jakmile ridi¢ vidi na patniku pred nim tabulku
modrou (vinovd délka modré barvy je Am = 450nm), vi, Ze jede prilis rychle. Jakd
je tato mezni rychlost? Jakou ma bézné osobni auto pri této rychlosti hybnost
a kinetickou energii?

Jev, ktery Tidi¢ pozoruje, se jmenuje Doppleruv jev. Jednd se o zménu frekvence
zdroje vlnéni, kterou zaznamenda pozorovatel, pokud se vi¢i zdroji pohybuje. Ten-
to jev lze dobfe pozorovat, kdyz se k vam blizi houkajici sanitka: frekvence sirény
nejdriv roste, a jakmile vas sanitka mine, tak zacne klesat. V naSem pripadé se
jedné o svétlo, tedy vInéni elektromagnetické. V pripadé tak silného dopplerov-
ského efektu, ze se méni barva svétla, se auto hybe rychlosti fadové srovnatelnou
s rychlosti svétla ¢ = 3,0-108 m-s~!. V takovém piipadé se zaénou projevovat efek-
ty specidlni teorie relativity, kdy cas bézi pro vzajemné se pohybujici pozorovatele
riznou rychlost{ (tomu se 7ika dilatace ¢asu) a vzdalenosti maji riznou délku (to-
mu se k4 kontrakce délek). Podle vzorce pro relativisticky Dopplertuv jev plati
pro vztah pozorované vlnové délky An_a vinové délky zdroje A: v pripadé, kdy se
pozorovatel priblizuje ke zdroji, vztatl‘;E

ﬁ _J14wv/c
Am  V1-w/c’
kde v je rychlost fidice. Odtud mizeme vyjadrit a vycislit fidicovu rychlost jako
M-
SN+
Nyni spocitdme hybnost p, kam dosadime relativisticky korigovanou hmotnost
(feknéme, ze klidovd hmotnost auta je mo = 1500kg)::

v c=0.32¢=97-10"ms".

p= mov
V1 —v2/c?

P#i uréovéni kinetické energie vyjdeme z toho, Ze celkové energie télesa mc?
se rovna sou¢tu klidové energie télesa Eo = moc® a jeho kinetické energie E.
Kinetickou energii odtud uréime takto:

=1,5-10" kgm=s"".

Ek:EfE'O:chfmgc2 = ; mOCQmeCQ:
/1 —wv2/c?
Y (L =7,7-10"7J.

Kdyz ¥idi¢ vidi modrou tabulku misto ¢ervené, jede rychlosti 9,7 - 107 m-s~
ma hybnost asi 1,5 - 10*! kg-m-s™! a kinetickou energii 7,7 - 1018 J.

1, auto

33 Pro sign4l sifici se presné rychlosti ¢, tedy v prostiedi o indexu lomu n = 1, coz vzduch
priblizné splnuje.
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Uloha 111.5 ... kladkovana

Méjme rozestaveni kladek jako na obrazku. Zname
hmotnosti m;, poloméry R; a momenty setrvacnosti J;
vsech kladek, hmotnost m zavazi a hmotnost M, po-
lomér R i moment setrvacnosti J valce. Zanedbejte ti-
hu kladky 2, abyste mohli uvazovat, Ze lana vedouci
ke kladce 2 jsou rovnobéznd s naklonénou rovinou. Sou-
c¢initel smykového i klidového treni mezi vilcem a pod-
lozkou je f. Lano na kladkdch neprokluzuje. Vypoctéte
s jakym zrychlenim (popf. i tihlovym zrychlenim) se bude pohybovat zdvazi m
a valec M.

Jelikoz nemame zadnou teorii hmotnych kladek, budeme se k nim chovat jako
k libovolnému jinému télesu v mechanice. To znamend, Ze si napiseme pohybové
rovnice nejen pro vilec M a zavazi m, ale také pro vSechny kladky. Zaroven nezna-
me z&dny obecny vztah mezi velikostmi sil ptisobicich na kladku (které jsou pro
nehmotné kladky stejné veliké, a tedy se vyrusi). Na obr. [14 jsou zakresleny vSech-
ny sily pusobici na vySetfovand télesa. Soucasné tim zavaddime znaceni sil. Jelikoz
je kladka 3 pevné uchycena, nemusime se zabyvat silami s nulovym momentem.

Obr. 14: Znézornéni vsech relevantnich pusobicich sil.
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Co se tyce aproximace ze zadani, uvazujme nyni pouze to, ze vSechna lana
vedouci ke kladce 2 jsou rovnobézna s povrchem naklonéné roviny. Toho lze napri-
klad dosdhnout umisténim kladky 2 do drazky bez tfeni. Zanedbani typu mo =~ 0
provedeme az ve vysledku, kde teprve uvidime, co miizeme zanedbat.

Déle si musime uvédomit, ze na volnych kladkach se zrychleni pili (vzhledem
k tomu, Ze se lano mus{ prodlouzit dvakrat vice, nez se skutecné kladka posune).
Oznacme a zrychleni valce. Za kladny smér zrychleni povazujme ptipad, kdy vélec
bude klesat. Potom se kladka 2 pohybuje se zrychlenim a, kladka 1 se zrychlenim 2a
a zévazi m se zrychlenim 4a. Pohybové rovnice zavazi a valce vypadaji nasledovné,

4dma = mg — Ny, (20)
Ma = Ny — Mgsina —T, (21)
Je =TR, (22)

kde ¢ je thlové zrychleni vélce.

Obvodové zrychleni kladek musime brat v soustavé spojené s kladkou, tedy
od zrychleni lana musime odecist zrychleni kladky. Pohybové rovnice rovnice pro
kladky nabyvaji tvaru

2mia = mig + N1 + F1 — N3, (23)
2
N2 = (Ny — F)R, (24)
R
2a
J3— = (N31 — N32)R3, (25)
R;
mea = —magsina + N3z + F» — Na (26)
Jo— = (Nss — Fo)Rs. (27)
Ra

Jelikoz lana neprokluzuji na kladkach, spocita se tthlové zrychleni kladek jako
podil zrychleni lana na kladce vuci jeji stfedu a poloméru kladky.

Nyni vSak mame pouze 8 rovnic pro 9 neznamych a, €, T', Fi, F», N1, N2, N3,
N32. Pro jednoznacné resené potfebujeme pridat jesté devatou rovnici. Pokud je
tfeci koeficient dostateéné vysoky, tj. tfeci sila je niz$i nez normdélova sila Fn
pusobici mezi valcem a podlozkou,

IT| < fFy = Mgf cosa,
nebude dochédzet k prokluzovani valce, a muzeme psat
a=c¢R. (28)
Jelikoz smér plisobeni sily T je zévisly na sméru pohybu, piSeme velikost |T'|.
Pokud je naopak treci koeficient prilis maly, nemuze treci sila T rast vyse
nez fFn, a na této hodnoté uz zistane, tedy

T=Mgfcosa. (29)
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Toto plati v ptipadé a > 0. Pokud vsak vyjde a < 0, musime v nasi znaménkové
konvenci pocitat
T=-Mgfcosa. (30)

Jelikoz se v zddné jiné rovnici nevyskytuje f, odpovida tato zména prechodu od f
k —f, staci tedy spocitat prvni pfipad a pro druhy piipad pouze v feSeni udélat
tuto zménu. Pokud vélec neprokluzuje, vyjde feseni stejné pro oba sméru pohybu.

VyteSenim této soustavy 9 linedrnich rovnic dostdvame feseni pro pripad, kdy
véalec neprokluzuje

4dm + 2m1 — M sino — meo sin «
I M 6m ot Amy t s+ & + 4% 1 B+ 40
M AL T M2 TRz T ART T R2 R2

; (31)

Odtud ziskdme zrychleni zavazi jako 4a a thlové zrychleni valce jako € = a/R.
V pripadé, kdy véalec prokluzuje, dostavame

a7g4m+2m1—M(sina—i—fcosa)—mgsina
M +16m + dmy +ma + 43 + 2 + 425
1 2 3

: (32)

L9 MR?f cos o
R J '
Jestlize vychazi opacny smér pohybu, musime feseni upravit na tvar
4m +2mq — M(sina — fcosa) — masina

a=4g ’ (34)
M+16m+4m1+m2+4é—1§+;—2§+4}‘%

_QMRchosa
R J '

K dtkladnéjsimu rozboru této zmény se jesté vratime. Zrychleni zdvazi ziskdme
v obou pripadech opét jako 4a.

Vidime, ze kdyz valec prokluzuje, nemé jeho moment setrva¢nosti zadny vliv
na jeho translac¢ni zrychleni, ale pouze na rotacni pohyb.

V tuto_chvili mizeme opravnéné provést aproximaci ms ~ 0 a vysSkrtnout
z vyrazu (Blf)-(BH) vSechny ¢leny obsahujici ms. Pro jednoduchost se v nasleduji-
cich tvahéch nebudeme zabyvat patologickymi ptripady, kdy nasi aproximaci nelze
pouzit takto jednoduse.

Nyni je tfeba vysSetrit, kdy bude a kdy nebude vélec prokluzovat. To lze udélat
z Teseni libovolného z téchto dvou pripadu. Udélame to tedy pro ndzornost obéma
metodami. Kdyz véilec neprokluzuje, je splnénd podminka a = R a treci sila se
podle toho patfiéné upravuje (s rostoucim ¢ roste). Proto sta¢i najit mezni pfipad
f, pro ktery je splnéna rovnost |T'| = fFx. Jednoduchym dosazenim do soustavy
dostavame

(35)

Je J
Tzfzﬁa,

%|a| < fFN = Mgfcosa.
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Dosazenim za a z (@) a Tesenim této linedrni nerovnice dostavame, ze valec ne-
prokluzuje pro
r> J |4m+2m1 M sin o
~— MR2cosa %4—4]‘%-{- +4 —|—M—|—16m+4m1'

(36)

V pripadé, kdy valec prokluzuje je naopak splnéna rovnost [T'| = fFn a pro
zrychleni plati |a| > |¢| R — musime tedy vyfesit mezni podminku a = e R. Tentokrat
méame uz vyjaddiené vSechny potiebné veli¢iny ve vztazich (@) a g), resp. (@)
a ), proto rovnou piSeme podminku pro prokluzovani védlce, (B7) pro a > 0
a (BY) pro a <0,

4m +2m; — M (sina + f cosa) >gMR2fcosa

g D 4D , (37)
M+16m+4m1+4R—%+F%+4é J
4m+2m1—M(s1na—fc0sa) <_gMR2fcoso¢' (38)

M+16m+4m1-‘,-4 + +4 N

Reseni téchto nerovnic se lisf znaménkem — miZzeme je tedy spojit do jedné, spo-
le¢né podminky (@),

J |4m +2my — M sinq|
MR? cos « j—|—4 + +4 +M+16m+4m1'

< (39)

Obé podminky (@) a (@) skutecné vyély stejné, prestoze druhy pripad na prvni
pohled nevypad4, ze by mél mit feseni praveé ve stejném tvaru.

Pokud bychom meéli rizny dynamicky a staticky koeficient tfeni, byla by sprav-
né metoda z ptipadu, kdy valec neprokluzuje. V pripadé metody druhé bychom
museli jako posledni krok nahradit dynamicky koeficient statickym, ¢imz bychom
opét dospéli ke stejnému zadvéru. Poznamenejme vsak, ze pokud by se koeficienty
ligily, mohli bychom dostat komplikovany trhavy pohyb.

Nyni se vratme k rozboru a 2 0 v pripadé prokluzujiciho valce. Nejprve pozna-
menejme, ze v pripadé a = 0, tedy

dm+2m; — M(sina £ fcosa) =0,
musi nutné platit také € = 0, protoze nepusobi zddny moment rozticejici valec.
V tomto pripadé tedy valec neprokluzuje, a konkrétné setrvavad na misté, stejné
jako celd soustava. Déle tedy uvazujme pouze a # 0, diky ¢emuz muzeme vSechny
nasledujici nerovnosti uvazovat ostré.

Soustava se bude pohybovat v kladném sméru, pokud bude splnéna nerovnost
a > 0 pro a ze vzorce (@g, tedy

dm +2my — M(sina + fcosa) > 0. (40)

Naopak v zdporném smeéru se bude pohybovat pokud bude splnéna nerovnost a < 0
pro a ze vzorce (B4), tedy

dm+2my — M(sina — fcosa) < 0. (41)
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Nerovnosti nemohou byt splnény soucasné, tedy dostdvame jednoznacnou pred-
povéd vyvoje systému. Neplatnost zadné z nich vSak neimplikuje platnost druhé,
tedy muze nastat situace, kdy nebude splnéna ani jedna z nich. Uvahou miizeme
dospét k tomu, ze pak musi valec neprokluzovat — tento fakt nyni odvodme.

Predpoklddejme, Ze nerovnosti (@) a (41)) nejsou splnéné — jsou tedy splnéné
nerovnosti

dm+2m; — M (sina + fcosa) <0,
dm+2m; — M (sina — fcosa) > 0.

Z obou z nich vyjaddiime f a spojenim vysledku (lisi se opét pouze znaménkem)
dostavame nerovnost
MR?
> f mez

£ 1 |4m+2my — M sinq| !

cos o M
kde jsme vyuzili toho, Ze pro kazdé téleso plati J < MR?, kde R znali nejvétsi
vzdélenost bodu télesa od osy, viuci které pocéitdme moment setrvacnosti, v na-
Sem piipadé polomér (okraj od stfedu). Tim jsme ovérili platnost nerovnosti (B4),
a tedy valec skutecné neprokluzuje. Vzhledem k tomuto vysledku nesplnéni jedné
z nerovnosti ({J) nebo @) automaticky implikuje splnéni druhé z nich (pokud
vime, ze valec prokluzuje).

Pti zadanych pocatecnich podminkéch se tedy musime podivat na nerovnost
(BG), zda valec prokluzuje, nebo ne. Pokud prokluzuje, musime ovéfit nerovnost
(1d), abychom zjistili, jakym smérem se bude pohybovat, a podle toho pouzili
prislusné vyjadreni zrychleni.

> fmeZ7

Uloha III.P ... srde&ni

Odhadnéte, jakou praci vykond lidské srdce na pumpovani krve za jeden den. S ¢im
se da tato energie srovnat? Jaké procento z doporuceného denniho prijmu energie
tvori vas odhad?

Nejdrive proberme, jak vlastné srdce pracuje. Srdce je sval, ktery svymi stahy
zajistuje obéh krve v téle. Sklada se ze dvou sini a dvou komor. Pfes pravou sin
a komoru pumpuje krev do plic, skrz levou sin a komoru proudi krev do zbytku
celého téla™. Srdce tedy funguje jako zivd pumpa, jejiz nejvyraznéjsi podil na préaci
ma tlakové-objemova prace W). Vedle toho stahy srdce udili krvi jistou rychlost,
muzeme mluvit o kinetické praci Wy. Celkovou préci srdce W tedy budeme pocitat
jako

W=Wir+W,. (42)
Hustota krve je udéwéunaE jako o = 1060 kg-m 3. Objem kazdé komory jeE zhru-
ba 70ml. Z téchto ddaju muzeme ze zndmého vzorecku m = V' vypocitat hmot-
nost krve vypuzené pii jednom stahu m = 74,2g. Také se udava, ze srdce udéli

34https://cs.wikipedia.org/wiki/Srdce
35http://www.wikiskripta.eu/index.php/Krevni_re&isté
36hnttp://www.wikiskripta.eu/index.php/Biomechanika_krevniho_ob&hu
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krvi pfi vypuzovani rychlost v = 0,5m-s~"'. Z téchto idaji uz mizeme vypoditat
celkovou kinetickou préci srdce

1
W = 2§mv2 =0,019J

kde faktor 2 je pfitomen kvuli tomu, Ze pocéitdme dvé komory.

Pro vypocet tlakové-objemové priace budeme potiebovat jesté tlaky, pod kte-
rymi je krev vypuzovana z komory. Protoze krev je vypuzovana pri tzv. systole,
budeme v nasem priblizeni pracovat se systolickym tlakem, ktery je v pripadé
levé komory roven™ p; = 16 kPa = 120 mmHg, v piipadé pravé komory je to p, =
= 2kPa = 15 mmHg (jesté jednou pripomerime, ze objemy obou komor jsou shodné
po 70ml)

Wy =V(m+pp) =1,26].
Tento vzorec plati jenom v priblizeni, kdy srdce krev natlakuje o pi, resp. pp, témér
okamzité a udrzuje staly tlak pocas systoly — pokud to neplati, bude prace nizsi.
To neni daleko od pravdy=3, srde¢ni stahy jsou hodné prudké.

Z rovnice (f12) muzeme vypodéitat, ze W = 1,28 J. Vidime, Ze kinetickd prace
je zanedbatelnd vuci tlakové-objemové. Navic diky rozdilim systolickych tlakua
mizeme tvrdit, ze nejvétsi podil na tomto ¢isle mé tlakové-objemova préace levé
komory. Uvedend préace srdce W se vztahuje na jeden stah srdce. Proto musime ¢islo
vyndasobit poctem stahu za den, abychom ziskali praci srdce za jeden den Wien.
Primérna tepova frekvence je uvadénald zhruba 70 tep-min~'. Den m4 1440 minut.
Za den méame tedy 101000 tepi. Vyndsobenim praci srdce W dostaneme, ze srdce
za den spottebuje Waen = 130kJ.

Podivejme se dal, jaky podil z celkové energie srdce spotfebuje. Samoziejmé to
zdvisi na kazdém c¢lovéku. Pokud vezmeme néjakého konkrétniho élovéka (70kg,
175 cm, 25let, muz) mame doporucenou denni dadvku energie™ Waap = 9590kJ.

7 predchozich tdaji uz muzeme spocitat, ze podil energie n, kterou spotiebo-
vava srdce, je

_ Wden
K Waap

Z ruznych zdroji muzeme pro tento podil najit dvé rizné hodnoty (no opravdu,
zkuste si to). Toto ¢&islo plati pouze v tom pifpadé, Ze t¢innost srdce je v’ = 100 %.
Ale tG¢innost srdce v klidu je uddvdna™ zhruba u = 10 % (pii z4tézi vzrista). Proto
do srdce neputuje pouze 1,4% energie, ale sedmkrat vyssi procento.

Do porovnavani nebudeme zapocitdvat ac¢innost srdce (tzn. budeme brat 1,3 MJ
na den) a budeme hledat, jaké mnozstvi jidla_dokdze pohdnét srdce cely den.
Hleddme v internetovych kalorickych tabulkdch®. Odpovidd tomu napriklad 0,71
pomerancového dzusu nebo 2-3 bilé rohliky nebo napi. 220 g tvarohu.

—14%.

37 http://www.wikiskripta.eu/index.php/Biomechanika_krevniho_ob&hu
38http://www.cvphysiology.com/Cardiac’%20Function/CF024

3% ttps://www.sportvital.cz/sport/klidova-srdecni-frekvence

40 http://www.kaloricke-tabulky.cz/nastroje/denni-kaloricky-prijen
4lhttp://www.wikiskripta.eu/index.php/Biomechanika_krevniho_ob&hu
42https://www.kaloricketabulky.cz/search.php
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Uloha IV.1 ... svitkova relativita

Pohadkové postavy to nemaji lehké, chtéji-li zjistit, kdy se objevuji na scéné. Dnesni
technika jim to ale usnadnuje. Treba princezna Pointa z pohddky o délce Sest
kapitol. Vsechny kapitoly jsou stejné dlouhé, a tak kazda na Karlové displeji méri
1200 pixelt na vysku (samotny displej ale zobrazi jen vysku 900 px). Pri ¢teni Karel
souvisle scrolluje a navic ¢te porad stejné rychle. Po tfech minutach od zacatku
¢teni Pointa minula prvni konec posuvniku ve scrollbaru a po sedmi minutach
i druhy. V kolikaté kapitole se objevi Pointa?

Poznamka: Pomér vysky posuvniku viici vysce displeje je stejny jako pomér
vysky displeje viici vysce celého textu pohadky.

Celé riesenie budeme vztahovat ku zaciatku textu. Oznac¢ime rychlost postvania
obrazovky v, pocet kapitol N, dizka jednej kapitoly d, vysku displeja I, ¢as, kedy
Pointa minula dolnt ¢ast posuvnika ¢; a ¢as kedy minula hornt cast posuvnika ts.

Pohddka Ako prvé urc¢ime pomer vysky posuvnika ku vyske
displeja. Zo zadania je zrejmé, ze plati

p L1
~ 1 Nd 8’
Karel ¢ita rychlostou v a teda horny okraj obrazovky
sa mu posunie za ¢as t na polohu

Obrazovka Y1 (t) = ut.

Dolny okraj obrazovky je stale od horného vzdialeny o [,
Cize jeho poloha vzhladom ku zaciatku textu je

y2(t) = +l=vt+1.

Pointa
"""""""" Situécia je o trochu komplikovanejsia oproti horné-
mu a dolnému okraju obrazovky, avSak nie o vela. Po-
suvnik budeme opéif vztahovat ku zaciatku textu, Cize
vzdy mé polohu horného okraja obrazovky plus to, o ¢o
sa posunie vzhladom k hornému okraju obrazovky pri scrollovani. Na to aby sme
text posunuli o vt musime posuvnik posunit o vtk. Pre horny okraj posuvnika

potom dostéavame

ys(t) = y1 +yik = vt (1 4+ k)
Dolny okraj posuvniku je od horného posunuty o p, ¢o je z rovnice pre pomer
posuvniku a vysky displeja Ik
ya(t) =ys +lk=vt (1+ k) + k.
Nasa neznama je x — poloha Pointy. Dolny okraj sa bude nachadzat v x v case t;

a horny v Case t2. Dostdvame ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych (rychlost
¢itania v a poloha Pointy x),

ya(t1)

T,
ys(t2) =

I
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z ¢oho pre x dostavame
lkto

xr =
to — 1

Co je este prva kapitola, teda Pointa sa objavi este v prvej kapitole.

= 197px,

Uloha IV.2 ... ryvové kyvadlo

Je zndmou skutecnosti, Ze aby byla jizda vlakem co nejpohodlné€jsi, pak pri rozjiz-
déni a brzdéni je potieba, aby se zrychleni ménilo co nejméné. Proto je dobré, kdyz
se viak rozjizdi s malou konstantni zménou zrychleni. Zména zrychleni se nazyva
ryv. Urcete, jak se v ¢ase méni stabilni poloha kyvadla (iihel odklonéni od svislice
¢). Délku kyvadla ozna¢me l, vlak se rozjizdi na roviné, ryv oznacme k (k = %,

kde a je zrychleni) a vlak jede po Zemi s normalnim tihovym zrychlenim g.

Bonus: Sestavte pohybové rovnice, které numericky vyreste pro ¢(0) = 0
a fj—‘f (0) = 0 pro riizné hodnoty k.

Zaujima nés, ako sa zmeni uhol ¢o, pri ktorom na kyvadlo pésobi nulovy moment
sily. Hladdme teda funkciu ¢o = ¢o(t). Ked sa kyvadlo nakloni, mézeme vyslednii
silu nan pésobiacu rozdelit na vertikdlnu zlozku Fy = mg, kde m je hmotnost
kyvadla a g je tiazové zrychlenie, a na horizontalnu zlozku F' = ma, kde m je opét
hmotnost kyvadla a a je zrychlenie vlaku. To mo6zeme navyse vyjadrit z definicie
ryvu
__da
Tt

ako a = kt. Z rovnovahy momentov sil vyplyva, ze tangens uhla ¢¢ vieme
vyjadrit pomocou rovnic uvedenych vyssie ako

k

Fa_@ kt

tgpo = — = =
Fo mg g

z ¢oho uz rychlo dopocitame hladani funkciu
kt
o = arctg — .
g
Bonus
Na kyvadlo pésobi moment sily
T =—Fglsinp+ Fylcosp.

Vieme, Ze moment sily a uhlové zrychlenie € kyvadla st spojené vztahom 7 = I¢,
kde I = ml? je moment zotrvacnosti (matematického) kyvadla. Plati teda

Eng:g ﬁcosc,p—sin(,p .
L\yg

Toto je pohybova rovnica kyvadla; neprekvapivo, hmotnost z nej zmizla, g =
= 9.81m-s~2 a dizku kyvadla si zvolime | = 10m (mohli by sme ju menit, ale
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nedostali by sme tym ziadne zaujimavejsie trajektérie). Na jej rieSenie vyuzijeme
Python, konkrétne kniznicu scipy. Nasledujici program dostane na prikazovom
riadku hodnotu k a vypise hodnoty ¢, ¢, ¢o pocas prvych 30s pohybu.

import numpy as np
import scipy.integrate as sp
import sys

g, 1, k = 9.81, 10, float( sys.argv[1] )
PTS = 3000

def rhs( y, t, g, 1, k ): return [ k*t/1 * np.cos(y[1]) - g/1 * np.sin(y[1]),
y[0] 1

yo = [0, 01
t = np.linspace( 0, 30, PTS+1 )
y = sp.odeint( rhs, yO, t, args = (g, 1, k) )

for i in range(PTS): print( t[i], y[i][1] * 180/np.pi, np.arctan(k*t[i]/g) *
180/np.pi )

90 T T T T T

60 - /\U /\\//\\/ .

50
40 | /\\//\\/ \M@i-

o6

k=0,4m-s™ 3

J_AuTume
®
/ Jgo(k-OSms 3)
20 'Z / ¢ng_08m87g 7
( )

o(k=16ms3

10 | e
gao k=1 6m s73
0 1
0 10 15 20 25 30
t
S

Obr. 15: Zavislost vychylky kyvadla na case

Funkcie ¢(t), po(t) pre k = 0,4m-s73 k = 0,8m-s™% a k = 1,6 m-s™> (je to
riadny gigant) st v grafe

Uloha IV.3 ... dvojkuzel
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Meéjme drevénou konstrukci, kterd ma ptidorys rovnora-
menného trojihelniku a vyska jejich dvou ramen roste
smérem k zdkladné s tihlem o = 2°. Do vrcholu naproti \
zakladné ¢ = 35cm, u néjZz ma trojihelnik tihel § = I\#\I
= 70°, umistime dvojkuzel s vrcholovym tihlem ¢ =

=40° a vyskou 2h = 40 cm. Kuzel se samovolné zacne
valit ,,do kopce*, tedy ve sméru ristu hran trojihelniku.

a) Vysvétlete, pro¢ se dvojkuzel muze kutélet do kopce.

c) Jakd je rychlost kuZele tésné pred ndrazem na zdkladnu?

d) Kolik otdcek kuzel vykond béhem své cesty?

nachdzi presné nad vrcholem trojiithelniku proti zakladné.

Nejprve poznamenejme, ze pokud umistime kuzel presné na vrchol konstrukce,
tak pri rozjezdu zapadne do konstrukce, ¢imz uz pii ,,nulové“ poloze ziska jistou
energii. Proto interpretujme zadani tak, ze kuzel uz je mezi rameny a je velmi
blizko k samotnému vrcholu.

Ptistupme k problému nejprve tak, ze tihel « je maly, a proto budeme uvazovat,
se vsak bude valec dotykat ramen konstrukce tak, ze spojnice bodu dotyku a osy
kuzele bude kolma na ,povrch® konstrukce. Na konci toto formulujeme presnéji
a povime si, kde se feSeni bude lisit.

Oznaéme x vzdalenost ujetou dvojkuzelem (méfenou podél vysky trojihelniko-
vého pudorysu). Déle ozna¢me 2y vzdédlenost ramen trojihelnika v bodé z (vzda-
lenost bodu dotyku dvojkuzelu s trojihelnikem), r polomér fezu dvojkuzele v bodé
dotyku s trojihelnikem a R maximdlni polomér fezu dvojkuzelem (v jeho stfedu).
Tyto rozméry muizeme vyjadrit nasledovné,

B

= to —

y=ztgs,
®
=(h—y)te 2
r=( y)gQ,

@

R=htgZ.

€9

T tga

B, . ¢
t -R= —tg S tg =
5 ga+r w((mg g5teg )

COs b1

t =

kde jsme zvolili nulovou hladinu (ptidali t¥eti, konstantn{ élen) tak, aby v pocateéni

boé¢ni stény konstrukce, a druhy ¢len, jak se roztahuji, v disledku cehoz klesa
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vztahu, abychom mohli jednoduse psat t = k.

Jelikoz se systém musi vyvijet tak, ze potencidlni energie se bude minimalizovat,
musi byt zdvorka v predchozim vyrazu zdporné, pokud chceme, aby se dvojkuzel
valil ,,do kopce“, tedy do sméru, kde x roste. Pak pfi rustu x bude skutené poten-
cidlni energie klesat. Dosazenim zadanych parametri vidime, ze v tomto pripadé
se skutecné bude dvojkuzel valit ,,do kopce“.

Déle budeme predpokladat, ze kuzel neprokluzuje, tedy pro translacni a rota¢ni

rychlost plati vztah
v:rw:w(h—y)tg%. (43)

Po dosazenim za rychlosti v a w vztahy

_dz
U—E7
4%
©S g

kde 7 znaci ¢as, mizeme rovnost (@) zintegrovat a ziskat vztah pro thel @, o ktery
se kuzel otocil pfi posunu do polohy =,

T

B
@(m)z/ w _ ls(-ites)
) tgg(hfxtgg) tg%tg%
Odtud ziskdme pocet otacek jako

®(x)
2n

N(z) =

Jelikoz je otdzka polohy narazu komplikovanéjsi, prozatim predpokladejme, ze
zname konecnou polohu vélce x, kterou oznac¢me jako £, a vypocCtéme prislusnou
rychlost kuzele pfed narazem. K poloze £ se vratime vzapéti.

K vypoctu rychlosti pouzijeme ZZE v nasledujicim tvaru,

—mgké = %va(f) +=J

Odtud snadno vyjadiime rychlost

Nyni si uvédomme, ze dvojkuzel bude mit stejny vyraz pro moment setrvacnosti
jako kuzel®™ (jednd se o soucet momentt setrvacnosti dvou kuzelit o poloviéni

43 7 toho divodu v textu nerozliSsujeme dusledné rozdil mezi kuzelem a dvojkuzelem.
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hmotnosti). Hodnota momentu setrva¢nosti kuzele vzhledem k jeho rotaéni ose
je

3 2 _ 3 2, 929

J=—mR = —mh tg” -.
0" T
V tuto chvili trochu pfedbéhneme a uvedeme, ze vyjde £ = 18,1 cm. Po dosazeni

rozmérd systému dostdvame rychlost dvojkuzelu pfed narazem v(€) = 0,5m-s"
a podet otdcek dvojkuzelu pred ndrazem N(£) = 0.6. Tedy na pfiblizné 18 cm se
dvojkuzel zrychli na 0,5m-s~! a pii tom se oto& pouze o néco mélo vic nez pil
otocky.

Podminky ndrazu a misto kolize
Prvni podminka pro misto narazu, kterd nas napadne, je

¢ _R=-° —htgf.

§“2tg§ 2tg & 2

vyska koncového mantinelu (ndrazové stény), musime tedy ovéfit nerovnost

tga
7
2

m+R§E_
2 sin

Pokud je podminka splnéna (v nasem piipadé neni), mdme spravné vyjadient
pro £. V opacném pripadé mize kuzel pokracovat dél, jelikoz jeho nejvzdalenéjsi
Cast je nad koncovym mantinelem. K narazu dojde v jiné hodnoté x, kterou opét
nazveme ¢ (lépe feceno bude po tomto rozboru £ v kazdém pfipadé odkazovat na
spravnou hodnotu z, kdy dojde k narazu). Nyni £ vyjadiime jako

C

&= thg

— Az, (44)

jen musime nalézt danou hodnotu Az. P¥i ndrazu bude osa kuzelu vzdédlend Az od

AH(¢) = ké + R— S 189
2sing

kde ¢ je jako v (@)
Nyni uz dostéavame z Pythagorovy véty rovnici pro Az, a sice

R® = Az® + AH?(¢).

Jelikoz vSak odsud dostaneme zavislost Az (§), je uréujici az rovnice pro & ve tvaru

C

&= 2tg§

— Ax(f),

44 Tato hodnota uz lze nalézt v literatufe nebo si ji mizete sami ovérit integrovanim r2dm.
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ze které uz skuteéné@ dostaneme hodnotu &, kterou vsak zde nebudeme konkrétné
vyjadrovat kvuli slozitosti vyrazu, ktery stejné nebudeme potiebovat. Predpokla-
dejme tedy, ze nyni zndme spravnou hodnotu z, kdy dojde k narazu — a pojme-
novali jsme ji £. V nasem pripadé je £ = 18,1 cm. Pokud bychom uvazovali prvni
podminku pro misto narazu, dostali bychom podle ocekavani nizsi hodnotu, a sice
&=177Tcm.

Aby vSak k ndrazu doslo, nesmi kuzel propadnout dovniti trojihelnika, nez
vibec dojede k zadn{ sténé. Musime tedy ovérit nerovnost h > y(€), tedy

B

ktera opravdu je splnéna.

vivs v

Presnéjsi reseni

t= tga+rcosa’ — Rcosa’ .

B
Cos 5

Yoy

kuzelu s konstrukci, ale kolmo nad rovinou, kterd by vznikla, pokud bychom na
nasi konstrukci (bez vélce) polozila desku.

Uhel o’ mitzeme vypocitat tak, e v poloze z je deska ve visce z tga’, kterou
také umime spoéitat tak, ze jsme se posunuli podél ramene (stoupajictho pod
dhlem «) o vzdélenost z/ cos(3/2), tedy plati

rtg o = a: 3 tga,
cos 5
B
1 cos 5 .
cosa’ = = 2 =0,999.

V1t tg?a! \/COSQ§+tg2oc

Vidime, Ze pro malé a a ne prilis velké 3, jako v nasem piipadé, muzeme faktor
cos o’ zanedbat.
Vélec by mél nenulovou slozku rychlosti i ve svislém sméru, pro velikost rych-
losti by pak platilo
2
_ Ve +di?_ de H(ﬁ) _de s
dr dr dx dr

Vysledny thel ® by se tedy mél délit faktorem /1 + k2. Jelikoz /1 + k2 = 1,045,
tak také tento faktor Sel zanedbat pro nasi kombinaci tthli. Do vztahu pro findlni
rychlost se tento faktor nedostane, protoze stale bude platit ZZE v totozném tvaru,
resp. jedind zména bude, Ze k bude mit trochu jinou hodnotu.

45 Tato rovnice je kvadratickd, budeme si tedy muset rozmyslet, ktery kofen je ten spravny.
Bude to ten nizsi, protoze vyssi bude odpovidat analogické hodnoté &, ale az za mantinelem.

60



Resent teoretickych tloh
nad vrskem mantinelu o vysku danou vyrazem
c tga

AH(E) = ké + Reosa’ — = .
2sing

Pokud bychom uvazovali prvni model (v jistych uspofddanich tohoto experimentu
také spravny), pak bychom dostali podminku narazu

£ =

C
2tg§

— R(1 —sina’).

Pro nase hodnoty (maly dhel o pfedev$im vzhledem k thlu 3) vySly vSechny
vysledky témé&i plné stejné, jako kdybychom zanedbali faktory cosa’ a /1 + k2.

Uloha IV.4 ... plynovy stroj

Meéjme tepelny stroj naplnény idedlnim plynem sloze- B
nym z dvouatomovych molekul. Tento tepelny stroj vy- A B
konava kruhovy déj ABCDEFA, tedy sklada se z sSesti c
déjia T
e A — B — izobarické zahrati ze stavu 4po a Vo 27 F
(teplotu v A oznacme jako 4Ty) do stavu s ob- 1 D
jemem 3Vj, E
e B — C - izotermickd expanze na objem 4V}, ]
e C — D — izochorické ochlazeni na tlak po, Vo

e D — E — izobarické ochlazeni na objem 2V},

e E — F — izotermicka komprese na objem V,

e F — A — izochorické zahrati na tlak 4po.
Urcete zbyvajici stavové veliciny ve stavech B, C, D, E a F, maximalni a minimalni
teplotu idedIniho plynu v priibéhu déje (v ndsobcich Ty ), teplo prijaté ¢i odevzdané
plynem v jednotlivych déjich a uc¢innost tepelného stroje. Srovnejte tuto dcinnost
s ucinnosti Carnotova stroje pracujiciho se stejnymi maximalnimi a minimalnimi
teplotami. Pro jednoduchost uvazujte, ze se neméni latkové mnozstvi plynu ve
stroji a nedochazi v ném k chemickym preménam.
Bonus To samé provedte pro jednodussi cyklicky
,Ctvercovy“ déj, tedy ABCDA, kde plyn zacina ve sta-
vu po, Vo a1y a izochoricky se ohreje na 4po, izobaricky
se zahreje a rozepne na 4Vy, izochoricky ochladi na po
a izobaricky se ochladi na Vj. Srovnejte ti¢innosti téchto
dvou tepelnych stroji a diskutujte, ktery je lepsi.

Pro zpracovani tlohy budeme potifebovat znat jednotlivé déje v plynech a vi-
bec zdklady termodynamiky. Zde budeme predpokladat, ze toto znéte v rozsahu
napt. studijniho textu P. Sedivy: Kruhovy déj s idedlnim plynem, ktery je soudasti
knihovnicky Fyzikalni olympiddy*

46Text naleznete na webové adrese http://fyzikalniolympiada.cz/texty/kruhdej.pdf
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Tab. 1: Hodnoty stavovych veli¢in

.

Di Vi T;

4po Vo 4Ty
4p() 3V0 1 2T0
3p0  AVy 12Ty
Po 4‘/0 4T0
po 2V 2T
2p0 Vo 2To

TEHOQW >

Nejprve si pfipomenme stavovou rovnici idedlniho plynu ve tvaru p;V; = nRT;,
kde n je latkové mnozstvi plynu (tj. kolik mold plynu je uzavieno v nasem stroji),
které se nebude ménit a R je molarni plynova konstanta. U ostatnich veli¢in je
uveden index i, protoze se ndm mohou a budou ménit, ale tato stavova rovnice
nam 1ika, ze dvé veli¢iny z trojice p;, Vi, T; ndm uz vzdy urci tu tieti.

Ucinnost tepelného cyklu miizeme uréit ze vztahu

Qin - Qout -1— Qout
Qin Qin ’

kde Qin je celkové teplo prijaté plynem v pribéhu jednoho cyklu a Qout je teplo
odevzdané chladi¢i (v tomto ptipadé brané s kladnym znaménkem). Také bychom
mohli G¢innost vypocitat z podilu vykonané priace a prijatého tepla, coz je ekviva-

77:

Pripomenme si také jednotlivé tepelné déje, ze kterych se nas cyklicky déj skla-
dé. Za kladné vzdy povazujeme teplo, které plyn pfijima od tepelného rezervoaru
na vyssi teploté a zaporné je teplo, které plyn predava tepelnému rezervoaru na
nizsi teploté. Asi nejjednodussi je izochoricky déj, v jehoz prubéhu se neméni objem
plynu a tim padem se ani nekona zadna prace. Teplo, které ptijme dvouatomovy
plyn pfi prechodu ze stavu i do stavu j je Qv = 5(p; — pi) V/2. V pribéhu izo-
barického déje je konstantni tlak, ale méni se objem plynu. Teplo, které prijme
dvouatomovy plyn, je Qp, = 7p (V; — V;) /2. Nakonec si vzpomeneme na nejslozi-
téjsi, izotermicky déj, ptfi kterém se méni jak tlak, tak objem a plyn v pribéhu
déje prijme teplo Qr = p;V; In ‘\% =p;V;In ‘\%

Nyni jsme jiz vyzbrojeni znalostmi pro dopocteni vSeho. Nejprve uré¢ime stavové
veli¢iny p, V a T pro vsSechny stavy ze stavové rovnice, a to v nasobcich po, Vo
a Tp. Hodnoty jsou uvedeny v tabulce [l|.

Nyni vidime, Ze minimalni teplota, které plyn v prubéhu cyklu doséhne, je 275
a maximéalni teplota je 127,. Tim jsme odpovédéli na jednu z otézek v zadani.
Thned muzeme odpovédét i na dalsi, a to, jakou tc¢innost by mél Carnotuv cyklus
pracujici na téchto teplotdch. Uéinnost Carnotova stroje je maximalni Génnost,
kterou muze tepelny stroj pracujici mezi tepelnymi rezervoary o teplotich Tiax
a Timin dosdhnout:
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Tab. 2: Tepla, kterd pfijme plyn v pribéhu déja

(= Qij
AB 28p0 V%
BC 12poVoIn %
CD  —20poVe
DE —TpoVo
EF —2p0V0 In2
FA 5poVo
Toin . 2Tp 5 .
nmax—lmeax—l 12TO—6—83,3%.

Uéinnost Carnotova cyklu a tedy maximaln{ Gé¢innost tepelného stroje je 83,3 %.

Kdyz mame stavové veli¢iny, mtzeme urcit tepla, kterd plyn pfijme v jednot-
livych déjich. Za kladné povazujeme teplo vstupujici do stroje a za zdporné teplo,
které stroj odevzdava chladici. Tepla opét urcujeme v nasobcich po a Vy. Pokud
mate radéji nRTo, pak je to samoziejmé ekvivalentni zapis. Tepla jsou uvedena
v tabulce E

Pravdépodobné jste touto tlohou popsali vice papiru, ale jak vidite, tak kdyz
si vSechno napisete do tabulek, tak je to relativné jednoduché a primocaré. Tedy
nyni ndm sta¢i dosadit za Qin = Qap + Qsc + Qra a Qout = |Qcp + QpE + QEF|
do vztahu pro téinnost. Vychézi ndm pak Gc¢innost n = 22,1 %. To je zhruba 27 %
maximaln{ u¢innosti, které by dosahl plyn s Carnotovym cyklem. Slabinou obou
cyklu je vsak izotermicky déj, ktery je zpravidla relativné pomaly, protoze se musi
vyrovnavat postupné se zménou objemu vyrovnavat i tlak tak, aby byla teplota
konstantni.

Reseni bonusové tlohy

Bonusova tloha byla tentokrat opravdu jednoduchd, protoze stacilo vypocitat jesté
jednodussi tlohu. Pro prehlednost pouzivame stejné znaceni jako u predchozi hlavni
ulohy, ale vztahuje se ke staviim, které odpovidaji tomuto tepelnému stroji. Zname
tlaky a objemy plynu v jednotlivych stavech, urcime si jesté teploty

Ta=Ty, Ts=4T,, Tc=16Ty, Tp=A4Tp.

Vidime, ze v prubéhu cyklu musime dosahovat vétsi maximélni a mensi minimal-
ni teploty plynu. Uénnost Carnotova cyklu na téchto teplotach by byla dokonce
Nmax = 1 — 1/16 = 93,8%.

Urc¢ime teplo, které bude pfijimat ¢i odevzdavat plyn v jednotlivych déjich:

15 21
- ) ) ’ :
QaB D) poVo QBc = 42poVo Qcp = —30poVo Qpa 2 poVo
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Nezbyvd nez urdit iéinnost, kterd je n = 18,2 %. Zavérem bychom méli srovnat oba
déje. Evidentné bude tézsi vyrobit stroj, ktery bude vyuzivat cyklus z bonusové
tlohy, protoze podil maximalni a minimalni teploty je vice nez 2,6ndsobny vuci
prvnimu déji. To, Ze v prubéhu déje je podil teplot Sestnictindsobny, bude naro¢né
na soucastky, ve kterych déj probiha. Dale je také o néco méné prakticky vzhle-
dem k tdcinnosti, kterou méa mensi nez tepelny stroj z hlavni ¢asti dlohy. Jediny
argument, ktery mluvi ve prospéch stroje v bonusové tloze, je ten, ze ma méné
stavi a méné déju. Je tedy jednodussi a muze probihat v principu rychleji, ale to
stejné neznamend, ze je snéze realizovatelny.

Uloha IV.5 ... divnd atmosféra

Zazili jste uz nékdy takovou divnou atmostéru? Do urcité vysky je v ni rychlost si-
reni svétla konstantni vy a od urcité hranice se rychlost siteni svétla zacne linearné
zvétsovat podle vztahu v(Ah) = vo + kAh. V jednom misté, pravé ve vysce, kde se
zacCala meénit rychlost svétla, vysleme svételné paprsky pod vsemi moznymi thly
smérem nahoru. Ukazte, Ze se budou vsechny paprsky pohybovat po ¢astech kruz-
nic a urcete polomeéry téchto kruznic. Také urcete vzdalenost od mista vypusténi
paprski, kde se paprsky vrati do ptivodni vysky.

Atmosféra pro nas za¢ne byt zajimava od hranice, na které se zacne ménit rychlost
svétla. Nakresleme si tedy okoli této hranice [LG.

Obr. 16: Paprsek lamajici se na infinitezimalnich vrstvich Divné atmosféry.

Situaci si mizeme namodelovat jako fadu oddélenych prostiedi s infinitezimalni
tloustkou a s odlisnou rychlosti svétla. Pro lom svétla na hranici kazdého jednoho
takovéhoto prostfedi poté miizeme vyuzit Snelliv zakon, tedy

sina v

sinf v’
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kde « je thel dopadu a 3 je tihel lomu.

Vzhledem k tomu, ze s rostouci vyskou roste i rychlost svétla, plyne pak ze
Snellova zakona i nasledné zvétseni thlu lomu, odtud poté plyne, ze infinitezimélni-
mu narustu vysky bude odpovidat infinitezimalni zvétseni thlu lomu. Oznac¢ime-li
si tedy hel dopadu jako « a thel lomu jako a 4+ da, dostaneme rovnost

sin(a +da) vz

sin « V1

Nyni pouzijeme goniometricky vzorec pro sinus souc¢tu, pfiblizné vztahy sin(da) ~ 0
a cos(da) = 1 a vyjadieni rychlosti v zavislosti na vySce ze zaddni
da cos kdx
+—.

1+ ———=1
sin o VU1

Rovnost poté upravime na tvar

vicosa _ dx

ksina  da’
S vyuzitim goniometrickych funkci ziskdme vztah pro infinitezimélni drahu, kterou
svétlo urazi

dx

ds = .
cos «

Definice poloméru kfivosti trajektorie v daném bodé je R = dd—i, dosazenim tedy
ziskame polomeér k¥ivosti nasi kfivky v daném bodé

_ds__m

" da  ksina’

Zde si ale muzeme vSimnout, Ze az na konstantu k nam vysel stejny pomeér jako
pri pouziti Snellova zdkona. S jeho vyuzitim tedy muzeme psat pro kazdou vrstvu

sina; _ sinas __ sinag

U1 - V2 - - Un
Takze kfivka bude mit konstantni polomér kiivosti. Oznac¢ime-li si vzdédlenost od
mista vysldni paprsku k mistu, kde se paprsek vrati na stejnou vysku, jako d
a vyuzijeme-li vztahu pro polomér krivosti v daném bodé, ziskame vztah

Vo

k

kde a znaci ptislusny thel dopadu paprsku vici norméle k hranici atmosféry.

Kiivka tedy bude mit konstantni polomér krivosti po celé své délce a pro pa-
prsek vyslany pod thlem a vzhledem ke sméru ristu rychlosti svétla v divné at-
mosféfe (svisle vzhiru) bude platit, ze se do ptivodni vysky vrati ve vzdélenos-
ti d =252 cotg o

d=2Rcosa =2— cotga,
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Uloha IV.P ... statistikiiv dennf chléb

Zname to vsichni, krajic chleba namazany medem nebo marmeladou, zakousneme
se a najednou je kapka mazadla na ruce a jsme za prasata. Spocitejte, jak zavisi
pravdépodobnost, Ze v krajici bude dira skrz naskrz, v zavislosti na jeho tloust-
ce. Model kynuti tésta nechdme na vds. (Tfeba rovnomérné rozmisténé bubliny
s exponencidlné rozdélenym polomérem je dobry model.)

Model jedné bubliny

Nejdriiv je potfeba udélat si porddek v pojmech. Budeme tedy uvazovat rovno-
mérné rozdélené bubliny s exponencidlné rozdélenym polomérem. Pocet bublin
oznaCime k. Bubliny uvazujme kulovité. Za rovnomérné rozmisténi povazujme to,
kdyz stfedy bublin budou ve vrcholech krychlové mrizky s délkou hrany r > 0.
Exponencidlni rozdéleni je rozdéleni ndhodné veli¢iny x takové, ze:

f(x)_{o z <0

de=>re g >0’

kde f(z) je hustota pravdépodobnosti a A > 0. Zintegrovanim od minus nekonec¢na
do z snadno zjistime, zZe jeji distribuén{ funkce F(z) (tedy pravdépodobnost, ze
hodnota ndhodné veli¢iny je mensi nez z) je pro x nezdporné rovna 1 — e~ Nyni
uvazujme krajic s danou tloustkou d. Rozdélime si praci na nékolik piipadi.

V prvnim pripadé budeme uvazovat velmi zjednoduseny model, kdy se v pribé-
hu kynuti zddné dvé bubliny nespoji tak, aby spolecné vytvorily tunel. Potom nam
sta¢i zanedbat $ifku bublin (budeme tedy pro jednoduchost pocitat pouze s jejich
vyskou). Také se nechceme starat o to, kde maji bubliny stfed, proto fekneme, ze
stred je vzdy ve vysce d/2. Potom lze s vyskami bublin poditat jako s polomeéry,
tedy maji také exponencialni rozdéleni, jenom konstanta A bude polovi¢ni. Vysky
jednotlivych bublin jsou navzdjem nezavislé ndhodné veli¢iny. Pravdépodobnost,
ze vyska bubliny bude mensi nez d, je:

d
—Az —Az —1\1¢ —xz1d —Ad
Pr(:v<d):/0 Ae dx:[Ae (fA )]0:[76 ]Ozlfe .
Tedy pravdépodobnost, ze v krajici nebude dira, tedy ze zddnd bublina nebude
vyssi nez d, je (1 — e *)F.

Abychom méli néjaky odhad, tak nastavme k = 800 (Krajic bud dlouhy 20 cm
a Siroky 10cm, bubliny méjte mezi sebou vzdalenost 1cm. Vice bublin nad se-
bou neuvazuji a krajic si aproximuji obdélnikem s danymi rozmeéry. Jeho obsah
vynasobim ¢tyfmi, protoze na jeden centimetr ¢tverecni krajice ptipadaji ¢tyri bo-
dy bublinové miizky.). Nedovoluji bublindm, aby se spojovaly, tedy mé tloustka
krajice nezajima4.

Letmym pohledem na krajic chleba (Sumava) vidime, Ze dér s primérem 1 cm je
malo, ale kolem je spousta mensich bublin, od boku stielme 1 000krat vic. Tedy A =
= 6.9 (to znamend, ze pravdépodobnost, Ze vyska bubliny piesihne 1, tedy e,
je zhruba 0.001). Potom pravdépodobnost, Ze pfi tomto modelu kynuti nebude
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v krajici dira, je (1 —e~599)8%0 o je pro mald d nepifjemné malé ¢islo. Pokud si

d zvolime 1 (jednotka je 1cm), tak je to zhruba 0.446 pro to, Ze nevznikne dira.
Tento model je dostatecné presny pro krajic, jehoz tloustka je mensi nez vzdélenost
miizovych bodd.

Model vice bublin

Ve druhém priblizeni si zpfesnime pojem ,rovnomérné rozmisténi. Nyni za néj
budeme uvazovat to, ze na jednotku objemu pripadéd konstantni pocCet bublin a ze
Ize krajic rozdélit na nékolik vyskovych sloupcl, mezi nimiz se bubliny nebudou
spojovat. To znamend, ze najednou je pocet bublin funkci zavislou na tloustce
krajice, zafixujeme-li si jeho plochu. Za jednotku objemu si zvolime 1cm?.

Ve druhém ptipadé dovolime, aby bubliny mohly byt nad sebou a aby se bubliny
v jednom vyskovém sloupci mohly spojovat. To je jesté pomérné jednoduchy, ale
realistictéjsi model. Jedind zména je, ze misto vysky jedné bubliny uvazujeme
soucet jejich vysek a chceme, aby byl mensi nez d. Je to ovSem jen horni odhad
vysky tunelu, v redlném svéte by se bubliny spojily a celkové vyska by byla mensi.

Nasleduje cast s pokrocilejsi matematikou, pokud chcete, miizete ji s Cistym
svédomim preskocit.

Nyni chceme néjak odvodit, jakd bude hustota pravdépodobnosti pro spoje-
né bubliny. Mdme-li dvé nezdvislé veli¢iny (vysky bublin jsou zfejmé navzdjem
nezavislé), pravdépodobnost, Ze nastanou obé zdroven, je soudin jejich pravdépo-
dobnosti. Chceme-li pravdépodobnost toho, zZe jejich soucet bude roven z, jednu
z veli¢in volime nezavisle, tedy bude mit hodnotu z, a druhé uz bude zavislé na x
s hodnotou z — z. Pokud bychom pracovali s diskrétnimi veli¢cinami, které jsou
navic nezavislé, secetli bychom takovéto souciny pres vSsechna x a méli bychom ky-
zenou pravdépodobnost. Ale vyska bubliny je spojita. Analogie sou¢tu ptes vsechny
hodnoty spojité veli¢iny je integral.

Existuje véta z teorie pravdépodobnosti zabyvajici se sou¢tem nezavislych na-
hodnych veli¢in, ¥ik4 se ji Véta o konvoluci: Jsou-li X, Y nezavislé ndhodné velic¢iny
se spojitym rozdélenim s hustotami fx, fy, pak ma veli¢ina Z = X + Y rozdéleni
s hustotou

“+o00
9= [ @i o,
kde z je hodnota souctu, tedy vyska celého tunelu. Je sice jen pro soucet dvou ne-
zdvislych ndhodnych velicin, ale je vidét (jak ukdzeme nize), jak spoéitat hustotu
souctu t¥i, ¢tyt, . .. ndhodnych veli¢in. Jenom budeme muset odhadnout néjaké roz-
déleni mozného poctu bublin nad sebou. Ten muze nabyvat kladnych celo¢iselnych
hodnot, tedy je to diskrétni veli¢ina. Ukrojme si nyni tlustsi krajic o vysce 1,5 cm
stejnych rozméru, tedy v ném bude 2400 bublin a vzdy budou tfi nad sebou, tedy
tam bude 800 trojic. To staci, abychom ukézali, jak se pocita rozdéleni souctu vy-
Sek vice nez dvou bublin nad sebou. Potfebujeme nyni spocitat hustotu rozdéleni
pro soucet ti{ vysek bublin. Nejdi{v to tedy spoéitdme pro soucet dvou (hustota
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pro hodnoty mensi nez nula je nulova, tedy integrdl ufizneme z jedné strany v nule
(f(z)) azdruhé v z (f(z — x)), g bude pro zdporné hodnoty také identickd nula):

g(z) = / Ae A M AT = / MNe M dr = A2ze M.
0 0
Ted to spocitame pro tii bubliny nad sebou, tedy secteme jednu a dvé bubliny:

z z 2
h(z) = / Ape M Ae Ty = / Ae 2 pdr = A3 e

0 0 2

Nyni potfebujeme spocitat pravdépodobnost, ze tfi bubliny nad sebou neptesdhnou
vysku d, vyuzijeme metodu per partes:

d 2 d
Pr(z <d)= / N e dy = —A21d2efAd +/ Nre Mdr =
0 2 2 0
2l 2 _xa \d 2 A ad (1202
=—-A\ ide + Ade + e de=1-—e (iAd +)\d—|—1).
0

Takto jsme spocitali pravdépodobnost, ze bubliny v jednom vyskovém sloupci spo-
le¢né nevytvori tunel. Pro vypocet findlni pravdépodobnosti stac¢i prislusné prav-
dépodobnosti vynasobit, tedy v nasem ptipadé pro k = 800, A = 6.9 a d = 3 (ted
poéitdme s krajicem tloustky 3 cm, predtim to bylo jen 1cm) vyjde vic nez 0.999
pro to, ze nevznikne dira.

Obecné, kdyz kombinujeme nékolik exponencidlné rozdélenych veli¢in, vznikne
nahodné veli¢ina s gamma rozdélenim. To je jesté pokrocilejsi partie matematiky,
tedy se gamma rozdélenim tady nebudeme zabyvat a zajemci necht si ho najdou
na internetu.

Obecny model

Pro tplnost jenom zminime model, ve kterém se bubliny mohou protinat, tedy se
jejich vysky mohou prekryvat. Potom neplati, ze kdyz soucet vysek presihne d,
tak v krajici musi vzniknout dira. V tomto modelu je to, zda vznikne dira, zavislé
na poloze stfedu a je nad vypocetni i casové moznosti autord alespon pribliz-
né urcit hledanou pravdépodobnost. Jenom podotkneme, Ze ani tento model neni
presny, nebot pfi opravdovém kynuti se stiedy bublin v chlebu navzijem pohybuji
v zavislosti na vice faktorech, naptiklad na hustoté a viskozité tésta a na aktudlni
velikosti okolnich bublin, coz je dynamicky se vyvijejici model (vSechny dosud zmi-
néné modely byly statické). V obecném modelu musime navic uvazovat ndhodny
pocet bublin (tfeba f{dici se Poissonovym rozdélenim).

Simulace

Napsali jsme simulaci Modelu vice bublin v jazyce C++, zde uvadime pseudokdd:
int sloupec(double d, double lambda){

int pocet := poissonovo_rozdeleni(d);

for i := 0 to pocet—1 do vygeneruj_bublinu();
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//stred rovnomerne na (0,d), polomer exponencialne s parametrem lambda
double horni_mez := dira_odspodu();

//nastavi si horni mez na O a hleda, jestli ji nejaka bublina protne

//pokud ano, nastavi si horni mez na horni okraj te bubliny a opakuje
if (horni_mez>1) return 1; //vznikla dira
return 0; //nevznikla dira

}

int main(void){
int p_sloupcu := poissonovo_rozdeleni(800);
int uspech := 0;
for i := 0 to p_sloupcu—1 do uspech := uspech + sloupec(d,6.2);

Radéji jesté slovné popiSeme, co se v kédu déje. Nejprve si vytvorime funkci
sloupec, kterd simuluje jeden vyskovy sloupec. Vrati 1, kdyz v krajici vznikla
dira, a 0, kdyz dira nevznikla. Tuto funkci pak dokola voldme tolikrat, kolik mame
sloupca.

Vysledky vygenerované funkénim kédem pro rizné poloméry (A = 6.9) jsou
k vidéni v tabulce . Kazdé méreni jsme zopakovali 10 000krat, tedy miizeme fici,
7e jsme to zmérili pro deset tisic krajicu.

Tab. 3: Vysledky simulace

d | pocet sloupci pocet dér pocet déravych krajicu
1 7999 638 107058 9999

2 7996 136 7537 5250

3 8002974 494 484

4 8000 854 38 38

5 8001825 2 2

Tyto hodnoty vypadaji rozumné pro hodné bublavy chleba. Vibec ale nekore-
sponduji s vypocty pro jednu bublinu, s vypocty pro vice bublin si rozumi uz vice,
ale stale moc ne. Vyslo nam, ze pro vysku 1 je pravdépodobnost vzniku diry témér
stoprocentni. Bude to nejspis tim, Ze vice parametri volime ndhodné, a také to, zZe
vznikd vice bublin nad sebou.

Na zévér bychom chtéli uvést tabulku, ve které shrneme vysledky spoc¢tenych
teoretickych modelt. Ve sloupci ,hodnota“ jsou uvedené pravdépodobnosti, ze ne-
vznikne dira.

Tab. 4: Vysledky méreni

model pravdépodobnost hodnota prod =1
jedna bublina 1—(1—e M)k 0.446
vice bublin | 1— (1 —e * (3X%d° + Ad+1))* 5.219 - 10712
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U kazdého modelu k£ oznacuje pocet vyskovych sloupct. U druhého modelu
uvddime pravdépodobnost pro tfi bubliny nad sebou (proto vyslo tak malé ¢&is-
lo), vypocet pravdépodobnosti pro jiny poéet bublin je z vyse uvedeného postupu
ziejmy.

Jesté si musime rozmyslet, jak jsou uvedené modely realistické. Model jedné
bubliny se tvari, ze by mohl byt realisticky pro hodné tenky chleba, tj. takovy, ve
kterém bude jen jedna bublina v kazdém sloupci. To mé nevyhodu, ze v readlném
svété nevime, jak presné je takovy krajic tlusty, a bez toho nenastavime konstanty.
Model vice bublin se snazi tohoto vyvarovat, ale vlastné trpi tim samym problé-
mem — jak vime, ze jsme trefili presné tu tloustku, kde jsou tii bubliny nad sebou?
Simulujici program se to snazi 1éCit tim, ze pro kazdé zvolené d vygeneruje ndhod-
né jiny pocet bublin, ale i u néj mize byt problém, zZe jsme tieba Spatné nastavili
pomeéry.

Uloha V.1 ... vesmirny snéhulk

Jakou silou bude pridrzovana hlava naseho snéhuldka, ktery si volné poletuje ve
vesmiru? Madme snéhuldka tvoreného pouze homogennimi koulemi o hustoté o,
jejichz stredy lezi na jedné primce a koule se dotykaji, jsou umisténé v poradi od
nejvétsi po nejmensi a s tim, Ze nejmensi koule (hlava) ma polomér r a kazda
dalsi ma dvojnasobny polomér, co ta predchozi. Ve vesmiru je pouze nas snéhuldk
a nijak nerotuje.

Bonus: Zobecnéte tlohu pro pocet kouli N > 3. Bude se sila blizit néjaké konecné
hodnoté pro n — oo, nebo piijde k nekonecnu?

Re$me rovnou bonusovou tilohu a nakonec dostaneme vysledek zékladni verze do-
sazenim N = 3. Koule si ozna¢me ¢isly od nejmensi 1 po nejvétsi N. Polomér i-té
koule bude 7; = 2°~'r. Hmotnost i-té koule bude

4 4 i
m; = oV; = 77‘[97’? = 71':923( Dy
3 3
Sila, kterou hleddame, je sou¢tem jednotlivych sil

N N
mi1m;
Fcelk - 5 Fli - g G d2 ;
i=2 i=2 i

kde Fi; je gravitacni sila mezi prvni a i-té kouli (kde 7 > 2) a d1; je vzddlenost
jejich streda. Vzdélenost stiedti uz neni uplné trividlni. Z prvni a i-té koule médme
jeden polomér a z kouli mezi nimi dvojnasobek poloméru. Rozepsat si to muzeme
jako

dig=ri+2(ra+-+ria)+ri=r(1+2(2+4+--+27) 42771

Nyni vyuzijeme vzorec pro soucet konecné geometrické rady
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K . 1

> od =at—

k=0 q
dii=r 1+472F2 L g =r (3271 =3)=3r (2" -1)
v 21 - - '

Nyni mizeme dosadit vSechno do sily

N

4 34 4.2 2 4 3(i—1)
Tor 2% Q T 2
Fcel = G 3 =G =
k Z (3r (21 1 Z 2171 _ 1)2
=2
B 202Gt ZN: o3it1
- 34 (21',1 _ 1)2

=2

Nejdrive doresime bonusové otazky. Jednak ihned vidime, Ze pro i — oo plati
F1; — 00, dokonce roste adové jako 2°. Tim padem soudet téchto ¢lent pujde také
do nekonecna. Pokud se pokusime udélat néjaky castecny soucet pro obecné N, tak
kdyz to napriklad nechame spocitat Wolfram Mathematicu, tak dostaneme sumu
néjakych osklivych polynomu generovanych digamma funkei a jejimi derivacemi,
takze nic pékného. Takze ndam bude stacit jesté ten relativné pékny zapis, u kterého
jsme skondili.

Resenim zakladni dlohy je

2 2~4 3 3i+1 2 2~ 4 97 .
Fios = 0°Gr 2 _ w0°Gr ( 1024) 17712926‘1"4

= 12 i
34 (2i—1 _ 1)2 34 8+ 9 36

=2

= 0%r*.2,0-107 N-kg 2 m?.

Hustotu ani polomér jsme neméli zadanou. Nicméné mizeme si Fici, Ze mame
tieba snéhuldka zelezného o = 7900kg-m > a nejmensi koule m4 polomér r = 1 m.
Tedy na Zemi oproti ¢lovéku by to byl docela velky snéhuldk, ale zase ve srovnani
s velikosti planety by byl maly. V tom pripadé by hlava drzela silou Fi23 = 0,12 N.
Tedy drzela by, ale slabé. Dokud neméme v nasem vesmiru nic jiného, ani pruvan,
ani makroskopickou elektromagnetickou interakci, tak by ta hlava drzela. Samo-
zfejmé kdyby nékdo do hlavy trochu stréil, tak by pak sjela a nebyl by to uz
snéhuldk, ale tii koule navzajem se dotykajici.

Uloha V.2 ... koule ve vazkych tekutinach

V nékterych pripadech reseni tiloh s odporem vzduchu ¢i obecné tekutiny pouziva-
me pro odporovou silu Newtoniiv vzorec F = CpSv? /2, kde C' je soucinitel odporu
télesa ve sméru pohybu télesa, o je hustota tekutiny, S je prirez a v je rychlost
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pohybu télesa. Ten obvykle docela dobre plati pro turbulentni prostredi. Zajimame
se o kouli, pro kterou C' = 0,50. V lamindrnim proudéni pak obvykle pouzivime
Stokestiv vztah F' = 6nnrv, kde n je dynamicka viskozita tekutiny a r je polomer
koule. Pokud mame néjakou konkrétni kouli, je mozné, aby se pro néjakou rychlost
tyto odpory rovnaly? Jak bude tato rychlost zaviset na poloméru koule?

Vzhledem k tomu, ze otdzkou je, jestli se mohou dva vyrazy rovnat, tak mate-

matickou odpovédi na takovou otdzku je obvykle ano, pokud nedojde k néjakému

sporu. Proto ddme sily do rovnosti s uvizenim, ze prifez koule je S = r?
%CQSUZ = 6mnrv = v=0 VvV wv= 162'1;75 = 2;—;]

7Zda se, ze jsme k néjakému sporu nedosli. Vypada to, ze pozadovana rychlost
bude bud nulovd®, nebo nepiimo tmérna poloméru koule. Trividlni feseni, tedy
ze pri nulové rychlosti budou obé sily nulové, je zfejmé spravné. Pro jistotu si jesté
miuzeme dosadit hodnoty v netrividlnim reseni, pro néjakou takovou béznou kouli
a béznou tekutinu. Vybereme si zeleznou kulicku s polomérem r» = 1,0 cm, kterd
je ponofend do vody o hustoté o = 1,00 g-cm~3. Voda méa dynamickou viskozitu
n = 1,0- 1072 Pa-s pii pokojové teploté. Vysledn4 rychlost je pak 2,4- 103 m-s~ .
To je relativné nizka rychlost. Pro vyssi rychlosti bude odhad odporové sily vyssi
pro Newtontv vztah a pro nizsi rychlosti bude vyssi pro Stokestuv vztah.

Ve skutecnosti bychom neméli prakticky pouzivat ve stejné oblasti oba vzorce,
protoZe jeden je vhodny popis pro lamindrni proudéni a druhy pro turbulentni.
Ostatné vidime, ze bychom méli pouzivat zpravidla ten odpor, ktery ma vyssi
hodnoty. Turbulentni se totiz stavd proudéni pro vysoké rychlosti a lamindrni je
naopak v nizkych rychlostech. I kdyz toto tvrzeni neni také iplné piesné, protoze
rychlost, kterd ndm vysla pro rovnost u koule, odpovidéa radoveé desitkdm v hodnoté
Reynoldsova ¢isla. To odpovida jesté lamindrnimu proudéni a za turbulentni se
povazuje obvykle proudéni od cca od hodnoty 1000 Reynoldsova ¢isla ¢i o néco
vySsi.

Uloha V.3 ... nék sil pres cen sra

Predstavte si situaci, kdy mame 3 stejné nerotujici disky, které se pohybuji presné
v jedné primce v poradi 1, 2, 3. VSechny tii se pohybuji bez tieni a dalsich odpo-
rovych sil po vodorovné podlozce, pricemz disky 1 a 2 jedou doprava a proti nim
jede disk 3 doleva. Plati, ze rychlost 1 je vétsi nez 2. Jak zavisi vysledné rychlosti
diskii po probéhnuti vsech srazek na poradi srazek? A jaké tyto rychlosti budou?
Srézky probihaji pruzné. (Jako vzdy nezapomerite, ze odpovéd je potreba fadné
zdiivodnit.)

Bonus: Disky maji riiznou hmotnost.

Nage 3 nerotujici disky se pohybuji po ose bez tieni, o rychlostech (popofadé)
Vo1, Vo2, Vo3 a srazeji se v centrdlnich srazkach, tj. nepracujeme s momenty sil,

47Zjevné pak na velikosti koule nebude zalezet.
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které by zplisobily néjaké vyoseni diskl. Jelikoz se jedné o pruzné srazky, bude pro
né platit zdkon zachovani energie i zdkon zachovani hybnosti. Pro srdzku dvou
diskti s rychlostmi vq, va:

1 1 1 1
5’/711’!}12 + 577121122 = §m1’w12 + §m2w22 ) (45)

miv1 + Mav2 = Miwi + Maws . (46)

7 téchto dvou rovnic si vy¢islime vysledné rychlosti obou diski w1, w2 po srazce:

(’ITL1 — 77’L2)’U1 + 2mova

wy = , 47

! m1 + ma (47)

w0y — (m2 — m1)vz + 2myv1 . (48)
m1 + me

Uvazujeme-li, ze vSechny tfi disky maji stejnou hmotnost, prvni ¢len v citateli
nam vypadava a zjistujeme, ze se nam pii takové srdzce rychlosti jen vzdjemné
prohodi. Tedy v nasem ptipadé, kdy 1. disk mé nejvyssi rychlost, 2. méa rychlost
0 néco nizsi a posledni 3. disk ma smér pohybu proti nim, existuji 2 rizné sekvence
srazek.

1. sekvence za¢ind srazkou mezi nejrychlejsim a 2. diskem, nasleduje srazka
mezi 2. a 3. diskem, kde druhy je nyni z diska nejrychlejsi a disponuje rychlosti
V01, na ¢ez navazuje srazka mezi, nyni se vracejicim, 2. diskem a diskem prvnim.
Soustava se tedy ustdli na rozlozeni rychlosti: prvni disk se pohybuje vici zbylym
dvéma diskiim nazpét, a tfeti se pohybuje rychlosti vo;.

2. sekvence pro zménu zacind nejprve srazkou mezi 2. a 3. diskem. Dosazenim
do (17) a (1Y) pozorujeme, ze i v tomto piipadé se rozlozeni rychlosti ustdli stejné
jako v predchozi sekvenci. Z ¢ehoz plyne, ze v pripadé téchto pruznych centralnich
srazkéch, ze vyslednd rychlost diskd nezalezi na poradi srazek.

Bonus

Na zékladé rovnic (@) a (@) lze dopocitat jakoukoli konfiguraci hmotnosti disku a
jejich pocatecnich rychlosti. Celkové mnozstvi variant vSech hmotnosti a rychlosti
bude obecné (3!)2 pro vSechny hmotnosti a rychlosti rizné (nékteré varianty ovSem
vedou na méné srazek).

Vysledek ziskdme dosazenim konkrétnich hodnot a numerickym dopocitdnim.
Koncime ve chvili, kdy rychlosti budou diskti budou vzestupné sefazené, minéno
v1 < v2 < v3, to znamend, ze jiz k dalsi srdzce nedojde.

Predpokladédme, ze pri riznych hmotnostech na rychlostech zaviset obecné bu-
de. Pro ovéreni tohoto tvrzeni staci pouze najit jednu kombinaci hmotnosti a rych-
losti, pro které nalezneme dva ruzné vysledky.

Predstavme si situaci, kdy mame rychlosti vg1 = 3vo,v02 = 2v0,v03 = —v0
a disky o hmotnostech m1 = mg,m2 = 10mo,vs = mo. Za pouziti zminénych
rovnic mizeme vypocitat konecné rychlosti po probéhnut{ vsech srazek (dvou). V
prvnim pripadé se nejprve srazi prvni a druhy disk, potom bude néasledovat jen
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srazka mezi druhym a tfetim. Naopak pokud se nejprve srazi druhy a treti disk,
bude nésledovat jen srazka mezi prvnim a druhym Ciselné hodnoty vyslednych

rychlosti budou skute¢né ruzné: v prvnim piipadé 1211)0, 12‘11 o, ‘;’;i) vo a v druhém
23 210, 539

121 Y05 121 Y05 1271 Y0-

Uloha V.4 ... na provézku

Dvé zavazi zanedbatelnych rozmeéri o hmotnosti m = 100 g spojime pruznym ne-
hmotnym provizkem o klidové délce lo = 1 m s tuhosti k = 50kg-s~2. Jedno zdvazi
drzime na misté a druhé kolem néj nechame rotovat s frekvenci f = 2Hz. Prvni
zavazi se pritom miize volné otacet kolem své osy. V jednu chvili drzené zavazi
uvolnime. Na jakou minimélni vzdalenost se k sobé zavazi priblizi? Neuvazujte
vliv gravitacniho pole a predpokladejte platnost Hookeova zakona.

Pred uvolnénim zavazi, které se otaci pouze kolem své osy, kona druhé zavazi kru-
hovy pohyb kolem prvniho zavazi. V tento okamzik plati rovnost mezi odstiredivou
silou Fy a silou pruznosti Fj:

mw’l = k(1 —lo), (49)
kde [ je délka natazeného provazku. Upravou rovnice (@) dostévame:

I = #zo < 146m. (50)

V okamziku, kdy puvodné statické zavazi uvolnime, se zacne soustava volné
pohybovat prostorem. Abychom si zjednodusili popis situace, predstavime si, Ze
se ,postavime“ nad hmotny stred soustavy a budeme pozorovat, jak se zdvazi
pohybuji okolo nés. Ulohu pak vyfesime tvahou.

Drtive nez se prvni zavazi uvolni, pohybuje se druhé zavazi kolem prvniho thlo-
vou rychlosti w. Tim, Ze si ,,stoupneme* nad stfed provazku (pozorovatel se nachézi
nad hmotnym stfedem soustavy; se soustavou se vSak neota¢{) a budeme pozoro-
vat, jak se zdvazi kolem nds otici, se nezméni thlova rychlost, s jakou se zdvazi
kolem nés zdanlivé pohybuji. . Nahle se prvni zavazi uvolni a v ten okamzik
pozorovatel nachézejici se nad hmotnym stfedem soustavy pozoruje, jak se obé
zévazi kolem néj otaceji. V ten okamzik se zavazi otaceji kolem néj stale s ihlovou
rychlosti w.

P1i rovnomérném pohybu po kruznici by této tihlové rychlosti odpovidala od-
st¥ediva sila, ktera by se rovnala sile pruznosti provazku. Uvahou nebo jenom zku-
Senosti miuzeme rozhodnout, Ze takto vzatd odstrediva sila, kterd je uréena z oka-
mzité hodnoty thlové rychlosti zavazi a jeho hmotnosti, bude v néjakém okamziku
mensi/vétsi/rovna nez sila pruznosti a rozdil téchto sil uvede zévazi v radidlnim
sméru (viéi pozorovateli nachézejiciho se uprostied provdzku) do pohybu

48Coz neni na prvni pohled zcela zFejmy fakt, je potieba si ho rozmyslet.

49GKkutecné se mizeme omezit pouze na silu odstfedivou a pruznosti, neni potfeba uvazovat
Coriolisovu a Eulerovu silu, které jsou spojeny s korotujici soustavou (naSe soustava nerotuje)
a mif{ kolmo na radidln{ smér (tedy pohybovou rovnici neovliviiuji, méni ale moment hybnosti).
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Napiseme pohybovou rovnici pro radidlni smér

F(l) = —k(l—lo) + mwQé . (51)
Pozn.: Pfi nagich tivahdch pfitom predpokladdme, ze provéazek spliuje Hookuv
zdkon a ze provazek se nemuze néjak jinak (pri¢né) deformovat ¢i provésit®™ Stejné
tak, jako se provazek miize prodlouzit, muze se i zkratit a sila pruznosti bude
pusobit ven.
Déle s vyhodou vyuzijeme zdkona zachovani momentu hybnosti, pficemz mo-
ment hybnosti urc¢ime z okamziku tésné po upusténi:

2
L =2m (é) w, (52)
kde L je moment hybnosti zévazich pohybujicich se kolem stfedu provazku (tj.
stfedu nasi soustavy).

Okamzitou vzdélenost zavazi od stfedu provazku zadefinujeme jako r = r(t) =
=1(t)/2.

Vyjadfenim w z (a) a dosazenim do (a) dostdvdme pohybovou rovnici

2
pm LMo 2R, L (53)
m m m 4m?2r3

Dostali jsme diferencidlni rovnici druhého fadu, coz neni vysledek, ktery by nés
na prvni pohled potésil.

Obecné je analytické feseni diferencidlnich rovnic slozitéjsi zélezitosti, nemluve
ani o tom, ze nékteré diferencidlni rovnice analytické feSeni nemaji. Budeme proto
problém fesit numericky, coz je velice hojné pouzivand metoda. K feseni problému
pouzijeme nejjednodussi numerickou metodu a to Fulerovu metodu.

K tomu bude nutné vsechny ostatni proménné, které v rovnici (@) vystupuji,
urcit ¢iselné.

Zacnéme momentem hybnosti, ten urc¢ime z pocatecnich podminek

L:Jw:2m(%)22nf. (54)

Po dosazeni dostdvame L = 1,342kg-m?-s~!. Do rovnice (E) zbyva uz jen
dosadit ¢iselné hodnoty ze zadani.

Eulerova metoda ze znalosti vzdalenosti r; v Case t; urci zrychleni a; (rovnice
(@)) a pak jednoduse dopoéitdme novou rychlost

Vi1 = U + a; At

kde At je ¢asovy krok.
Stejné tak uréime polohu v ¢ase o At pozdéji

Tit1 =T + v At

50Coz je splnéno, protoze nejsme v za4dném gravitaénim poli a provézek je nehmotny.
51Podrobnéji napf. v textu http://fyzikalniolympiada.cz/texty/modelov.pdf
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Vypocet pak providime iterativné. Dosazenim do (E) dostavame pro zrychleni
vyraz

45,02

i

Jak vypada takovy rekurentni vypocet, je vidét v tabulce E Graf zavislosti
polohy na case je pak na obr. [I7. Z grafu vidime, ze zavazi vykonavaji kmitavy
pohyb a jsme schopni urc¢it minimalni vzdalenost zévazi od stiedu provazku: r,, =
= 0,59 m. Nejkratsi délka provazku je tedy l,,, = 1,18 m.

Tab. 5: Numericky vypocet

t r a v
S m m-s—2 m-s—!

0,000 0,7308 -115,4 -0,1154
0,001 0,7307 -115,3 -0,2307
0,002 0,7305 -114,9 -0,3456
0,003 0,7301 -114,4 -0,4601
0,004 0,7296 -113,7 -0,5738
0,005 0,7291 -112,9 -0,6867
0,006 0,7284 -111,9 -0,7986
0,007 0,7276 -110,7 -0,9093
0,008 0,7267 -109,3 -1,0186
0,009 0,7257 -107,8 -1,1265
0,010 0,7245 -106,2 -1,2326

Diskuze

Z grafu je vidno, Ze vzajemnda vzdédlenost obou zavazi bude pfi jejich volném pohy-
bu vzdy vétsi, nez je klidova délka provazku. Tento vysledek muze na prvni pohled
prekvapit, ale Ize to jednoduse vysvétlit velkou hodnotu odstredivé sily po celou
dobu pohybu. Kvuli velké odsttedivé sile (kterd se periodicky méni) zistava prova-
zek vzdy napnuty a sila pruznosti bude zévazi pfitahovat k sobé (zaddné singularita
ve formé nulové vzdalenosti zavazi tedy nenastava. Taky nemusime fesit, zda bude
provézek zmuchlany pro [ < lp).

Déle se muzeme ptat, jestli se pruzina celou dobu mohla nachdzet v mezich
pruznosti. Lze jednoduse odecist, ze okamzitd vzdélenost pruzin se vzdy nachazela
mezi 1,18 a 1,46 m, pricemz klidova délka je 1 m. To by znamenalo, ze maximal-
ni relativni prodlouzeni je ¢ = 0,46, coz je jiz znacna hodnota. Pii skutecném
experimentu by se provazek u vétsiny béznych materidlt dostal za oblast meze
umérnosti, nejspise by prekrocil i mez pevnosti. Protoze ale nevime, z jakého ma-
teridlu je provazek vyroben, nelze k tomuto bodu vice dodat.

Nas vypocet tedy probihal za predpokladu, ze se zavazi nachéazeji celou dobu
v oblasti meze pruznosti.
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Obr. 17: Kmitavy pohyb

Uloha V.5 ... poutovy balének

Maédme balének s hmotnosti (po nafouknuti) m a objemem V naplnény héliem,
na kterém je privdzana (prakticky nekonecnd) stuzka s délkovou hustotou T =
= 10gm ™. Pfedpoklddejte izotermickou atmosféru, pro niz je zdvislost atmosfé-
rického tlaku p na vysce z dané vztahem p = poe ™=/ (20 je parametr atmosféry).
Balének polozime k zemi a poté ho uvolnime. Do jaké maximalni vysky balonek
vyleti?

Nejprve musime urcit vztah mezi vztlakovou silou a hydrostatickym tlakem.
Predpokladejme, ze ptfi posunuti se o néjaky maly kousek dz ve sméru osy z se
zméni tlak o dp. Pak plati

dp = o(2)gdz.
Zaroven plati Archiméduv zdkon
dp
dz "’

Dalsi silou ptisobici na baldnek je tiha balénku a stuzky dand vzorcem

sz—Vg() =V

Fe =mg+T192.
Nyni jiz mizeme formulovat Newtonovu pohybovou rovnici, musime si vsak

uvédomit, ze se ndm méni hmotnost, ktera vystupuje na levé strané.

d V =
L _ fpo—e 0 +mg—+T1gz.
dt Z0
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coz ze znalosti p = (m + 72) ‘(iii muzeme dosadit a rozderivovat jako soucin
(m+ )sz +7 dz* — bV % +mg +
TZ)—5 =——0e = Tgz.
a T 20 g7

V zadani je dira: s ménicim se tlakem muze balének ménit i objem a nevime
jak. Pro tuhy balén je V' = Vj, pro mékky izotermicky pV = poVh, pro adiaba-
ticky pV" = poVy® a realita bude nékde mezi. Zhrneme tedy vSechny moznosti do
jedné: p*V = pg'Vh, kde « je parametr mezi 0 (tuhy balén) a 1 (izotermicky mékky
balének, adiabaticky ma a = 1/k < 1).

Resime ted rovnici (bude se hodit nerozderivovany tvar)

v dz) = PO | g torgs (55)

5<(m+T)dt Z0

Rovnici chceme ,,zintegrovat® - prepsat ji do tvaru ,,Casova derivace funkce je 0;

prendsobime obé strany (m + 7z) if a zjistime, ze leva strana se da vyjadrit jako

i (o (3))

To jisté potfebujeme udélat s pravou stranou

dz  poVo dz —(1-a)=
2
m z) — — m z)—e =0
gmt72) - = —(m+72) 4
1ldm47z
Prvni ¢len: vyuzijeme pravidlo o deilvam slozené funkce, tedy upravime - <= =
dz 2dz d(m~+T7
=Fagm+12)E = 3%7””& 2"
Druhy ¢len: obecné spocteme (m + 72) gie k2. opét vyuzijeme pravidla o deri-

vaci sloZené funkce a sou¢inu a dostaneme (zv14st pro k = 0)

—kz
(m+ Tz)%esz = f%(m +72) dedt
- d 1 —kz Tdz —kz
T (k(m+Tz)e ) kdt©
4

Em4712)+7 _p.\
k2 ¢ ’

dz (m+712)?
(m+TZ)dt_dt< 27 >

o
=~

My méme k = (1 — a) > prava strana je tedy

d (g 3, poVozo m+ Tz —(—a) &
dt( (m+72)° +(1—a)2 ((1,0[) p” +T)e 0
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a z rovnice (@) plyne

Smr2)? (dz>2 — - (mt72)’

2 dt 37
_ poVozo ( o m+Tz ) —(1—a) =
(=E (1-a) o +7)e o
= konst. . (56)

7 pocatecénich podminek uréime integracni konstantu. Poustime z klidu, takze pro
nulovou vysku mame nulovou rychlost a konstanta je

g 3 poVozo ( m )
S S AL S A L .
37" 1-a)? ( a)zo T

Nés zajimd max. vyska z = z1, kde % =0, tedy

%(er T21)° — %mg’ =

B (1w )

- 7(’1’0%;;2 (-2 ) et (57)
- 0

Vytesme zvlast pripad a = 1 (délime nulou). Pak je prava strana (E) rovna

_poVo
20

+mg +T1gz;

zbytek je stejny a pro max. vysku dostaneme rovnici

g 3 3 PoVo 2 2
3 ((m+7'z1) —m ) = 9% ((m+7z1) —-m ) (58)
s TeSenim
2
3 [ poVo poVo m2  poVo
A= 217 \ 2920 met \/(2920) 3 + 3gZom

Na to, aby balén vzlétl, musi ovSem byt m < %.
Zpatky k (b7). Tuto rovnici nevyfesime obecné, jenom numericky, nebo miizeme

zkusit aproximovat. Nejdulezitéjsi je zbavit se exponencidly.

e (1 —a)z1 > zo: exponencidla jde k nule,

9 s_ 9 3NM( o )
ST(erTZl) 3r" T (1-a)? (1 a)ZoJrT ’

s TeSenim

1, 3 3poVonT< m ) m
~ = — (1 —a)— - —.
- T\/m Tot—ap 179 T
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2
e (1—a)z1 < zo: exponencidlu aproximujeme jako 1 — (1 — oz)z—(lJ +(1- a)Q%
0
a mame
1 —
TQZf%?)(p()‘/O_m) (m+Tz1)—3p0VO (T-I— ( a)m) 21,
20 2920 20
2
3 [ poVo poVo m?2 (4 )pOVO
amo | g9t (29z06> 5 7378 ™|
kde jsme oznacili f =1 — %

Vsimnéte si, ze pokud je balén mékky a izo‘cermickya7 tedy tlak a teplota se
rychle vyrovnéavaji s okolim, druhé aproximace plati pro libovolné vysky; v opacném
pripadé taky plati, ale jenom pro malé vysky. Prvni aproximace zas plati pouze
pro dostatecné izolovany balén a dostatecné velké vysky.

Pro bézné hodnoty (hmotnost fddové deset gramii, objem Fadové litr, zo = 7km)
balén vzlétne jenom do malé vysky - hlavnim divodem je tah a vdha stuzky.

Uloha V.P ... skli¢ka

Popiste zobrazovaci soustavy mikroskop (sloZeny ze 2 spojek) a Keplertuv daleko-
hled. Vysvétlete rozdil ve funkci a konstrukci mikroskopu a dalekohledu a nacrtnéte
prichod paprskii. Jak se da smysluplné definovat zvétseni pro dané optické prvky?
Odvodte pro zvétseni konkrétni vzorce.

Nejprve se podivejme, co musi obraz predmétu splnovat, abychom ho mohli vidét.
V oku je spojna ¢ocka, ktera z rozbihajicich se paprski vytvoii skutecny obraz na
sitnici. Soucasné je pro oko nejpohodlnéjsi, kdyz je obraz v déli, protoze nemusi byt
akomodovano. Proto, abychom néco v libovolné zobrazovaci soustavé vidéli, mél
by byt obraz idedlné virtudlni a v nekone¢nu. Jiny obraz (virtudlni{ nebo redlny)
mizeme také pozorovat, ale oko musi zaostfit tak, aby ho zobrazilo presné na
sitnici a nikam jinam.

Zékladni princip soustavy dvou spojek (Keplertuv dalekohled se také skldda ze
dvou spojek) tedy bude, ze prvni ¢ocka (objektiv) zobraz{ predmét do ohniskové
roviny druhé ¢ocky (okuldru) a ta poté vytvori obraz v nekoneénu®d. Hlavni rozdil
je, ze mikroskopem se zvétsujf blizké predméty (tedy se jednd o zobrazeni z blizka
do nekone¢na) a dalekohledem pfedméty vzdalené (zobrazeni z nekone¢na do ne-
koneéna). Objektiv dalekohledu tedy vytvofi meziobraz ve své ohniskové roving,
kam musime umistit také ohnisko okularu.

52pro a = 1 je tento vysledek stejny jako difv vypoéteny presné

53 Takovy obraz neni virtudlni v pravém slova smyslu, ale tento pripad lze interpretovat jednak
tak, ze se vytvori skutecny obraz v plus nekonec¢nu, nebo zZe se vytvori virtuadlni obraz v minus
nekonec¢nu, coz je presné to, co chceme.
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Oproti tomu objektiv mikroskopu vytvori meziobraz dédle nez ve své ohniskové

roviné, a to podle zobrazovaci rovnice

1 4 1 1

a ay fi]
kde a1 znaéi vzdalenost predmétu od objektivu, aj vzdilenost meziobrazu od objek-
tivu a f1 ohniskovou vzdalenost objektivu. Mikroskop ma typicky fixni vzdélenost
objektivu a okuldru, a co se d4 ménit, je vzdalenost a;. Oznacme A vzdélenost
blizsich ohnisek objektivu a okuldru tak, Ze je kladn4, pokud je ohnisko F; nale-
vo od ohniska F> (pro dalekohled by platilo A = 0). Potom mtZeme zobrazovaci

rovnici psat ve tvaru
1 1 1

a1+f1+A fi’ (59)
odkud lze vypocitat patticnou vzdalenost a;.

Kromé hvézdarskych dalekohleda jsou jesté dalekohledy na pozemské vzdale-
nosti, které se vSak od obou soustav ze zadani lisi — zobrazujeme predméty, ke
kterym se muzeme dostat relativné blizko, a ohniska okuldru a objektivu nesply-
vaji. Je tady jistd podobnost s mikroskopy. V tomto pripadé vsSak nelze ménit
vzdélenost a1, proto se méni vzdalenost A, kterou muzeme vypocitat se stejné
rovnice (pY).

N N
L
? '
1 F:
Fl = F 2

N2 Vv

Obr. 18: Prichod horizontalnich paprsku dalekohledem

Na obr. B a @ vidime prichod paprsku dalekohledem a na obr. @ pruchod
mikroskopem. Soucasné je na obrazcich vidét, ze do dalekohledu prichézi paprsky
z nekonecna a ohniska objektivu a okularu splyvaji. Déale je pfedmét blizko k mi-
kroskopu a na obr. R( je vyznacena vzdélenost A.

Smysluplné zvétseni je pomér thlovych velikosti, a to z jednoduchého diavodu.
Velikost obrazu vytvoreného na sitnici oka zavisi pravé na thlové velikosti predmé-
tu. Pro mikroskop (lupu a dalsi zobrazovaci soustavy na blizko) se porovnavd thel
obrazu v mikroskopu a thel predmétu v konvenéni zrakové vzdalenosti L = 25 cm.
Tato vzdélenost je zvolena proto, ze ¢im blize predmét je, tim vétsi ho vidime
(a zvétseni chceme porovndvat s nejlepsim moznym pozorovanim pouhym okem),
ale soucasné oko neni schopné zaostrit libovolné blizké predméty. Konvencni zra-
kova vzdélenost je blizkym bodem (nejblizsi bod, na ktery jsme schopni zaostrit)
prumérného lidského jedince.
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N N
Fl=F
F £
aT C2/1
Vv R
Obr. 19: Prichod sikmych paprskt dalekohledem
N N
Iy Fy
Fy 5
(%
\Z W

Obr. 20: Prichod paprskt mikroskopem

V pripadé dalekohledu nemtzeme pozorovat predméty v konvencni zrakové
vzdéalenosti, proto je treba zvétseni definovat jako pomeér thlovych velikosti télesa
v dalekohledu a bez dalekohledu. To mizeme udélat diky tomu, ze vzdalenost pozo-
rovanych pfedmétii je vyrazné vyssi, nez jak moc jsme schopni se k tém predmétim
priblizit (tedy toto zvétSeni nezavisi na nasi poloze).

P1i vypoctu zvétseni predpokladdame, ze tthlové velikosti pfedmétu i obrazu jsou
malé, tedy mizeme pouzit vzorce

sinz ~ x,

tgr~uw.
Tuto aproximaci muzeme pouzit, protoze mikroskopem koukdme na velice malé
predméty a dalekohledem koukame do velmi velké vzdalenosti. Jedna se o klasickou

paraxialni aproximaci.
Spoctéme nyni zvétseni mikroskopu. Uhlova velikost pfedmétu je

o= —,

L

kde y je jeho pri¢ny rozmér. Déle z podobnosti trojihelnikt na obr. @ vidime

Y 7;h7 — fac’

noA A
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kde h je pficna velikost meziobrazu (ktery je prevrdceny). Ted uz muzeme psét
vzorec pro thlové zvétseni mikroskopu
! 4 fife

K vypoctu zvétseni dalekohledu vyuzijeme obr. E Interpretovat ho mizeme
dvojim zpusobem, bud je predmét vycentrovany na optické ose a paprsky prichézi
od jeho horniho kraje (a y je tedy jeho polomér), nebo dolni okraj pfedmétu je na
optické ose, paprsky také prichdzi od jeho horniho kraje, ale y je jeho cely prumeér.
Uhel paprski a optické osy odpovids thlu e a thel findlnich paprski, mificich do
oka, s optickou osou je pravé thel o/. Z obrazku je vidét

h = fia = f2d,

kde jsme vSak nechali pro nazornost pouze kladnd znaménka. Protoze bude obraz
prevraceny, musime do vzorce pro zvétseni pridat minus. Nyni jednoduse vyjadiime
zvétseni dalekohledu ,

o« __h

I'= e~ R

Aby tedy dalekohled skutec¢né zvétSoval, musi mit okuldr mensi ohniskovou
délku nez objektiv. Nenechte se vsak zmdst tim, ze v tomto pripadé bude ob-
raz pfedmétu dalekohledem pti{¢né zmenseny (jak vidime na obr. @), zalezi totiz
predevsim na thlovém zvétseni.

Reélné vyuzivané zobrazovaci soustavy jsou slozené z mnoha zrcadel, hranoli
a cocek, které prevraci obraz a predevsim eliminuji vady zobrazeni — naprt. sférickou
a chromatickou.

Uloha VI.1 ... dost t&Zké kulomety

Na auto pripevnime dopredu dva kulomety, které vystreluji kulky o hmotnosti m =
= 25g rychlosti v1 = 500m-s~ "', kazdy s frekvenci 10 vystrelii za sekundu. Auto
se rozjede po roviné rychlosti vo = 80km-h™! a poté zacne strilet. Kolik néboji
vystrilime, nez auto zastavi? Béhem palby nepridavame plyn, odpor vzduchu a kol
zanedbavame. Tepelné ztraty uvnitr zbrani jsou taktéz zanedbatelné.

Soustavu auta, kulomett a vystrelenych projektili povazujeme za izolovanou. Bu-
de v ni tedy platit zdkon zachovani hybnosti. Budeme tedy uvazovat tak, ze auto
predava postupné svou hybnost vystielenym projektilaim. Poté, co vystfelime do-
statecny pocet projektili, jejichz celkova hybnost bude rovna pocate¢ni hybnosti
auta, auto bude mit nulovou hybnost a tedy bude stat.

Pokud bychom chtéli ilohu pocéitat presné, bylo by to ponékud komplikovanéjsi.
Projektily se pohybuji rychlosti v, vici autu, tedy velikost jejich hybnosti vici
vnéjsimu pozorovateli bude rovna p, = m(v, + va), pfiCemz rychlost auta se bude
pravé v dusledku strelby snizovat. Také se bude ménit hmotnost auta, jak budou
projektily vystrelovany. To by vedlo k itvaham a vypoctim podobnym tém, které
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se pouzivaji pfi odvozeni Ciolkovského rovnice (kde se vSak pocitd se spojitym
tahem motoru). My se pokusime situaci zjednodusit.

Rychlost projektilt vici autu v, = 500 ms~! je pomérné velkd oproti rychlosti
auta v, = 22,22ms"'. Na konci bude rychlost auta nulova. Jelikoz stiflime kulky
vzdy po stejném kratkém casovém tseku a auto bude zpomalovat ptiblizné linearné
v Case, muzeme odhadnout prumérnou rychlost projektild vici zemi jako

Vpp = W =511,1ms *.

Nyni je jesté tfeba zhodnotit zménu hmotnosti auta. Terénni pick-upy, které
jsou v nékterych oblastech bézné pouzivany jako nosice kulometi, vazi kolem 2t.
Pokud by auto vysttelilo celkem 2000 projektild, jejich celkovd hmotnost by byla
50kg. To tedy muzeme vzhledem k celkové hmotnosti auta priblizné zanedbat.
Podle zakona zachovani hybnosti tedy bude platit

Pcelk = Pa = Nppp 5
Mvg = Nmuyy, .
Z toho jednoduchymi tpravami ziskdme pocet vystielenych projektili.

_ Muv,
MVpp

Po dosazeni M = 2 t a zbylych hodnot dojdeme k vysledku, Ze je potfeba N = 3479
projektilu k zastaveni auta. Auto vSak pravdépodobné uplné presné nezastavi —
jeden vystrel jej zpomali na minimum rychlosti a nasledujici vystrel jej uz bude
odtlacovat zpét. Pokud by kulomety strilely nardz, bude situace podobnd, jen
projektily budou pak 2, tedy nabrana rychlost bude jesté vétsi. Rychlost vsak
bude pomérné mald, v ¥adu cms™'. D4 se odhadnout, Ze jeden vystfel by asi na
znovurozpohybovani auta nestacil.
Vidime, ze rozdil v hmotnosti auta bude ptiblizné 87kg. Celkové tedy bude
k zastaveni auta tfeba méné projektili v disledku ztraty hybnosti snizovanim
hmotnosti auta.
Jesté muze byt zajimavé pokusit se tlohu vyresit pomoci Ciolkovského rovnice
a porovnat ji s predchozim vysledkem. Hmotnost projektilti je pomérné mal4 a ka-
dence je vysoka, takze by spojitd aproximace mohla byt pomérné presna. Podle
Ciolkovského rovnice plati
mo
Av = v. log —
mi
V nasem pripadé je Av = vg, ve = vp, mo = My je pocateéni hmotnost auta
ami = Mo—m, je hmotnost auta bez vystrelenych projektild, kde my, je hmotnost
vystielenych projektilt. To nam po tpravach dava

myp = Mo(1 — eiﬁ)
Tedy hmotnost je priblizné 87 kg, celkem tedy 3478 projektili. To se lisi od vyse

spocitané hodnoty jen o 1 projektil. To je vcelku pozoruhodné. V predchozim
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vypoctu jsme pokles hmotnosti, ktery je nakonec asi 4 %, neuvazovali, zde jsme
vsak dosli k témeér stejnému vysledku.

Tyto vysledky muzeme nakonec porovnat s numerickym vypoctem, ktery uva-
zuje zmény hmotnosti a rychlosti po kazdém vystrelu. Dosli jsme k vysledku 3478
projektili. To velmi pfesné odpovidd nasim ptredchozim vypoctum, pii kterych
jsme vSak pouzili rizné aproximace, aby byl vypocet jednodussi.

Uloha VI.2 ... upadlo

Z jaké vysky nad povrchem neutronové hvézdy bychom museli ,upustit“ predmét,
aby dopadl na jeji povrch v rychlosti 0,1 ¢ (0,1 rychlosti svétla). Nase neutronovd
hvézda ma hmotnost 1,5nasobku hmotnosti Slunce a primér d = 10km. Zane-
dbejte atmosféru neutronové hvézdy a jeji rotaci. Zanedbejte relativistické korekce.
Srovnejte ale, jakého vysledku byste dosahli, pokud by pad probihal v homogennim
gravitacnim poli (které m4 intenzitu stejnou jako na povrchu planety) s tim, kdy
pad probihd v radidlnim gravitacnim poli.

Bonus: Uvazujte korekci na specialni teorii relativity v pripadé padu v homo-
gennim poli.

Samoziejmé se na zacatek domluvime, ze do hvézdy nebudeme hézet nic, co mé
hmotnost fddové srovnatelnou s hvézdou, tj. necht hmotnost naseho testovaciho
predmétu je zanedbatelna.

Prvni odhad vysky potrebné k nabrani 0,1 ¢ stanovime uvazovanim homogen-
niho gravitacniho pole. V takovém poli je intenzita gravitacniho pole ve vsech
bodech stejné. Intenzita homogenniho gravita¢niho pole je ekvivalentni gravitac-
nimu zrychleni na povrchu hvézdy

g8 = & = G%Q €r,
m r
kde m je hmotnost predmétu, M je hmotnost neutronové hvézdy a e, je jednotkovy
vektor smétujici do stredu hvézdy.
V takovém poli vypocitdme dopadovou rychlost z rovnice

v =1 + gt,

kde dosazujeme vg = 0. Ziskame dobu padu ¢, pomoci které jiz jsme schopni
vyjadrit pocatecni vysku
1,  d*(0,1¢)®

h= =gt

5 oy = p6sm.

Pokud uvazujeme radidlni pole a vychézime ze ZZE, stanovime si kinetickou energii
pri dopadu jako rozdil potencialnich energii pti upusténi a pii dopadu
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Po dosazeni v =0,1c a R =r — d/2 se dostdvdme k vyjadieni potfebné vysky

= — 1 1| % s7om,
1_(0,10) d 2
4GM

Bonus

Pracujme v ststave, kde sa neutréonova hviezda nehybe. Intenzita tiazového pola tu
zostava rovnaké a tieZ sa nemusime zaoberat kontrakciou dizky / dilatdciou ¢asu
(tie existuju len v ststave spojenej s predmetom); jedind zmena je, ze hmotnost
predmetu zavisi na jeho rychlosti podla dobre zndmeho vztahu

9N\ —1/2
v
m = Mo 1——2 .
c

Druhy Newtonov zakon stale plati, musime ale pocitat so zmenami hmotnosti
a pouzit ho v tvare

dp  d(mv)
F = = — =
9= at
Rozderivovanim dostaneme
m, —md—Uer 171}—2 73/2£d—vv—m@ L
g=mg Tme 2 adr’ " Mary -2

kde mozeme vykratit m a zintegrovat (vyuZzijeme v(0) = 0) na
t
v =ctgh 9
c
Dréhu prejdent za dany cas dostaneme ako

2
h(t) = /vdt: C—lncoshg—t,
g c

z ¢oho pomocou vztahu tgh?z = 1 — cosh™2 z dostaneme

&2 v? d?c? v?

Pre v = 0,1 ¢ vychadza h = 56,8 m. Rovnaky vysledok by sme dosiahli aj pri pouziti
zédkona zachovania energie

E = +/m3c* + p?c?.
Vdaka malej rychlosti a hustej hviezde st vSetky tri vysledky velmi podobné, ale
keby sme chceli pocitat s nehomogénnym polom, vidime, Ze musime uvazovat aj
Specialnu relativitu, inak vysledok ovela presnejsi nebude. Dokonca vtedy potre-
bujeme aj vSeobecnu relativitu, ktorda zmeni vysledok o dalsie desiatky percent -
to sme vam ale za bonus dat nechceli.
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Uloha V1.3 ... relativisticky Zenoniiv paradox

Superman a Flash se rozhodli, zZe si daji zavod. Zavod se kond v hlubokém vesmiru,
protoze na Zemi neni dostatecné dlouha rovna plaz. Flash, protoze je pomalejsi,
startuje s délkovym ndskokem | pred Supermanem. Flash v jednu chvili vybéhne
s konstantni rychlosti vr srovnatelnou s rychlosti svétla. Ve chvili, kdy si Superman
vsimne, ze Flash vybéhl, vybéhne také, a to konstantni rychlosti vs > vr. Za jak
dlouho Superman Flashe doZene (z pohledu Supermana)? A za jak dlouho Flashe
dozene Superman (z pohledu Flashe)? A byl viibec zdvod spravedlivé odstarto-
van, resp. dokdzali byste vymyslet spravedlivéjsi zptisob (pricemz ndskok I mé byt
ponechdn)?

Velmi efektivni metodou, jak fesit kinematické tilohy specidlni teorie relativity, jsou
prostorocasové diagramy. Jde o graf, kde na vodorovnou osu vynasime prostoro-
vou soufadnici a na svislou ¢as, resp. hodnotu ct. Jedna udélost je pak v grafu
reprezentovana bodem a svétoc¢dra (historie hmotného bodu) éarou. Protoze je
rychlost svétla v rdmci STR vyznamnou konstantou, zakresluje se do diagramu
i tzv. svételny kuzel, tedy svétocary = = +ct.

\\ Ct //

Obr. 21: Casoprostorovy diagram situace.

Pro feSeni nasi tlohy bude nejjednodussi vychazet z diagramu @ vztazeného
vuci pozorovateli stojicimu v klidu v misté, ze kterého startuje Flash. Na diagra-
mu vidime, presné dle zadédni, Ze Superman stoji, nez k nému dorazi informace
o vybéhnuti Flashe, poté vybih4 také.

Nyni urceme souradnice udélosti, kdy a kde se Superman s Flashem potkaji,
a také, kdy pro né zacneme méfit cas. Uvédomit si, ze zdlez{ na udalosti, odkud
pro oba zavodniky mérime Cas, a tyto udédlosti rozumné zvolit bylo soucasti zadani.
My si zde pro kazdého ze zadvodniku zvolime jako pocatek udalost, kdy dany hr-
dina ze svého pohledu vybéhl. Soufadnice téchto pocéatkl jsou (ctro, zro) = (0,0)
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pro Flashe a (ctso,zs0) = (I,—1) pro Supermana. Soufadnice udédlosti, ve které
Superman dozene Flashe, ziskdme Fesenim soustavy rovnic

T = vrt

z+1=ws (t—£> ,
c

coz jsou rovnice prislusnych primek v diagramu. Souradnice zminéné udélosti jsou

(cte,zc) = (s (17 ”l) )
Vs — UF C

Tyto ¢asy a vzdélenosti jsou ale méfeny v klidové soustavé. Pokud chceme urcit
¢asy z pohledu zavodniku, tedy jejich vlastni ¢asy, musime vzit v dvahu dilataci
casu

v

2
AT = At 1—(7) ,
c

kde AT je interval vlastniho ¢asu, At interval ¢asu v klidové soustavé a v rychlost
daného hrdiny vucéi klidové soustavé. Odectenim cast udélosti v klidové soustavé
a aplikaci dilatace ¢asu pak dostdvame vlastni ¢asy Supermana a Flashe

l ¢+ vp

( )Vli(v?s>2:cvs—vpvli(v?s>2’
Are = (to — tro)y /1 — (%F): gﬁ,h_ (%F)Q.

Zavod ale nebyl odstartovan prilis spravedlivé, z pohledu Supermana i Flashe
vybéhl Flash diive, nez Superman® Pokud bychom ale na pili cesty mezi Super-
mana a Flashe postavili pozorovatele, ktery by zdvod odstartoval (napf. bliknu-
tim baterky do obou smért) a oba zdvodnici by vybéhli ve chvili, kdy by k nim
tento signal dorazil, vybéhli by z pohledu Supermana i Flashe soucasné. Pro upl-

Ats = (tc — tso

nost dodejme, zZe z jejich pohledu by zavod trval Ats =1/(vs — vr)y/1 — (vs/c)?,

resp. Aty =1/(vs — vr)y/1 — (vr/c)?.

Uloha V1.4 ... zasttel si svého potkana

Mirek by rad zastrelil potkana, kterého vida na kolejich. Pripravil si tedy jednodu-
chou vzduchovou pusku, kterou si mizeme modelovat jako trubku s konstantnim
prifezem S = 15mm? a délkou | = 30cm, kterd je na jedné strané uzaviend
a na druhé otevrena. Do ni se chysta Mirek umistit naboj hmotnosti m = 2g,
ktery trubku akorat utésni, a to ve vzdalenosti d = 3cm od uzavreného konce.
Néboj zde zatim necha upevnény v klidu a natlakuje uzavienou cast trubky na
urcity tlak po. Posléze naboj uvolni. Chce, aby na konci usti byla rychlost naboje

54Poznamenejme, ze soudasnost se nesiif se svételnym kuzelem, ale odpovid4 konstantni asové
souradnici daného pozorovatele. Superman tedy sice vidél vybéhnout Flashe ve chvili, kdy
vybihal i on sdm, ale stalo se to v jeho minulosti.
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minimélné v = 90m-s~*. Poradte mu, na jaky tlak by musel vzduchovou pus-

ku natlakovat, aby naboj vysel s takovou rychlosti, pokud by plyn byl idedlni,
a diskutujte realisticnost usporadani. Predpokladejte, Ze naboj je uvoliovan kva-
zistatickym adiabatickym déjem, kde k = 7/5, protoze se jednd o dvouatomovy
plyn. Uvazujte, Ze z vnéjsku piisobi na naboj atmosféricky tlak p. = 10° Pa. Zane-
dbejte energetické ztraty vyvolané trenim, odporem vzduchu a stlacovanim plynu
pred nabojem.

V nasom pripade je hnacou silou strely stlaceny plyn. Budeme sa riadif Poissono-
vym zakonom pre idedlny plyn

pV" = konst .

Pri vystrele v Mirkovej pusky plyn zvacsuje svoj objem, ¢im tlaci ndboj dopredu.
7 toho vidime, ze objem plynu V a tlak p v nejakom Case mo6zeme popisat ako

_ VO

P = Dpo Ve

Nakolko je prierez hlavne S konstantny, mézeme predchddzajicu rovnicu prepisat

ako
Sd\" d\"
v=m(g) =m(3) -
T T

Doteraz sme uvazovali, Ze naboj je tlaceny z jednej strany stlacenym vzduchom,
no z druhej proti pohybu ni¢ nekladie odpor, ¢o ako tusime, nemoéze fungovat.
Uvazujeme, Ze oproti gulke pdsobi atmosféricky tlak p,. Vysledné silové posobenie
na projektil v hlavni bude dané rozdielom tychto dvoch tlakov, ¢ize plati

/ a\"
P =po\~-) —Pa-
T
Tlak, ako vieme uz zo zdkladnej Skoly, sa prejavuje ako urcité silové posobenie

sily F' na plochu S. Vdaka tomu, ze hlaven mé prirodzene konstantny prierez ,
mozeme silu tlac¢iacu naboj vyjadrit v tvare

/ a\”
Fesi=s(n(Z) ).
€T

Z druhého Newtnovho pohybového zakona plati, ze ak na teleso o hmotnosti m
v inercidlnej vztaznej sustave, posobi sila F, tak potom sa zacne pohybovat so
zrychlenim o velkosti TIZ’ a teda mozeme pisat

ma=s (o (&) ).

Ako mnohf iste viete, zrychlenie v urcitom ¢ase t mézeme zistit ako prvi deriviciu
rychlosti podla ¢asu, alebo druhi deriviciu drahy podla ¢asu. Z vety o derivacii
zlozenej funkcie potom ziskavame

B (o (2) )
ma_mdmdt_mdxv_ Po - Pa |
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¢o je linedrna diferencidlna rovnica prvého radu, ktori budeme riesit metédou
separdcie premennych. Po separicii dostdvame

mvdv = § (po (g> fpa> dz
T
v l
d K
/mvdv = /S (po (f) fpa) dx
T
0 d

ar (dl—n _ ll—n)

2_
3mv =5 | po k1

7pa(lid) )

odkial po vyjadreni tlaku ziskavame

(k—1) (%mvz + Spa(l — d))
Sds (d—~ —11—%) -

Po =

Po dosadeni hodnét dostdvame po = 1,256 - 107 Pa, teda asi 126 atmosfér.

Realistickost usporiadania

Ako vidime, vysledny tlak vysiel dost velky, ¢ize vzhladom na usporiadanie nemé-
zeme povazovat plyn za idedlny. Pri pocitani s idedlnym plynom sa zanedbava
vlastny objem molekil a prifazlivé sily, ktoré zohladnuje Van der Waalsova rov-
nica, popripade mézeme pouzit este viridlnu stavovi rovnicu. S tym vznikd dalsia
otazka, a to, akym plynom Mirek zbran natlakoval. (Bezné st okrem vzduchu
CO, a N,.) V pripade, ze by neslo o €isto dvojatémovy plyn, vychddzali by sme
z Daltonovho zakona.

Pri vypoctoch sme zanedbali odpor vzduchu, ktory by aj tak nemal velky vplyv.
V hlavni sa Cast energie dalej spotrebuje na roztocenie projektilu a ziroven sa
vylaci uréité teplo pri treni projektilu v hlavni, teda mozno ocakavat, ze tlak bude
o nie¢o malo vacsi ako nas vysledok.

Pre informéciu uvedme, ze vzduchové zbrane podliehajice ohlaseniu by mali
mat tustovi energiu viac ako 16 J. Nakolko avsak energia projektilu Mirkovej vzdu-
chovky tesne po tom, ¢o opusti hlaven, je len 8,2 J, Mirek mo6ze nadalej beztrestne
strielat po potkanoch na koleji.

Porovnanim s redlnymi vzduchovkami zistime, ze tlak v komore pre podobné
ustové rychlosti sa skuto¢ne pohybuje v rddovo desiatkach az stovkach atmosfér.

Uloha VI.5 ... pretdhni ho pres prsty

Maéame homogenni ty¢ konstantniho prurezu délky | pripevnénou na jednom konci
k oto¢nému kloubu. Na pocatku sméruje ty¢ primo vzhiiru a jsme v homogennim
tithovém poli velikosti g. Ty¢ se vlivem mirného zavanu vétru zacne otacet a ,padat*
doli, ale stéle je drzena otocnym kloubem. S jakym zrychlenim se bude pohybovat
konec tyce v priibéhu casu?
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Ozna¢me uhol odklonu tyce od nestabilnej rovnovaznej polohy ¢¥. Z geometrie
situdcie vidime, 7e tiazovd sila mé vodi osi prechddzajicej kibom moment 7 =
= gmlsin(9¥)/2, kde m je hmotnost tyc¢e. Moment zotrvacnosti tyce voéi osi pre-
chéadzajiicej kolmo jej koncom je I = ml? /3. Mozeme teda rovno napisat pohybovi
rovnicu

9 =r,
=39 Ging (60)
T2 '

RieSenie tejto rovnice ale nie je zjavné, skisme teda pouzit iny pristup. Ak za-
nedbame trenie v kibe, bude sa v tejto ststave zachovavat energia, z ¢oho vieme
jednoducho napisat diferencidlnu rovnicu prvého radu, kedze kineticka energia bu-
de v kazdom bode rovna poklesu potenciilnej energie

%hé@ = mgAh,
19° = 3g (1 — cos¥) ,

_w [,
V1 —cos? 1

kde Ah je pokles vysky taziska tyce. Tu vidime to, ¢o by sme cakali, poloha ¢ =
= 0 je rovnovazna a teda musime zacaf s nejakou konecnou vychylkou ¢ < 1, aby
ty¢ zacala padat. Treba si ale uvedomit, ze rovnicu sme dostali za predpokladu,
ze pokles potencidlnej energie voc¢i polohe ¥ = 0 ddva kineticki energiu (aspon
priblizne), ¢o v pripade, ze zac¢iname s vychylkou € znamend, ze mé ty¢ v tomto
bode kinetickt energiu, akoby do tejto polohy spadla z nehybnej rovnovaznej po-
lohy, a teda v Case t = 0 je jej uhlova rychlost nenulova. Toto ale nie je zasadny
problém, jednak preto. Ze predpokladdme malé hodnoty &, kedy rozdiel energii na
zaciatku zavisi od 52,5, a tiez preto, Ze takto za¢iname v situdcii, do ktorej by sme
sa dostali pAdom z menSej pociato¢nej vychylky. Teda volbou nejakej inej (nenu-
lovej) poéiatoénej vychylky len postivame ¢as t = 0 do iného bodu, ale nemenime
spravanie systému. Cim mensiu vychylku ale volime, tym viac musime ¢as postvat,
a nulova vychylka je v case —oo; vieme spocitat iba cas padu z nejakej vychylky
¢ > 0. Pripadne by sme si vystadili s predpokladom ¢ # 0 v bode ¢ = 0.

Integral 1/4/1 — cos® ale stéle nie je trividlny, pouzitim vhodnych goniomet-
rickych identit a substiticii (alebo vhodného softwaru) dostaneme

dd ¥
)
/ 1 — cos?d A

z ¢oho dostavame riesenie diferencidlnej rovnice

V21In (tg g) —v2In (tgi) = 37915, (61)

55Vo vyraze pre pokles energie by sme dostali dalsi ¢len tvaru 1 — cos e
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Presunutim ¢lena s € na druhi stranu rovnice hned vidime, ze poc¢iato¢nd vychylka
je naozaj len posunutie v ¢ase. Z tohto mozeme vyjadrit 9(t) ako

3
¥ = 4arctg (tg Ze 251”) .

Tvar tejto funkcie pre 2 rézne diiky tyce vidno na obrazku a

Obr. 22: Vyvoj uhla odklonu od osi v ¢ase pre 2 diiky tyce a pociato¢ni vychylku
e =0,01rad

V tlohe sa ale pytame na zrychlenie, to mézeme vyjadrit z rovnice (@), kedze
vieme ze radidlne zrychlenie je nulové (dlzka tyce je konstantnd), bude zrychlenie
koncového bodu tyce dané

a:lﬁzsgsinﬁ,

kde staci za ¢ dosadit z predoslého. Pouzitim

3

T —x
sin (4arctge) =4——,
( gz) @17
a tge/4 &~ /4, oznadujic
39
X - 2l ’
dostaneme . 5 3t
166Xt — £2e®X
a(t) = 24ge © = e

(e2e2xt +16)°
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15 T T T T T T T
T =
10 | | | : f=2m o

a
m/s?

: e
NEERIVAARE

~

Obr. 23: Vyvoj zrychlenia koncového bodu v ¢ase pre pociatoénu
vychylku € = 0,01 rad

Dostaneme takto graf zrychlenia na obrdzku @ Este mozeme skontrolovat, ze
tento graf vyzerd tak, ako by sme ocakévali; v Case ked tyC prechadza spodnou
rovnovaznou polohou je zrychlenie nulové, v bode s ¥ = n/2 je zrychlenie ma-
ximélne a v bode ¥ = 3n/2 minimdlne, pricom v tychto bodoch je jeho velkost
podla (@) Amax = 39/2 = 14,7m/s nezévisle na dizke tyce.

Uloha VI.P ... vypatujici se asteroid

Umistime hodné velky kus ledu, dejme tomu o pruméru 1km, do blizkosti hvézdy
podobné Slunci na kruhovou drédhu. Blizkost je tak velkd, Ze rovnovazna teplota
¢erného télesa by v této vzdadlenosti byla zhruba 30 °C. Co se bude dit s takovym
asteroidem a jeho drahou? Asteroid nemé& vazanou rotaci.

Na zaciatku mame jedno zanedbatelne malé teleso obiehajice okolo Slnka po
kruhovej dréhe, ¢o je jednoduchy pripad problému dvoch telies (kde po cely cas
ratame s tym, ze mensie teleso je oproti viadsiemu zanedbatelne hmotné). Kedze
kométa sa bude pri takejto teplote vyparovat, (kométy sa vyparuji vzdy, pokial
ich teplota je vacsia ako 0K) s ¢asom sa bude menit hmotnost kométy. Ako bude
teda poOsobit tato zmena hmotnosti na drahu kométy?

Vieme ze drdha kométy je kruhovd (zo zadania). Pre kruhovd drdhu, v pripade,
7ze hmotnost obiehajiceho telesa je zanedbatelnd oproti hmotnosti centralneho,
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plati rovnica

v? M
r 2’
kde v je obezné rychlost obiehajiceho telesa, G je gravitacnd konstanta, M je
hmotnost centrdalneho telesa a r je polomer drahy obiehajiceho telesa. Ako mozeme
vidief, tento vztah nijako nezavisi na tom, aka je alebo ako sa meni hmotnost
mensieho telesa. NavySe na kométu mozu pdsobit len sily v radidlnom smere (tym
sa budeme venovat neskdr). Z toho vieme, ze hmotnostny tbytok kométu nijak
neovplyvni. Napriek tomu chceme ale vediet, asi ako rychlo sa taky asteroid bude
roztapat.

Kedze kométa je kus cistého ladu a lad je krystal, na jeho roztdpanie sa moz-
me pozerat z roznych uhlov pohladu. Skisime uhol pohladu nezahinajuici fyziku
skupenskych premien krystalov latok z viacerych molekul. Napriklad ten, ze kus
ladu je v tepelnej rovnovihe v case ¢ = 0. S plynutim casu rdtame, ze asteroid
rotuje rozumne tak, ze sa kométa ohrieva na celom povrchu z dlhodobého hla-
diska rovnomerne. Na jej povrchu sa ohrievaju len najvrchnejsie vrstvy atémov,
tie s nejakou uc¢innostou predavaji Cast energie spodnej vrstve a ta zase spodnej
a tak dalej az po stred. Rozdiel teplét na povrchu a v strede tak moze byt za
predpokladu dostatocného dopadajiceho vykonu, ktory vyrazne prekond efekt vo-
divosti ladu, nezanedbatelny. Teraz sa pozrime na to, ¢o sa deje na povrchu. Mame
krystalickti mriezku molekil, pricom kazdy atém kmitd v mriezke inou rychlostou
a s inou vlastnou energiou kmitania. Spocitat to, akd energiu potrebuje molekula
na povrchu krystalu na to, aby opustila krystal len z posobenia sil v molekularnej
mriezke, je zrejme velmi zlozita fyzika, presne té, ktorej sa chceme vyhnit. Avsak
vieme si pomoct termodynamikou, v ktorej nepotrebujeme poznat mikroskopické
procesy — tie st dostatocne popisané znamymi fyzikélnymi veli¢inami, napriklad
skupenskym teplom sublimécie ladu pri nulovom tlaku. Uvidime, Ze aj tabulkova
hodnota ndm prezradi, kolko energie treba dodat na to, aby sa dané mnozstvo ladu
z kométy odparilo.

Vezmime pripad, Ze schopné odparit sa hned pri potrebnej energii st ¢astice na
povrchu latky (rozumny predpoklad je do hibky tak 5-10 astic). Ak by bol vykon
ziarenia dopadajiceho za dostato¢ne maly ¢asovy tsek na cely povrch kométy taky,
ze by sa celd tato povrchova vrstva okamzite odparila, tak by sme mohli vedenie
tepla zanedbat a ratat, ze za ten kratky casovy tusek sa vypari ist4 povrchova vrstva
kométy a zvysok kométy to nijak neovplyvni. Aby sme cely ¢as len neteoretizovali,
skisme spocitat, v akych rddoch sa pohybuje ¢as, za ktory sa pri tomto procese celd
kométa roztopi. Najprv si z danej teploty absolttne Cierneho telesa (ACT) urc¢ime
ziarivy vykon, ktory dopadd na povrch kométy. Vykon dopadajici na absolitne

cierne teleso vo vzdialenosti kométy s prierezom S je
Ry

Pl = ;S'¢Si2
Ry

kde ®g je slnecna konstanta pre Zem, Rz vzdialenost Zeme od Slnka a Ry je vzdi-
alenost, v ktorej sa nachddza kométa. Tu nie je jasné, o aké ACT sa jednd — rovno-
vazna teplota zavisi od jeho povrchu aj rozlozenia teploty na nom. My uvazujme,
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ze to nie je gula, ale ploché teleso, ktoré je k Slnku stale privratené jednou stranou
(najjednoduchsi tvar) a chladné na druhej strane. Potom vieme vykon vyziareny
takymto ACT s teplotou The, = 30°C ako

Py = SoTh

(dosadzujeme absolitne teploty v K).

Z rovnovahy ziarivych vykonov Pi = P» vieme dopocitat vzdialenost, v ktorej sa
nachidza nase myslené ACT a teda aj kométa. Po dosadeni hodnét zistime, Ze ko-
méta sa nachadza niekde za drédhou Marsu (1,69 AU). Na nasu kométu svieti Slnko
tiez s vykonom Py, ¢o pre S = nR? (R je polomer kométy) vychadza 0,48 kW-m 2.

Pre zaciatok budeme ratat, ze sa vsetka energia, ktort kométa naspét nevyzia-
ri, spotrebuje na subliméciu hmoty z kométy. Z fazového diagramu vody pri nulo-
vom tlaku®™ vieme priblizne od¢itat maximéalnu hodnotu termodynamickej teploty
povrchu, pri ktorej kométa dokaze existovat ako kus ladu a neddjde k jej sublima-
cii T =~ 200K. Cast dopadajiceho vykonu sa strati tym, Ze kométa vyzaruje ako
ACT s teplotou najviac T. Miniméalny vykon, ktory sa musi vyuzit na sublimovanie
kométy, je teda rovny

P = T[RQO-T;ét — 4nR*oT".

Mbobzeme vidiet, ze kométa prijima Ziarenie zo Stvrtiny povrchu, ale vyzaruje z celé-
ho povrchu. Je to analogické tomu, akoby bola na celom povrchu ozarované 4-krat
slabsie. Teraz podme zratat, ako rychlo sa vypari. Kedze ked sa bude vyparovat,
bude sa zmensovat jej povrch a s nim aj mnozstvo absorbovaného ziarenia ko-
métou, je rozumné najst model roztipania kométy, ktory nezavisi od jej plochy.
Na subliméiciu Tadovej vrstvy s hriibkou AR potrebujeme teplo 4nR2ARpl, kde
I = 28MJkg ! je skupenské teplo sublimicie a ¢ = 900kg-m~2 je hustota Ia-
du. Zanedbajme teplo potrebné na zohriatie ladu na teplotu povrchu, to je dost
malé. Tiez zanedbajme zavislost [ na teplote a tlaku — pri atmosférickom tlaku
a teplote 0°C je teplo potrebné na sublimiciu molu Tadu cca 51kJ a pri teplo-
te —30°C je to 51,1kJ, na jeden kilogram je to teda zhruba 2,8 MJ aj vo vdkuu
pri teplotach okolo —70°C. Za maly ¢as At sa na subliméciu teda spotrebuje teplo
PAt = 4nR2ARpl, z &oho dostavame

% = % (inét —T4) =12-10 %ms "',
Cel4 kométa by sa mala vyparit za 1km/1,2-107% m-s~! = 3000 rokov. Tento odhad
samozrejme nie je velmi presny, lebo teplota povrchu kométy moéze byt tplne ind
a na druhej strane sa nemusi vsetko teplo dokonale spotrebovatf na subliméaciu.
Skusime sa teraz pozriet na celi udalost z mikroskopickejsieho hladiska. Vezmi-
me velkost jednej molekuly vody ~ 0,1 nm a ratajme, Ze vyparit sa za maly cas At
maji $ancu molekuly z hibky d ~ 1nm (cca desiatky molekil pod povrchom).
Ak neuvazujeme vyzarovanie vrstvy ladu, na ktoru teplo dopadne, tak ratame,
ze na plochu S dopadne za ¢as At teplo, ktoré sa rozdeli medzi Tad o hmotnos-
ti dSp. Toto teplo musi Tad roztopit, teda dSgl ~ SoTx,At. Ak by sme ratali At

a

56http://wwwl.1lsbu.ac.uk/water/water_phase_diagram.html
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naozaj maly, napr. stotinu sekundy, tak dostaneme d ~ 2nm, ¢o skuto¢ne zodpo-
vedd predpokladom. Kedze sa jedna len o hrubé odhady, mézeme byt s hodnotou
odparu 2 - 10 nm-s~! celkom spokojni.

Tymto tempom vieme usudit, ze za jedini sekundu sa (za predpokladu, ze
asteroid je absoltutne ¢ierny — mimochodom velmi rozumny predpoklad, pretoze
je zname, ze kométy su azda najciernejsie objekty v Slnecnej sustave — a teplo
nevedie, resp. vedie len tak pomaly, ze vSetok dopadnuty vykon sa spotrebuje len
na subliméciu a zohriatie pary na povrchu) dokaze odparit zhruba 200 nm z celého
polomeru kométy, ¢o znamend, za predpokladu, Ze sa nezmeni jej vzdialenost od
Slnka, ze celd vysublimuje za tgqeath ~ 150 rokov.

Tu sme pouzili iplne iny model a dostali aplne iny vysledok. Neuvazovali sme
vyzarovanie kométy ako ACT, namiesto toho sme predpokladali, ze dopadajica
energia sa celd spotrebuje na sublimdciu (a pripadne aj nieco iné, napr. dodato¢né
zahriatie) malej povrchovej vrstvy ladu. Podme sa teraz pozriet, aké efekty by
mohli ovplyvnit drdhu nasho asteroidu (vieme, Ze samotnd zmena hmotnosti to
nesposobi).

Na vsetky telesd v slnecnej stistave neustale posobi tlak ziarenia. Ten ma tym
vacsi vplyv, ¢im je teleso vécsie, odrazivejsie a lahsie. Prvy parameter vypoveda
o tom, aka velkd je plocha, na ktorti dopadaji slnecné fotény, ktorych hybnost
sa vyuzije, druhy to, aka ¢ast hybnosti foténov sa premeni na hybnost telesa (pre
priesvitné teleso je to 0%, pre cierne 100 % a pre tplne odrazivé 200 %). Treti
parameter hovori o tom, aky bude mat tymito foténmi generovand sila pomer
voci zotrvacnosti, to znamend, ako velmi ovplyvni celkovo drahu asteroidu. Nas
asteroid je cely z vody, méa tvar gule a je 1km velky. Ratame, Ze je absolitne
¢ierne teleso a nachadza sa vo vzdialenosti 1,69 AU od Slnka. To st vsetky hodnoty,
ktoré potrebujeme k odhadu tejto sily. Postupovat budeme tak, ze si zratame, akt
hybnost maji dokopy vsetky fotény, ktoré dopadni na asteroid. Tato hybnost sa
pripocita k hybnosti asteroidu v smere kolmo pre¢ od Slnka.

Za sekundu dopadne na 1 m? celkom 480 J energie. To je na cely povrch 1,5 GJ.
Fotén s energiou £ ma hybnost

p=—
c
¢o nezavisi na vlnovej dizke. Celkova hybnost dastic, ktoré dopadni na kométu
za dany Cas, je teda cca 5kg-m-s~!. Ratame s tym, Ze kométa je absolitne Gierne
teleso, teda tato hybnost sa premietne do zmeny hybnosti celého telesa; prirastok
hybnosti za cas je zaroven sila, ktord tlaci kométu od Slnka. Zrychlenie smerom
od Slnka udelované kométe Slnkom bude
Ap(t)

T om(t)At’

kde Ap(t) je hybnost Castic, ktoré dopadni za maly ¢as At, a m(t) je hmotnost
v Case t. Udelent hybnost ako funkciu ¢asu vieme zapisat ako

T0 —kt)2

To

p(t) = po (
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kde po je hybnost za Cas na zaciatku, ro je polomer kométy na zaciatku a faktor
k= 0,009m-d"* je vyjadrenim rychlosti zmenSovania polomeru (pre ¢as roztope-
nia 300 rokov). Hmotnost ako funkcia Casu je

4 P
m(t) = 3 (ro — kt)' 0,

kde o je hustota ladu. (Ak budeme pocitat s hustotou vody, rddovo to nezmeni
vysledok.) Rychlost, ktori by za éas 7 ziskala, je teda rovna

v — 3po 1 __3po Iy 0
0 dnrdoro — kt drriok o — kT

Kinetickd energia kométy sa tym zvysi najviac o mwv?/2; tito energia je dostatoénd
na to, aby sa kométa vzdialila od Slnka o

_ v? R}

- 2GM’

kde M je hmotnost Slnka. Teraz si potrebujeme zvolif ¢as 7 — horni medzu in-
tegralu. Nemdzeme zvolit Cas, za ktory sa kométa rozpusti (ro/k), to by integral
divergoval; nech to je teda 99,9 % tohto ¢asu. Vzdialenost s, o ktort sa vzdiali ko-
méta od Slnka vplyvom tohto efektu, je potom rovna priblizne 200 m, teda poloha
kométy sa prakticky nezmeni. Predpoklad, Ze sa aj mnozstvo energie absorbované
do jednotky plochy nezmeni, je teda spravny.

Dalsim efektom, ktory by potencidlne vedel ovplyvnit drahu kométy, je tak-
zvany Yarkovského efekt. Ide tu o to, Ze musime ratat s tym, ze tak ako prijatie
foténu hybnost dodéva (t.j. ak absorbujeme fotén z jedného smeru, dodd ndm to
hybnost v smere, v akom letel fotén), tak emitovanie foténu hybnost odoberd, t.j.
ak emitujeme fotén, ziskame rovnako velkd hybnost ako mal fotén, len v opa¢nom
smere ako ten, ktorym vyletel fotén. Vieme si to predstavit ako delo, ktoré vystreli
gulu jednym smerom a trochu ho to rozhybe smerom druhym. Ak teda mame ab-
soluitne Cierne teleso, ktoré emituje rovnaké fotény na vsetky strany rovnako, tak
sa tie hybnosti navzajom vykompenzuju a celkova hybnost tohto telesa spésobend
tymto javom je 0. Avsak ak mame teleso, ktoré je na jednej strane teplejsie ako na
druhej, tak désledkom toho majui fotény emitované jednym smerom nizsiu energiu
(hybnost) ako fotény emitované z druhej strany a teda vyslednd zmena hybnosti
takéhoto telesa je nenulova.

V predoslych vypoctoch s nasou kométou ratame s tym, Ze jej teplota je na
celom povrchu konstantnda, Yarkovského efekt by sme teda pozorovat nemali, ale
ak by sme aj pripustili rozdiely teplot na povrchu, dé sa lahko overit, Ze na zmene
polomeru drahy kométy to bude mat vzdy mensi efekt ako tlak ziarenia. Konkrétne
ak by mala na privratenej strane kométa teplotu ACT v danej vzdialenosti a na
odvratenej 0K, tak by sa hybnost emitovanych termélnych foténov rovnala hyb-
nosti foténov prijatych od Slnka a preto by hybnost udelend kométe za jednotku
Casu bola nanajvys taka, ako je hybnost za jednotku casu ziskana od tlaku slnec-
ného ziarenia. Posledné, ¢o ma na kométu vplyv, je tlak slne¢ného vetra; ten je
vSak este slabsi ako predchadzajice dva efekty.

S
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Ak si to zhrnieme, tak kométa pravdepodobne zanikne na drédhe podobnej tej,
na ktord sme ju vypustili. Aj kratky cas pred zanikom sa bude stile nachadzat
o menej ako polomer p6vodnej kométy od pociatocnej kruhovej trajektorie, teda ak
by sme si drahu kométy na zaciatku predstavili ako torus/pneumatiku, tak sa pri
svojom zaniku stale bude nachadzat vo vnutri tohoto torusu. Zrychlenie, ktorym
na nu posobi slnecny vietor, sice pri zdniku rastie do nekonecna, ale to, ¢o sa deje,
ked uz je kométa dostatocne mald na to, aby ju to zanieslo nezanedbatelne daleko,
na nas$ odhad ¢asu nemd podstatny vplyv. (NavySe sa asi bude roztdpat inak ako
velkd kométa.)

Zéver: VySetrili sme, ako by sa pohyboval asteroid cely z vodného ladu (abso-
latne ¢ierny, ¢o je pri kométach velmi dobré pribliZenie, nakolko maja albedo —
odrazivost obvykle okolo 6 %, ¢o je sposobené tym, ze obsahuji aj malé mnozstvo
prachu) vo vzdialenosti priblizne 1,69 AU od Slnka. Tvar jeho drédhy by sa az do
konca jeho ,zivota“ prakticky nezmenil, len by sa mierne zvicsil jej polomer (o asi
200 metrov). Asteroid by prestal existovat za priblizne stovky az tisicky rokov.
Aj ked nase vypocty boli priblizné, takto zodpovedaji (najme tie o zmene dréhy)
fyzikalnej realite. Zmeny drah komét spdsobené vyssie spominanymi efektmi st
pozorovatelné len vdaka superpresnym pristrojom. To, ¢o redlne ovplyviuje drahy
komét ovela signifikantnejsie, si prechody blizko hmotnych objektov, ktoré gravi-
tac¢ne zakrivia ich drahu.
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha L.E ... Pechschnitte 12 bodu

Padéa krajic namazanou stranou dolti? Zkoumejte experimentalné tento Murphyho
zakon s durazem na statistiku! Zalezi na rozmérech krajice, slozeni a typu vrstvy?
K experimentalnim vysledkim hledejte teoretickd zdivodnéni. Pro vase méreni

pouZijte toastovy chléb. (Tesent str. )
Uloha ILE ... jedno plnotuéné, prosim 12 bodt

vavs

Provedte méfeni tuénosti mléka na zdkladé rozptylu svétla, pricemz jako barevnou
gkalu pouzijte prilozeny papirek (pokud jste nefesili prvni sérii a chcete obdrzet
papirek, napiSte ndm na fykos@fykos.cz). Rozdily nejlépe vyniknou, pokud do
riaznych druht mléka budete pridavat barvivo tak, aby jej v mléku byla stejné
(mald) koncentrace. Jako barvivo muzete pouzit ¢ernou tus. Samoziejmé je mozno
pouzit jakékoliv jiné barvivo, ale pak si budete muset vyrobit vlastni barevnou
skalu, kterou prilozte k reseni. Zrealizujte méfeni pro rizné druhy mléka a smési

mléka a vody. Diskutujte spolehlivost urceni obsahu tuku. (TeSend str. )
Uloha IILE ... reflexni ndramek 12 bodu

Zmérte co nejvice charakteristik samonavijeciho reflexniho ndramku. Zajima néas
predevsim:

¢ Néaramek je vyztuzen kusem plechu, ktery mize byt ohnut podélné (svinuty
naramek) nebo pfi¢né (narovnany naramek). Jaky polomér kiivosti maji tyto
ohyby, pokud na plech nepiisobi vnéjsi sila?

o Pokud naramek narovname a budeme ohybat v jednom misté, pii jakém thlu
prejde do ohnutého stavu? Pfi jakém thlu se opét narovna? (Pozorujeme
hysterezi?)

o Jaky moment sily je pottebny k ohnuti naramku?

o Je néktery ze stavii ndramku (svinuty nebo narovnany) energeticky vyhod-
néjsi? Odhadnéte o kolik.

(Tesent str. )

Uloha IV.E ... MikulaSova vejce 11 bodtt
Zméfte povrch ptaciho (napf. slepi¢iho) vejce. (Tesend str. )
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Uloha V.E ... vlasec 12 bodu

Zmérte modul pruznosti v torzi vlasce G, ktery jsme vam poslali spolecné se za-
dénim. (Tesend str. |121)

Uloha VL.E ... skladba jako od Cimrmana 12 bodt

Sezente si sklenicku na vino, idedlné tenkou se zabrousenym okrajem. Nejprve
zmérte vnitini pramér sklenicky v zévislosti na vysce ode dna. Pak ji rozeznivejte,
idedlné navlhéenym prstem pohybem po jejim okraji — nékdy to chce trochu trpéli-
vosti. Zmérte zavislost frekvence téni, které sklenicka vydava v zavislosti na vysce
naplnéni vody v nf (alespon pro 5 hladin vody a dvé frekvence v kazdé vysce).
Néapovéda: Pokud je sklenicka tenkosténnd, muzete jeji vnitini rozméry po-
vazovat za stejné jako vnéjsi a diky tomu zévislost jejtho priméru na vysce urcit
z vhodné fotografie s méritkem. Pro méfeni zvuku doporucujeme freeware program
Audacity (Rozbor — Kreslit spektrum). (TeSend str. )
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Uloha L.E ... Pechschnitte

Pada4 krajic namazanou stranou dolii? Zkoumejte experimentalné tento Murphyho
zakon s dirazem na statistiku! Zalezi na rozmeérech krajice, sloZeni a typu vrstvy?
K experimentalnim vysledkiim hledejte teoretickd zdiivodnéni. Pro vase méreni
pouZijte toastovy chléb.

Snad kazdy z nds uz se nad timto podivnym tvrzenim nékolikrit pozastavil a chtél
védét, zda na tom opravdu néco je nebo je to jen mytus. V této experimentalni
tloze padéni chlebu na namazanou stranu podrobime dtkladné fyzikalni zkouSce
a na zaveér rozhodneme, zda je na tomto Murphyho zakoné néco pravdy.

Teorie

Tento experiment je diky velkému mnozstvi volnych parametr (napiiklad vyska
dopadu, zpusob upusténi chleba, pocatecéni rotace chleba, tloustka vrstvy nama-
zani, rozméry krajice atd.) velice komplikovany. Abychom se do toho nezamotali,
je nutné na zacatku stanovit omezujici podminky, kterych bude hned nékolik.
Budeme mérit cetnost dopadu chleba na namazanou stranu jen v zavislosti na
nésledujicich parametrech:

1. Rozmeér krajice.

2. Tloustka namazané vrstvy.

3. Typ pomazanky.

4. Vyska, ze které bude krajic chleba padat.

5. Zpusob upusténi chleba.

Jisté by mohl kazdy namitat, ze svou roli bude hrat jesté velké mnozstvi jinych
parametri, ale vzhledem k rozsahu této tlohy zéavislost na ostatnich parametrech
zkoumat nebudeme (pokud to nékdo ve své vzorovém feseni udélal, muze ziskat
bonusové body).

Teoreticky popis paddu chleba je z hlediska fyziky velice komplikovany (zejména
z divodu mnoha vstupnich parametri). Chleba bychom mohli p¥i trose zjednodu-
Seni popsat jako nehomogenni kvadr a potom by bylo potieba fesit pad tohoto
nehomogenniho kviddru v homogennim gravitacnim poli s vlivem odporu prostiredi
(vCetné rotace pii paddu) a jesté néjakym zpisobem fyzikdlné popsat dopad chleba
na podlozku. Presny fyzikalni popis tohoto procesu je prilis komplikovany, proto se
jim nebudeme déle zabyvat. Tento experiment bude zaméfen na samotné méreni
a nasledné statistické zpracovani naméfenych hodnot.
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Experiment

Dalsim krokem je uréeni zptisobu méreni a popis méfici aparatury.

V nasem experimentu budeme pouzivat pouze ¢tvercovy toustovy chléb stan-
dardni velikosti. Pfi méfeni, zda strana dopadu zévisi na velikosti chleba, budeme
potom pouzivat toustovy chléb, ktery v kazdém ze dvou rozméri (tloustku pone-
chdme stejnou) rozpulime (tedy obsah bude étvrtinovy oproti pivodnimu stavu).
Ptivodni velikost krajice toustového chleba budeme oznacovat jako ,velkd“ a zmen-
Senou velikost budeme oznacovat ,mald*.

Tloustku namazané vrstvy na krajici chleba budeme mérit pomoci hmotnos-
ti rovnomérné rozetfené pomazanky na celém krajici chleba. Pfed opakovanim
experimentu vzdy prevazenim zajistime, aby na chlebu bylo stejné mnozstvi po-
mazanky. Méfeni budeme provadét pro 2 rtizné vrstvy pomazanky na chlebu. Jako
,malou“ vrstvu oznac¢ime pripad, kdy na cely krajic chleba namazeme 5g poma-
zanky a jako ,velkou“ vrstvu budeme oznacovat pripad, kdy na cely krajic chleba
namazeme 15g pomazanky. V pripadé ,malé“ velikosti chleba bude tedy ,mala“
vrstva pomazanky znamenat 1,25 g pomazanky a ,velkd“ vrstva pomazanky bude
znamenat 3,75 g pomazanky.

V nasem experimentu budeme zkouset jen 2 typy pomazanky, a sice klasické
maslo a lucinu.

Budeme poustét chleba z ruzné vysky, abychom promérili také zdvislost orien-
tace chleba pri dopadu na vysce, ze které byl chleba upustén. Nejvice se zamérime
na vysku odpovidajici vysce bézného kuchynského stolu (80 cm), vysku, kde se na-
chdzi Gsta bézné urostlého sediciho ¢lovéka (110 cm) a vysku, ve které ma bézné
urostly stojici ¢lovék tsta (150 cm). Tyto 3 vysky pracovné oznaéime jako ,mald®,
Hsttedni“ a velkd“ vyska. Pravé z téchto tfech vysek bude v praktickém zivoté
namazany chleba nejcastéji padat.

Dtlezitou véci je spravné popsani upousténi namazaného chleba a dodrzovani
tohoto postupu pfi vSech mérenich. V celém nasem experimentu budeme namazany
chleba pomalu sunout pfes hranu stolu (nebo jiné vodorovné plochy). Timto se
zajisti, Ze chleba nebude mit na poéatku padu zaddnou (nebo jen zanedbatelnou)
vodorovnou slozku rychlosti ani zddnou rotaci. Orientace chleba budeme meénit
a budeme mérit zavislost na orientaci. Budeme zkouset pouze 2 polohy. Prvni
poloha bude takovd, Ze hrana chleba bude rovnobézna s hranou desky (pracovné
tuto polohu ozna¢ime jako ,rovnobéznd“) a druhd poloha bude takova, ze hrana
desky a hrana chleba budou svirat thel 45° (pracovné tuto polohu oznaéime jako
,bres roh®).

Meéreni

Pro jednotlivé konfigurace vstupnich parametrii, jak jsou popsany vyse, jsme pro-
vedli vzdy 10 pokust upusténi chleba. JelikoZz pokus mohl dopadnout vzdy jen
dvéma zpusoby, jimiz jsou pad na namazanou stranu nebo pad na nenamazanou

stranu, neni nutné uvadét vysledky jednotlivych pokusi, postaci pokazdé uvést
pocet padi na namazanou stranu. Vysledky méfeni véetné odhadi pravdépodob-
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Tab. 6: Namétrené cetnosti dopadu chleba na namazanou a nenamazanou stranu
v zavislosti na zvolenych parametrech (prvni polovina méfent).

vyska  vrstva mazani velikost shazovani namaz. | odhad smeér.
stranou psti. odch.
mald mald maslo velka rovnobézné 10 1 -
mald mald maéslo velka pres roh 10 1 -
stfedni  malé maéslo velka rovnobézné 8 0,8 0,13
stfedni  mala méslo velkd pres roh 7 0,7 0,15
velka mald maéslo velkd rovnobézné 0 0 -
velka mald méslo velka pres roh 0 0 -
mala velkd maslo velka rovnobézné 10 1 -
mald velka méslo velkd pres roh 10 1 -
stfedni  velka maéslo velka rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velkd maéslo velkd pres roh 5 0,5 0,17
velkd velka méslo velka rovnobézné 0 0 -
velka velka maéslo velkd pres roh 0 0 -
mald mald lucina velkd  rovnobézné 10 1 -
mald mald  lucina velka pies roh 10 1 -
stfedn{  mal4d lucina velkd rovnobézné 8 0,8 0,13
stfedni  malé luc¢ina velka pres roh 8 0,8 0,13
velkd mald  lucina velkd  rovnobézné 0 0 -
velka mald  lucina velka pies roh 0 0 -
mala velkd lucina velka rovnobézné 10 1 -
mald velka lu¢ina velkd pres roh 10 1 -
stfedni  velka lu¢ina velka rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velka lucina velka pres roh 6 0,6 0,16
velkd velkd lucina velkd rovnobézné 0 0 -
velka velka luc¢ina velkd pres roh 0 0 -

nosti padu chleba na namazanou stranu a jeji smérodatné odchylky mutzeme vidét
v tabulkéch [ a [

Diskuze

Z nameérenych vysledkt je vidét, ze hlavnim faktorem, ktery méa vliv na dopad
chleba, je vyska, ze které chléb upustime. Je to diky tomu, ze chléb pfi padu
rotuje a vyska upusténi rozhoduje o dobé trvani padu a ta rozhoduje o poctu
otacek (nebo pulotdcek), které chléb pii paddu vykond. Rotaci chléb ziskd diky
zpusobu upousténi, kdy se prevali pres hranu stolu. Jedinym dalsim faktorem,
ktery ovliviioval ¢etnost padu chleba na namazanou stranu vyznamnéji nez v ramci
smérodatné odchylky, byla tloustka namazané vrstvy (pouze v piipadé stiedni
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Tab. 7: Namétrené cetnosti dopadu chleba na namazanou a nenamazanou stranu
v zdvislosti na zvolenych parametrech (druhd polovina méfeni).

vyska  vrstva mazani velikost shazovani namaz. | odhad smeér.
stranou psti. odch.
mald mald maslo mald rovnobézné 10 1 -
mald mald maéslo mala pres roh 10 1 -
stfedni  malé maéslo malé rovnobézné 7 0,7 0,15
stfedni  mala méslo malé pres roh 6 0,6 0,16
velka mald maéslo mald rovnobézné 0 0 -
velka mald méslo malé pres roh 0 0 -
malé velka maéslo mala rovnobézné 10 1 -
mald velka méslo malé pres roh 10 1 -
stfedni  velka maéslo mala rovnobézné 5 0,5 0,17
stfedni  velkd maéslo malé pres roh 5 0,5 0,17
velkd velka méslo malé rovnobézné 0 0 -
velka velka maéslo mald pres roh 0 0 -
mald mald lucina mald rovnobézné 10 1 -
mald mald  lucina mald pies roh 10 1 -
stfedn{  mal4d lucina mald rovnobézné 7 0,7 0,15
stfedni  malé luc¢ina mala pres roh 6 0,6 0,16
velkd mald  lucina mald  rovnobézné 0 0 -
velka mald  lucina mald pies roh 0 0 -
mala velkd lucina mald rovnobézné 10 1 -
mald velka lu¢ina malé pres roh 10 1 -
stfedni  velka lu¢ina mald rovnobézné 6 0,6 0,16
stfedni  velka lucina mald pres roh 6 0,6 0,16
velkd velkd lucina mald rovnobézné 0 0 -
velka velka luc¢ina malé pres roh 0 0 -

vysky upusténi), kdy se ukazuje, ze chleba s velkou vrstvou pomazinky mé mensi
Cetnost paddu na namazanou stranu nez chleba s malou vrstvou pomazanky (tento
efekt je ovSem pozorovatelny pouze u velké velikosti chleba, pfi pouziti malého
chleba nen{ tolik vyznamny). Toto je pravdépodobné zplisobeno tim, ze chléb s vétsi
vrstvou pomazanky pii padu rotuje rychleji, a proto je zde vétsi pravdépodobnost,
ze béhem padu vykona celou jednu otacku, a dopadne tedy na nenamazanou stranu
zatimco chléb s malou vrstvou pomazanky diky pomalejsi rotaci pravdépodobné
vykond jen polovinu otdcky a dopada tedy cCastéji na namazanou stranu. Vliv
tohoto parametru je ale v porovnéni s vlivem vysky upusténi chleba maly. Ostatni
zkoumané parametry podle namétrenych vysledki nemaji na stranu dopadu chleba
zadny statisticky vyznamny vliv (vSechny rozdily v éetnostech padii na namazanou
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stranu jsou v ramci statistické chyby a nemohou tedy byt povazovany za statisticky
vyznamné).

Na zévér musime uvést, ze nase naméfend data potvrzuji doporuceni kuchat-
ského guru Ladi Hrusky, ze pokud nechcete, aby vam pri snidani spadl namazany
chléb namazanou stranou doli, méli byste snidat bud na podlaze, nebo u stropu
(zdroj: https://www.youtube.com/watch?v=4r7SGcA2fLE).

Uloha IILE ... jedno plnotuéné, prosim

Tucnejsi mléko by meélo byt ,bélejsi“ — vice svétla rozptyli a méné propusti skrz.
Provedte méreni tucnosti mléka na zakladé rozptylu svétla, pricemz jako barevnou
skdlu pouzijte prilozeny papirek (pokud jste nefesili prvni sérii a chcete obdrzet
papirek, napiste ndm na fykos@fykos.cz). Rozdily nejlépe vyniknou, pokud do
riznych druhii mléka budete pridavat barvivo tak, aby jej v mléku byla stejna
(mald) koncentrace. Jako barvivo miiZete pouzit ¢ernou tus. Samozrejmé je mozno
pouzit jakékoliv jiné barvivo, ale pak si budete muset vyrobit vlastni barevnou
skélu, kterou prilozte k reseni. Zrealizujte méreni pro riuzné druhy mléka a smési
mléka a vody. Diskutujte spolehlivost urceni obsahu tuku.

Nejprve si musime uvédomit, z ¢eho se mléko skldada. Jedna se o komplexni smés
sacharidu, lipida a bilkovin. Ze sacharidu se zde vyskytuji predevsim mono- a di-
sacharidy, z ¢ehoz vétsinu tvori laktoza. Tyto sacharidy jsou snadno rozpustné ve
vodé, a protoze neobsahuji ndsobné chemické vazby, nemaji duvod vyraznéji in-
teragovat s viditelnym svétlem. Tuky jsou v mléce ve formé kapének, které maji
velikost nékolika mikrometri. Ovsem po homogenizaci, kterou prochézi vétsina do-
stupnych mlék, maji jiz jen stovky nanometrti. Dalsi skupinou jsou bilkoviny. 80 %
z nich tvori kasein, ktery spolu s fosforecnanem vapenatym tvori micely o velikosti
nékolika stovek nanometri. Zbytek bilkovin tvori ruzné enzymy, povét§inou roz-
pustné ve vodé. I ostatni vyskytujici se latky jsou rozpustény bud ve vodé, nebo
tukovych kapénkach.

Jak vidime, jsou v mléce koloidni ¢astice o velikosti nékolika stovek nanometrii,
coz je priblizné vinova délka viditelného zafeni. Proto bude v této oblasti dochézet
k vyznamnému rozptylu. Kvili riznym velikostem Cédstic nebude existovat jedna
preferovana vinova délka a mléko bude odrazet svétlo vsech barev, ¢imz se bude
zdéat bilé. Pri zpracovavani mléka se odstranuje tuk, kdezto obsah ostatnich latek
zustava témeér nezmeénén, jak 1ze snadno zjistit z informaci na etiketé. Proto i mléko
zcela zbavené tuku nebude pruhledné, ale bude mit bilou barvu.

Jako méreni jsme zvolili metodu, kdy jsme pomoci tuse obarvili mléko, pii stej-
né koncentraci tuse pro riuzné vzorky, a porovnanim se skélou odecetli hodnotu,
ktera odpovidd barvé se vSsemi tfemi hodnotami RGB rovnymi danému c¢islu na
gkédle. Abychom doséhli dostateéné nizkych koncentraci, tak jsme tus fedili na-
dvakrat. Pri prvnim fedéni jsme do 10 ml vody pridali pomoci automatické pipety
0,2 ml tuse a poté jsme 0,2 ml tohoto roztoku ptidali do 10 ml mléka, ¢imz jsme zis-
kali koncentraci tuse okolo 0,038 %, ktera dévala barvu odpovidajici zhruba stfedu
skaly.
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Protoze zdanliva svétlost silné zavisela na osvétleni, snazili jsme se mérit ve
stinu a zachovat co nejkonzistentnéjsi osvétleni. Nejprve jsme od kazdého druhu
mléka vzali jeden vzorek, ten zaradili a poté seradili vzorky podle namétené barev-
nosti. Ziskali jsme poradi vzorkt na obrazku P4. Jak jisté vidite, absolutni presnost
je naprosto neuspokojiva. Proto jsme se od tohoto okamziku snazili vzdy mérit tak,
aby pro nas byly dulezité spise relativni vysledky, a snazili jsme se srovnavat i vzor-
ky mezi sebou.  Proto jsme vzorky seradili ve spravném potadi podle tmavosti,

Obr. 24: Tento obrizek demonstruje vysokou nespolehlivost pouzité metody,
nebot zkumavky jsou sefazeny tak, jak jsme je urcili ,naslepo®, tedy bez
porovnavani s ostatnimi vzorky. Zaroven demonstruje, jak neznatelné rozdily byly
mezi vétsinou vzorku.

nafitovali na hodnoty na skéle a dalsi méfeni jsme provadéli porovnavinim s té-
mito vzorky, zaroven s kontrolou na skale. Pro kazdy druh mléka jsme pouzili 5
vzorki, z nichz jsme urcili stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku a ziskali jsme
vysledky v tabulce E

Tyto vysledky jsme vynesli do grafu @ a @ Je zde vidét lehka korelace mezi
obsahem tuku a bélosti, ale vysledky pro rizné druhy mléka se stejnym obsahem
tuku se dost podstatné lisi, takze nelze délat spolehlivé zavéry. Abychom dokézali
odhadnout typ zavislosti, potfebovali jsme pouzit vzorky s vyssim obsahem tuku,
%)roto jsme pridali mezi méfené vzorky dva druhy smetany, ¢imz jsme dostali graf

Poté jsme zkusili prozkoumat zévislost barvy na koncentraci tuse. Pouzili jsme
smetanu s vys$im obsahem tuku kvili vy$simu rozsahu mérenych hodnot barev-
nosti, postupné jsme po 0,2ml pfiddvali pipetou 2% roztok tuse a ziskali jsme
hodnoty v grafu R7, kde jsme museli provadét korekci na objem prikapané tuse,
ktery jiz neni zanedbatelny a ziskali jsme tim priblizné linedrni zavislost.

Proto jsme s ocekdvanim linedrni zavislosti postupné pripravovali vzorky se
stéle vice fedénou smetanou. Redili jsme zaroveti vodou, kde se tim padem snizo-
vala koncentrace tuku i bilkovin, a zaroven paralelné s tim jsme fedili odtu¢nénym
mlékem, kde se viceméné zachovavala koncentrace bilkovin. Ziskali jsme tim graf

. Zajimavé na ném je, ze barva smetany fedéné vodou a mlékem se prilis nelisi,
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Tab. 8: Namétrena data pro dané druhy mléka a smetany

barva  Oparva

Druh mléka

RGB RGB
Ah Basic mléko plnotuéné trvanlivé 3.5% 201 5
Tesco mléko polotucné Gerstvé  1.5% 198 9
Madeta Jihoceské mléko odtucnéné trvanlivé 0.5% 197 3
Madeta Jihoceské mléko polotuéné trvanlivé 1.5% 203 3
Madeta Jihoceské mléko plnotucéné trvanlivé  3.5% 203 3
Madeta Jihoceské mléko polotucné Gerstvé  1.5% 201 2
Madeta Jihoceské mléko plnotucné cerstvé  3.5% 203 2
Tesco mléko plnotuéné trvanlivé  3.5% 209 2
Pragolactos mléko polotuéné trvanlivé  1.5% 212 1
Tesco value mléko odtuénéné trvanlivé  0.5% 198 6
Selské mléko plnotucéné derstvé  3.6% 212 5
Smetana na vafen{ 11% 226 2
Smetana ke slehdni 31% 232 3

az pro Cistou vodu graf najednou prudce spadne, a rozdil je dramaticky. Méreni
pro c¢istou vodu bylo nemozné kvili prihlednosti vody s tusi, proto jsme do néj
museli pridat par kapek mléka, abychom viubec vzorek mohli prifadit na skalu.

Pravé kvuli skoku pri nulové koncentraci jsme se rozhodli promérit nizké kon-
centrace smetany a zjistit pribéh. Smetanu jsme nejprve natedili na 10% roztok,
a ten jsme pak fedili na pozadovanou koncentraci. Tim jsme ziskali graf RY, kde
jsme do horni osy pridali koncentraci tuku, vypoctenou z puvodniho obsahu ve
smetané, a pro srovnani naméfend data pro rtizné druhy mléka. Pii méfeni jsme
postupovali vzestupné a pro koncentraci 5% jsme ziskali podobnou hodnotu, ja-
ko jsme namérili predtim pro vysoké koncentrace smetany, kdezto pro 10% jsme
ziskali hodnotu fddové vyssi, coz zase ukazuje na nespolehlivost méfeni. Zaroven
vidime, ze pro nizké koncentrace, které nas zajimaji nejvic, je zavislost nelinearni,
a proto neni mozné vysledky extrapolovat na nulovy obsah tuku, protoze nezndme
typ zéavislosti.

Kazdopadné se muzeme pokusit odhadnout, jaky je prispévek tuku na celkové
bélosti mléka. Kdyz se podiviame na graf RY, vidime, ze odtuénénému mléku odpo-
vida hodnota priblizné 197, kdezto smetané naredéné s ohledem na stejny obsah
tuku, kterd ovsem obsahuje jen asi 1,5% bilkovin proti mléku, odpovidd hodno-
ta 170. Hodnota odpovidajici témér Cisté vodé je pak 145, coz ndm dava odhad,
ze tuk v mléce je zodpovédny za maximélné polovinu bilé barvy mléka. Jistotu
nemizeme mit kvili tomu, Ze zdvislost barvy na koncentraci pro bilkoviny prav-
dépodobné bude mit podobné nelinearni prubéh pro nizké koncentrace, a proto
i 1,5% procenta bilkovin muze byt nezanedbatelné mnozstvi. Navic srovndvame
méfeni, které jsme provadéli nezavisle na sobé, a tudiz nemuzeme vyloucit ¢astecné
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Obr. 25: Namérend data, méreno bylo pro 5 vzorku od kazdého druhu mléka.
Data byla vytiidéna podle obsahu tuku a ¢astecné rozdélena kviili
prehlednosti — vsechny body blizko sebe maji mit stejné mnozstvi tuku.

jiné osvétleni. (viz obrizek @)

Je vidét, Ze se jedné o velice nepresnou metodu, nejen kviili vysokym odchylkdm
pfi méreni vice stejnych vzorki, ale i kviili podstatné systematické chybé zptisobené
méfenim, kterou nelze odstranit, protoze je pii kazdé sérii méreni jind. Navic je
toto méfeni vysoce subjektivni, a dokonce experimentator muze ovlivnit méreni
tim, Ze ma predstavu, jaky by mu mél priblizné vyjit vysledek. Kvuli tomu je toto
meéfeni témét nereprodukovatelné, a pokud bychom chtéli ziskat néjaké vérohodné
vysledky, museli bychom predevsim upravit experimentédlni usporadéni, predevsim
tak, aby detektorem nebylo lidské oko.

Nicméné v praxi se k tomuto ticelu pouzivd méreni, které je zalozené na rozptylu
svétla prochazejiciho fedénym mlékem, kde se zkouma mnozstvi proslého svétla.

Prostudovali jsme tedy tuto metodu, nalezli jsme urcitou korelaci mezi mnoz-
stvim tuku a barevnosti, ale kvili vysokym odchylkdm a malému mnozstvi bodu
na skale jsme nedokdazali urcit, zda jde o linearni zavislost. K urceni obsahu tuku
je ovSem presnost nedostatecna. Na zdkladé méfeni s fedénou smetanou jsme dosli
k zavéru, ze tukové kapénky jsou slozkou, kterd se na bilé barvé podili nanejvys
polovinou, zbytek je pravdépodobné zptsoben bilkovinami.
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Obr. 26: Data z grafu @, doplnéné o dva druhy smetany.
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Obr. 27: Zavislost barvy na koncentraci tuse.
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Obr. 28: Zavislost barvy na koncentraci smetany. V horni ose pak prepocet na
obsah tuku.
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Obr. 29: Naméfend data pro nizké koncentrace smetany s vodou. V horni ose pak
prepocet na obsah tuku.
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Uloha IILE ... reflexni ndramek
Zmérte co nejvice charakteristik samonavijeciho reflexniho naramku. Zajima nds
predevsim:
o Ndramek je vyztuzZen kusem plechu, ktery miiZze byt ohnut podélné (svinuty
ndramek) nebo pri¢né (narovnany naramek). Jaky polomér krivosti maji tyto
ohyby, pokud na plech neptisobi vnéjsi sila?

e Pokud ndramek narovname a budeme ohybat v jednom misté, pri jakém tihlu
prejde do ohnutého stavu? Pri jakém iihlu se opét narovnd? (Pozorujeme
hysterezi?)

e Jaky moment sily je potfebny k ohnuti ndramku?

o Je néktery ze stavi ndramku (svinuty nebo narovnany) energeticky vyhod-
néjsi? Odhadnéte o kolik.

Meéreni polomérii kfivosti

Teorie

U svinutého nadramku muzeme zmérit pifimo prumér rq a vydélit ho dvéma. U na-
rovnaného naramku zméfime jeho S$itku d, ktera je vlastné tétivou kruznice, a vysku
svinuti h. Z toho pomoci Pythagorovy véty vyjadiime polomér rs.

d 2 2 2
(5) +0a-m=r
d2 2

Z+T2—2r2h+h2=r§
2
K
7“2:74
2h

Poté podle vzorce

spocitame vybérovou smérodatnou odchylku pruméru. Nakonec dopocitdme nejis-
totu narovnaného poloméru zakiiveni pomoci parcidlnich derivaci:

o(re) = \/(%220(}0)2 + (%U(d))g

o (ra) = <4h2h2d?g(h)>2 . (%g(d)y
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Obr. 30: Méreni poloméru svinutého naramku.

Postup

Meéfteni jsme provadeéli posuvnym méfitkem. Nejprve jsme méfili pramér svinutého
naramku, poté vysku h a sitku d natazeného. Kazdé méreni jsme provedli desetkrat.
Chyba jednoho méreni je 0,1 mm.

Vysledky
Nameérend data jsou v tabulce E

1 = (3,55 + 0,05) cm
rg = (3,44 £ 0,09) cm

Diskuse

Obé méfeni jsou pomérné presna, méreni poloméru prohnuti natazeného naramku
je méné presné, protoze jsme nemohli mérit primo, ale museli jsme tento polomér
vypocitat ze dvou métfenych veli¢in. Nepresnosti by mohly byt zpisobeny kromé
lidské chyby a nepfesnosti méridla také nerovnosti kusu plechu (nejde o presny
oblouk kruznice) a obalem reflexniho pésku.
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Tab. 9: Méreni poloméru krivosti

=, - , T1 h d
Cislo méreni — — —
cm mm cm

1 3.67 2.8 2.56

2 3.46 2.3 2.51

3 3.54 2.2 2.52

4 3.30 2.4 2.49

5 3.38 2.6 2.50

6 3.92 2.5 2.52

7 3.50 2.1 2.45

8 3.61 2.2 2.55

9 3.57 2.4 2.53

10 3.54 2.4 2.54

Prumeér 3.549 2.39 2.517

Vybérova smérodatnd odchylka priméru  0.05 0.06  0.01

Meéreni dhlu potrebného k ohnuti a narovnani naramku
Teorie

Uhel, pfi kterém se naramek preméni z natazeného stavu do svinutého, oznaci-
me g, thel, pri kterém se svinuty naramek opét natdhne, oznacime ,,.

Postup

Reflexn{ pasek jsme izolepou pripevnili na tthlomér (pfesnost méreni 0,5°), nejprve
tak, aby konec pasku ukazoval na nulu, pozdéji jsme zkusili jiny postup a pripevnili
ji na 90°. Poté jsme pasek ohybali a opét narovnavali v poc¢dtku tthloméru a mérili
thel prechodu mezi stavy natazeny a ohnuty. Méfeni jsme provedli patnactkrat
a poté jsme vypocitali vybérovy prumér a vybérovou smérodatnou odchylku pri-
méru.

Vysledky

Namérena data jsou v tabulce @

Yo = 4,10 + 0,30
on = —0,3° £0,6°

Diskuse

Obé méfeni vysla velmi nepresnd, obzvlast u druhého méreni nemizeme presné
tict, zda je thel kladny nebo zdporny - naramek musime témér iplné natdhnout
a mozné aZ ohnout opa¢nym smérem, aby zustal natazeny. Témér jisté vsak vime,
ze je uhel potifebny k natazeni mensi nez dhel potfebny k ohnuti, ¢ili ze naramek
m& tendenci zustdavat svinuty, ¢ili pozorujeme hysterezi. Velké nepresnosti jsou
zpusobeny malym méfenym thlem a nepfesnou metodou méfeni.
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Tab. 10: Méfeni kritického dhlu

Cislo méfeni ? %
1 5 1
2 3 5
3 4 -1
4 3 1.5
5 2 -2
6 3 -1
7 5 4
8 6 -1
9 6 -2
10 4 -4
11 4 -4
12 5 0
13 4 0
14 3 -1
15 4 0

Vybérovy pramér 4.1 -0.3
Smérodatna odchylka 0.3 0.6

Meéreni momentu sily potfebného k ohnuti
Teorie
Moment sily je definovan pomoci vztahu

M = Fr,

kde F je sila ohybajici naramek a r je vzdalenost pusobisté sily od bodu podepteni.
Moment sily potrebny na zlomenie ndramku by mél byt jeden pro cely naramek.

Postup

Néramek jsme polozili na okraj stolu a jeho konec zatizili. Jako zavazi jsme pouzi-
vali igelitovy pytlik, do kterého jsme postupné priddvali bonbény. Bonbény jsme
pouzivali, protoze jsme potfebovali zdvazi o malych rozdilech hmotnosti. Proto
jsme zvazili vzdy nékolik bonbénu a celkovou hmotnost vydélili po¢tem bonbéni.
Poté jsme pro kazdy pocet bonbént mérili vzdalenost, pri které se ndramek ohne.

Vysledky
Méfeni primérné hmotnosti bonbénu je uvedeno v tabulce EI, méfeni momentu

sily v tabulce [12.
Protoze momenty sily se velmi lisi, zakreslili jsme do grafu zévislost momentu
sily na rameni sily. Protoze u ramen se objevila velkd mezera mezi 16 cm a 13,5 cm,
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Tab. 11: Méfeni hmotnosti

Cislo méfeni Pocet bonbdni % %

1 20 109 5.54

2 17 93 5.47

3 20 109 5.45

4 15 82 5.47

5 13 72 5.53

Priameér - - 5.48

Smérodatné odchylka - - 0.02

Tab. 12: Méfen{ momentu sily

Cislo méfeni n m r M a(M)
kg cm N-m N-m
1 5 0.027 20 0.052 0.001
2 6 0.033 19 0.061 0.002
3 7 0038 19 0.071 0.002
4 8 0.044 18 0.077 0.002
5 9 0.049 18 0.087 0.002
6 10 0.055 18 0.097 0.003
7 11 0.060 18 0.103 0.003
8 12 0.066 17 0.110 0.003
9 13 0.071 17 0.119 0.004
10 14 0.077 17 0.128 0.004
11 15 0.082 16 0.129 0.004
12 16 0.088 16 0.138 0.004
13 17 0.093 14 0.123 0.005
14 18 0.099 13 0.126 0.005
15 19 0.104 12 0.122 0.005
16 20 0.110 11 0.118 0.005
17 21 0.115 10 0.113 0.006
18 22 0.120 10 0.118 0.006
19 23 0.126 10 0.117  0.006
20 24 0.131 10 0.122 0.006
21 25 0.137 10 0.128 0.007
22 26 0.142 9 0.126  0.007
23 27 0.148 10 0.145 0.007
24 28 0.153 8 0.120  0.008
25 29 0.159 8 0.125 0.008
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zakreslili jsme moment sily jako dvé funkce.
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Obr. 31: Zavislost momentu sily na vzdalenosti ptisobisté

Obé funkce jsme prolozili pfimkou. Rovnice pfimky v ¢asti s vétSim ramenem
sily vychazi M = —22N -7+ 0,40 N-m. Cést s mensim ramenem sily vypad4 jako
konstanta, takze mtizeme vypocitat moment sily v tomto tiseku spolu se standardni
odchylkou. Aritmeticky prumér téchto hodnot je 123 mN-m a standardni odchylka
je 2mN-m. Protoze je ale primér nejistot méfeni momentu sily 6 mN-m, musime
zapocitat i tuto chybu jako nejistotu typu B:

o=1/0% +0% = \/(2 mN-m)? + (6 mN-m)? = 7mN-m
M = (123 £ 7) mN-m

Diskuse

Graf se prekvapivé rozdélil do dvou rozdilnych ¢asti, kde jedna ¢ast je dle predpo-
kladu konstantni, ale dle druhé to vypada, ze moment sily klesa linedrné s rostoucim
ramenem sily. To by mohlo byt zptisobeno tim, zZe ndramek se béhem zkouseni ihlu
ohnuti zlomil ptiblizné uprostied, a proto se lis{ hodnoty, kdy se uprostfed ramene
nachdzi deformace a kdy ne. Pokud se uprostfed nenachézi, chova se funkce jinak.
Neumime vysvétlit, pro¢ zrovna linearné klesd, ale tento trend je pomérné silny.

Odhad energetické bilance

Pro naramek je urcité energeticky vyhodnéjsi byt ve stavu svinuty, protoze do néj
velmi ochotné prechédzi. Rozdil energetickych stavu je dany praci, kterou je potfeba
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k pfechodu vykonat. Préce, kterou je potieba vykonat k svinuti naramku, je mensi
nez prace potfebnd k natazeni naramku, protoze je mezi nimi energeticka bariéra.
(Pokud by tam nebyla, ndramek by se svinoval sdm od sebe.) Rozdil energetickych
stavu je tedy dén rovnici

AE = Wnataiem’ - svinuti -

Pokud chci tento rozdil odhadnout, musim odhadnout obé préace. Prace se vypoci-
ta jako soucin sily a drahy, po kterou tato sila ptisobi. Pokud ohybdme naramek,
musime ndramek ohnout o thel priblizné 4,1°. Pokud ndramek ohybdme v néja-
kém bodé, je vykonand prace (tihel dosazujeme v radidnech; protoze je thel maly,
aproximujeme spirdlu kruznicf)

Wevinutt = F's :FT(P = Mtp:8,8mJ

Jesté dopocitame chybu méfeni:

O (Wosinss) = 1/ (p7(M))? + (Mo (¢))? = 2mJ
Prace potifebnd k natazeni je tedy
Wevinuti = (9 +2)mJ.

Praci potifebnou k narovnani ndramku spocitdme podobné. Sice jsme neméfili mo-
ment sily potfebny k natazeni, ale protoze se jednd pouze o fadovy odhad, budeme
predpoklddat, Ze je stejny jako ten pro svinuti. Dréha, po které ptusobime touto
silou, je ¢ast Archimédovy spirély.

Pokud ﬂ']sou souradnice koncového bodu spiraly r a ¥, jeji délku vypocitdme podle

vzorce
S =1 (1 + 7)
2 '

V pfipadé rozvinovani ndramku je tihel priblizné 9 = 180,3°. Pokud bychom poci-
tali, Ze ndramek narovnavame v jednom bodé a pusobime stejnym momentem sily
jako pri natahovani, je vykonand préce:

Whatazent = I's = F'r (1+g> :M<1+g) =0,31627,

o (Waatazent) = \/<(1 + g) U(M))2 n (%U(w))z =0,02J.

Takto urcené nejistota je sice pomérné malé, pouzité predpoklady ale zpusobuji
vyrazné vétsi nejistoty. Prace potiebna k natazeni je tedy priblizné

Wnataieni == 073 J .

Lzdroj: http://fyzikalniolympiada.cz/texty /matematika/mkrivek.pdf
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Obr. 32: Draha pusobenti sily.

Dopocitame energeticky rozdil obou stavi naramku:

AE=03J

Toto je vsak spiSe fadovy odhad, jelikoz pro natahovani jsme nedokazali zmérit
moment sily. Je mozné, ze ten bude o hodné vétsi nez nas odhad, nebot taky miize
zaviset na tom, nakolik je ndramek svinuty.

Zaver

Svinuty a natazeny naramek maji pfiblizné stejné poloméry kiivosti, konkrétné
svinuty naramek r1 = (3,55 + 0,05) cm a natazeny 2 = (3,44 £+ 0,09) cm.

Pri ohybani naramku pozorujeme hysterezi, kdyz pro svinuti je tfeba thel ¢y =

= (4,1 +£0,3)° a pro natazeni thel ¢, = (0,3 +0,6)°.

Moment sily potfebny k ohnut{ ndramku méa v jednom tiseku velikost M = (123+7) mN-m,
celkové vSak moznd kvuli deformaci ndramku neni konstantni.

Pro naramek je energeticky vyhodnéjsi byt ve stavu svinuty, energeticky rozdil

mezi témito stavy je priblizné AE = 0,3 J.
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Uloha IV.E ... Mikul4Sova vejce

Zmérte povrch ptac¢iho (napr. slepi¢iho) vejce.

Teorie

Je nékolik zpusobu, jak zjistit povrch prumérného vejce. Mohli bychom naptiklad
omotat vejce provazkem o zmérené prumérné Sitce a pak zmérit délku provazu.
Také bychom mohli vejce vyfouknout, naplnit ho vodou, zjistit tak objem skorapky
a nakonec diky znalosti tloustky vejce vypocitat jeho povrch. Pro matematicky
nadanéjsi existuje moznost vejce aproximovat jako funkci soufadnic a vypocitat
povrch numericky.

Pro nas pokus jsme zvolili slepici vejce velikosti M. Vybrand metoda méfeni je
velmi podobné druhému popsanému zpusobu. Nejprve vejce rozklepneme a odstra-
nime bilek se zloutkem®. Vnitiek skordpky vysuSime a odstranime vnitini blanu.
Na nékolika mistech zmérime tloustku skofapky I posuvnym méridlem. Poté zjisti-
me objem vysusené skofapky V v odmérném vélci. Celkovy povrch skorapky S pak
vypocitame jako podil

V

Odchylky mohou vznikat nékolika ruznymi zpusoby. Posuvnym métidlem méri-
me s presnosti £0,05 mm, objem byl méfen v odmérném valci s presnosti 0,25 ml.
Metoda predpoklada konstantni tloustku celé skorapky. Déle potrebujeme tak ten-
kou skordpku, ze vnitini povrch je zhruba stejny jako vnéjsi, a tedy zakriveni
skotapky déva zanedbatelny efekt. Skordpky vybranych vajec jsme vysusili ku-
chynskymi utérkami, aby se zamezilo chybam pri méfeni objemu. Skofdpky jsme
ldmali nad ¢istym bilym papirem. Do véalce se skofdpka sypala primo z papiru,
abychom zamezili ztratdm drobnych tlomku skorapky.

Vysledky

Celkem jsme mérili 6 vajec. Abychom zjistili priamérnou tloustku skorapky, mérili
jsme ji posuvnym méridlem na péti ruznych mistech. Primérnou tloustku skorapky
i s dalsimi namérenymi idaji mdme v tabulce [lJ. Objem skorapky se d& zmérit
pouze jednou. Je to zptsobeno tim, Ze pouzity odmérny valec byl prilis tzky na
to, abychom z néj mohli skordpky jednoduse vyndat, presusit a pokus zopakovat.
V tabulce |14 najdeme priumérné hodnoty tlousték skorapek, naméreny objem jedné
skordpky a vypocitany povrch kazdého vejce. Chyby jsme zjistovali podle Gaussova
zakona propagace chyb, tedy ze vzorce

2 2 2 2

. [0S 05 (1 v
AS* = | ZZAV ) [ Frar) = av | 4| pal

Tento vzorec muzete znat ze tretiho dilu letosniho seridlu.

2Miizeme si z nich napiiklad udélat omeletu podle chuti.
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Zprimérovanim méfenych vajec dospéjeme k zdvéru, ze priumeérné slepici vejce
mé povrch (66 £12)cm? .

Tab. 13: namérené tloustky vajec i s jejich primérnou hodnotou se statistickou

odchylkou

¢islo vejce 1 vejce 2 vejce 3 vejce 4 vejce 5 vejce 6
méfeni ! [mm)] [ [mm] ! [mm)] ! [mm)] ! [mm)] ! [mm)]

1 0.55 0.45 0.40 0.40 0.50 0.40

2 0.55 0.50 0.45 0.45 0.45 0.40

3 0.55 0.50 0.40 0.40 0.50 0.40

4 0.50 0.45 0.45 0.40 0.50 0.45

5 0.55 0.45 0.45 0.45 0.50 0.40

primér | 0.54+0.05 0.47+0.06 0.43+0.06 0.424+0.06 0.49=+0.05 0.41+0.05

Tab. 14: charakterizace jednotlivych skorapek

¢slo vejee | I [mm] Al [mm] V [ml] AV [ml] S [em? AS [em?]

1 0.54 0.05 3.00 0.25 56 7
2 0.47 0.06 3.00 0.25 64 9
3 0.43 0.06 3.25 0.25 76 12
4 0.42 0.06 2.75 0.25 65 11
5 0.49 0.05 3.25 0.25 66 9
6 0.41 0.05 2.75 0.25 67 11

Diskuse

Miuzeme si vsimnout, Ze nejvétsi chybu ndm do méreni vnasely nepresnosti méridel.
Mitzeme se proto domnivat, ze s lepsim vybavenim bychom pravdépodobné dosli
k presnéjsim vysledkum.

Kdyz se podivame do tabulky B, zjistime, ze tloustky skotapek riznych vajec
se sice mohou lisit, ale v rdmci jednoho vejce se tloustka skordapky méfend na
nékolika mistech vejce nelisila od primérné hodnoty ani o nejmensi dilek stupnice.

Pokud bychom vejce aproximovali za kouli, spocitali jeji polomér, odecetli
tloustku nejsilnéjsi skordpky a znovu prepocitali na povrch koule, dostali bychom
62cm?. Vidime, Ze rozdil mezi vnitfnim a vnéjsim povrchem skofdpky méme asi
3%. S presngjsimi méfidly bychom tuto chybu méli brat v potaz, ale v nasem
priblizeni je zanedbatelna.

Meéfili jsme 6 ruznych vajec, jejich povrchy se nelisi o vic nez je odchylka mé-
feni, co je ale len kvoli velkostou nasich odchylok, vieme ze vSetky vajcia nie st
rovnaké a pri presnejSom merani by sme tieto rozdieli videli. Mohli by sme rozumne
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predpokladat, ze plochy vajec maji Gaussovsku distribtciu okolo strednej hodnoty
ktord sme zmerali, tento predpoklad ale narisa to, Ze do nasej vzorky sa dostant
len vajcia v urcitom rozsahu velkosti uréenym distribitorom, teda distribtucia je
z oboch stran orezana a urcit jej smerodatni odchylku je nad rdamec tohto textu.
Zmé&fili jsme, Ze stredny povrch vejce se bude blizit hodnoté 70 cm?.

Uloha V.E ... vlasec

Zmérte modul pruznosti v torzi vlasce G, ktery jsme vam poslali spolecné se za-
danim.

Uvod

V nasem experimentu budeme mérit modul pruznosti v torzi G pomoci tzv. torzni-
ho kyvadla. Takovym kyvadlem bézné rozumime tuhé téleso zavésené na pruzném
zavésu, kterym je v nasem pripadé zkoumany vlasec. Toto téleso pak muze vol-
né kmitat ve vodorovné roviné kolem svislé osy zavésuH. Vzhledem k parametrim
vlasce, ktery jsme méli k dispozici, jsme zvolili tento zptisob méreni modulu G.

Teorie

Jak jsme jiz nastinili v avodnim odstavci, pfi nasem méreni budeme chtit ma-
tematicky popsat volné kmity télesa, které otocime kolem svislé osy, a to se tak
zacne otacet proti sméru vychylky vlivem sil pruznosti zadvésu a po dosazeni opacné
vychylky se vraci zpét — coz oznaCujeme jako torzni kmity. Z namérené periody
téchto kmitu a dalsich parametri kyvadla pak stanovime hledany modul pruznosti
v torzi.

Vztah pro vypocet periody torznich kmitu lze v nasem pripadé odvodit velmi
podobné jako periodu malych vychylek matematického kyvadla. P¥i experimentu
bude na zavésené téleso vychylené o tihel ¢ pusobit moment sily

M = —-Dyp.

Tento vyraz je definiénim vztahem pro direkéni moment D. Za ptfedpokladu, Ze
vlasec ma kruhovy prurez, 1ze jeho direkéni moment vyjadrit jako

nGR*
21
kde R je polomér prufezu vlasce, [ je jeho délka a G hledany modul pruznosti
v torzi.
Pokud budeme predpokladat, ze téleso zavéSené na vlasci ma mnohem vétsi
moment setrvacnosti J nez vlasec, plati pro neznadmy thel ¢ pohybova rovnice ve
tvaru

D=

(62)

de
dt?

3Torzni kyvadlo vSak obecné muze mit podstatné vice podob, predesld definice rozhodné nenf
vycerpavajici.

J+ oD =0.

121



FYKOS, XXX. roc¢nik

Pro periodu T" odvodime podobné jako u klasického kyvadla rovnici

J
T = 27:\/;. (63)

Jako zavazi jsme pouzili homogenni valec s momentem setrvac¢nosti

S touto uvazovanou hodnotou J vyjadiime hledany modul G ze vztahtu (@) a (@)

jako

8nJl  4Ammr®l

RAT2 — RAT?
Obecné muzeme jako zdvazi pouzit libovolné téleso, to vSak v praxi muze mit

pomérné velky odpor vzduchu a pravé proto je tedy dobré vybrat si k experimentu

napt. kouli nebo vélec o vysoké hustoté.

G = (64)

Parametry vlasce a zavazi

Délka zavésu byla zmérena jako | = (1,44+0,01) m, kde smérodatnéd odchylka byla
urcena jako kombinace chyby urceni krajnich bodu (na zdvazi i na zavésu jsme
byli vlivem pruznosti vlasce a tihy zdvazi nuceni udélat neforemné uzly) a chyby
méfidla 1 mm. Pramér vlasce udédvany vyrobcem je 2R = 0,8 mm, jeho odchylku
odhadneme na 0,01 mm.

Déle parametry kovového vdlce byly pramér 2r = (8,2 + 0,1) cm, vyska v =
= (11,9 £ 0,2) cm a hmotnost m = 5kg (muzeme uvazovat jako pfesnou vzhledem
k povaze naseho méfeni).

Pracovni postup
Nejprve pripevnime vlasec k néjaké pevné podlozce, v nasem ptipadé to byl die-
vény tram u stropu. Na jeho druhy konec jsme dale poveésili zdvazi s hmotnosti m
a udélali si na néj znacku (pro snadné zjisténi, kdy pfi experimentu toto zdvazi
projde rovnovaznou polohou). Vélec poté pootoéime do pocdteéni polohy, pustime
a patnéctkrat zmérime pulperiodu kmiti. Nejdiive mezi ¢asy, kdy se zastavi, poté
mezi Casy prichodu rovnovaznou polohou.

Meérime pii vychylkdch v rozsahu ¢min = T & @max = 10m.

Jako systematickou chybu urceni ¢asu mizeme uvazovat hodnotu £0,2s, ktera
je pomérné typickou hodnotou odpovidajici rychlosti lidskych reflexi.

Meéreni jsme provedli i s lahvi kofoly jako zdvazim. Vysledné hodnoty byly
priblizné stejné, ovSem s mnohem mensi presnosti, protoze neumime dobre urcit
moment setrvacnosti.
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Tab. 15: Délky pulperiod torzniho kyvadla.

Meéteni mezi body zastaveni mezi rovn. polohami

T1 )2 T Ty )2 T

s s s s
1 29,36 58,72 32,92 65,84
2 28,20 56,40 26,79 53,58
3 29,67 59,34 31,70 63,40
4 30,12 60,24 27,99 55,98
5 28,69 57,38 30,67 61,34
6 28,69 57,38 26,40 52,80
7 29,53 59,06 29,03 58,06
8 30,54 61,08 29,87 59,74
9 28,99 57,98 28,83 57,66
10 30,64 61,28 30,15 60,3
11 28,65 57,30 29,71 59,42
12 32,72 65,44 29,62 59,24
13 26,80 53,60 33,42 66,84
14 29,77 59,54 29,95 59,90
15 27,62 55,24 29,48 58,96

Vysledky méreni
V tab. @ muzeme vidét namérena data pulperiod mezi dvéma riznymi uvazova-
nymi polohami.

Meérend pulperioda béhem experimentu se mohla zménit v zévislosti na tlu-
meni (vyvolaném v dusledku ptislusnych odporovych sil). Tlumen{ max. vychylky
bylo dobfe pozorované po nékolika periodach, nepozorujeme vsak, ze by vyrazné
ovlivnilo délku jedné pilperiody.

Uréime tedy aritmeticky prumér se standardni odchylkou téchto dvou mérenych
period. Pro kmiténi kyvadla mezi body jeho zastaveni to je T; = (58,7 £0,8)s a
pro kmitani mezi rovnovaznymi polohami T2 = (60 £ 1)s.

Vysledny modul pruznosti v jednotlivych pripadech je Gi = 1,72 GPa, G2 =
= 1,65 GPa.

Nejistoty méreni

Vétsinu fyzikalnich veli¢in nejsme schopni zmérit naprosto pfesné, a tudiz je potie-
ba pracovat s chybami, kterych se béhem méfeni dopoustime. Predné nés zajimé
to, jaka je celkova smérodatnd odchylka méfeni nasi hledané veliciny. Tu musime
ur¢it pomoci metody prenosu chyb jako odmocninu souctu kvadrata prvnich par-
cidlnich derivaci podle kazdé z veli¢in vystupujicich ve vztahu (p4) vyndsobenych
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jejich vlastnimi chybami. To zafidime timto vypoctem
. _\/(808 )+ (290) + (L) 4 (L) + (L)
‘= Viom™™ ar " o aR" T’

Sm \ 2 25,1\ 2 s\ 2 4sp\? 257\ 2
oy Gn) +(G) +(7) () ()
\/ m + r + l + R + T
Za chybu méfeni ¢asu povazujeme pouze statistickou chybu, systematickd je vuci
ni zanedbateln4.
Pomoci téchto vypoctu a vztahti odvozenych v teorii jsme byli schopni vy¢is-
lit celkovou smérodatnou odchylku G jako 0,1 GPa pro periodu kmiti mérenou

mezi body zastaveni kyvadla i pro periodu kmitii méfenou mezi body pruchodu
rovnovaznou polohou.

Diskuse

Jako tomu byva u kazdého fyzikalniho méfeni, i my jsme se dopustili dokonce celé
fady nepresnosti a chyb rtuzné povahy. Uspésnost spravného zméfeni modulu G
v nasem pripadé dost zdlezela na tom, jak presné jsme byli schopni urcit polo-
mér R zkoumaného vlasce, nebot ve vztahu, z néjz pocitame hledanou velicinu G,
vystupuje dokonce ve ¢tvrté mocniné. Pfi méreni pruméru tenkych vlasci pomoci
posuvného métitka hrozi velkd nejistota v dusledku piilisného stisknuti (defor-
mace) vlasce. Velkou nepfesnost mize zpusobit predev§im nehomogenita pruméru
vlasce po jeho délce, nebot ke krouceni bude dochazet ve zvysené mite pravé ve
zuzenych oblastech. Dalsi nepfesnost je do méreni pomoci torzniho kyvadla zane-
sena meérenim délky zavésu. V nasem ptipadé jsme nedokdazali zajistit, aby k torzi
nedochazelo do urcité miry i v ¢asti za uzly nebo aby se uzly vlivem tihy zdvazi
nedeformovali, hodnota [ je proto mirné podhodnocena.

Tézky véalec je pro experiment pomérné vhodné téleso. Jedinym problémem
bylo, Ze se pod jeho tihou vlasec elasticky natahoval, a to zhruba o 1 cm-kg~*. Délku
vlasce jsme mérili po zavéseni zdvazi. Plastické (neboli nevratné) protahovani vliasce
pak neuvazujeme - pti pétikilovém zéavazi k nému nejspis dochézi, ale zanedbatelné
pomalu.

Torzni kyvadlo muzeme povazovat za harmonické i pro velké vychylky. Narusuji
to vedlejsi kmity ve svislé roviné ¢i vychyleni zavazi. Pak méreni ovliviiuje taky
nepresnost ur¢eni momentu zastaveni a priuchodu rovnovaznou polohou.

Bézné by nase méfeni bylo dale zatizeno jesté chybou méfeni hmotnosti expe-
rimentalnich zavazi, stanovovianim parametra télesa na zdvésu a aproximaci jeho
tvaru. Tady méame standardni valcové zavazi, které nam tuto ¢ast zjednodusuje.

Moduly pruznosti v torzi polymertu pouzivanych pro vyrobu vlascu se pohybuji
v jednotkéch GPa, pro kovy jde o desitky GPa. Nejbéznéji dostupnd jsou nylonova
vldkna a modul pruznosti v torzi pro nylon je 4,1 GPa% coz je hodnota radové
shodnd s nasim méfenim.

4 http://www.engineeringtoolbox.com/modulus-rigidity-d_946.html
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My nezname material, ze kterého je nés vlasec vyrobeny. Kdyby to byl nylon,
mozné duvody odchylky od tabulkové hodnoty mizou byt vyroba silnéjsiho vlasce,
pokud se mé vic namdhat (zvySuje modul pruznosti) nebo degradace/poruchy
vlasce (snizuje modul pruznosti).

Zaver
Promérili jsme modul pruznosti torznim kyvadlem dvéma podobnymi zpisoby.
Oba dali v rdmci chyby méfeni stejny vysledek G = (1,7 £ 0,1) GPa.

Komentare k doslym resenim

Meéfeni jsme provedli s jinym vlascem jako posilanym. Stejné tak byly parametry
vlasce i vysledné moduly pruznosti mezi doslymi fesenimi celkem rtizné — nékteti z
vas nejspis pouzili vlastni vlasce. Cilem experimentélni tilohy ovSem neni tak dojit
k ¢islu jako udélat experiment.

Uloha VI.E ... skladba jako od Cimrmana

Sezente si sklenicku na vino, idedlné tenkou se zabrousenym okrajem. Nejprve
zmérte vnitini prumér sklenicky v zavislosti na vysce ode dna. Pak ji rozeznivejte,
idealné navlhc¢enym prstem pohybem po jejim okraji — nékdy to chce trochu trpéli-
vosti. Zmérte zavislost frekvence tént, které sklenicka vydava v zavislosti na vysce
naplnéni vody v ni (alespoii pro 5 hladin vody a dvé frekvence v kazdé vysce).
Napovéda: Pokud je sklenicka tenkosténnd, miiZete jeji vnitini rozméry po-
vazovat za stejné jako vnéjsi a diky tomu zavislost jejiho priiméru na vysce urcit

z vhodné fotografie s méritkem. Pro meéreni zvuku doporucujeme freeware program
Audacity (Rozbor — Kreslit spektrum).

Teorie

Kdyz krouzime navlhéenym prstem po okraji vinné sklenky (je-li okraj pozlaceny,
nefunguje to az tak dobfe), jeji stény se rozechvivaji a vysledné vibrace vnima ucho
jako zvuk o urcité frekvenci, tedy tén. Je zndmo, ze s rostouci vyskou hladiny ve
skleni¢ce se vyska tonu snizuje. V tomto experimentu si klademe za cil priblizné
urcit zavislost ténu na vysce hladiny.

Pri matematickém rozboru vychazime z ¢lanku French, A. P.: In Vino Veritas:
A study of wineglass acousticst, ve kterém je problematika rezonance sklenicky du-
kladné popsana. Veskeré vzorce a netrivialni informace maji za zdroj tento clanek.

Nejprve si zde uvedeme veliciny a konstanty, které budeme pouzivat.

o Parametry sklenicky:
— vyska H
— polomér R
— tloustka stény a

5Vefejné dostupny je napf. na https://sci-hub.io/10.1119/1.13147
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o Parametry materidlu:

— hustota skla g,
— hustota vody o
— Youngtv modul pruznosti skla Y’

Pro zékladni rezonancni frekvenci prazdné sklenicky plati podle ¢lanku vzorec

3Y /
fo= 2Tc \/ SQg (65)

Pro frekvenci ¢astecné naplnéné sklenicky pii vysce hladiny h plati

4
fh/fgzl/\/lJr;KR;:a (%) , (66)

kde K je konstanta zavisla na tvaru sklenicky, radové 1.

Sklenicku povazujeme za vélec; do vzorce by se méla dosazovat efektioni viska
sklenicky, nikoliv skutecénd. Ta efektivni je o néco mensi, protoze sklenicka je zaob-
lené. Pocitat s ni by bylo zbytecné slozité, prepocet na efektivni vysku zahrneme
do konstanty K a za H dosadime skutecnou vysku.

Pro tento experiment potfebujeme nasledujici:

o vinnd sklenka

e pravitko

e pocita¢ se zabudovanym mikrofonem a s nainstalovanym softwarem na ana-

lyzu zdznamu zvuku (Audacity)

Sklenicku vyfotime s prilozenym pravitkem. Na obrazku zméfime jeji sitku
v nékolika bodech. Poté pomoci softwaru Audacity uréime dominantni frekvence
ténu vydavanych pri uréité vysce hladiny a najdeme funkci, na které zavisi.

Meéreni
Parametry skla jsou pfiblizné gz ~ 3g-cm™>, Y ~ 60 GPa. Hustota vody o =
=1,0g-cm™ 3.

Referenc¢ni sklenicka je tenkosténna (tloustka stény max. jeden milimetr, te-
dy a = 1mm) s ¢istym okrajem (na obr. E)

Na obrézku jsme zmérili jeji prumér v nékolika vyskach, méreno od hrdla.
Hloubka sklenicky H je asi 7,2 cm, jako méritko slouzilo pravitko s milimetrovou
stupnici, tedy s vétsi presnosti nez na jedno desetinné misto nemé smysl vysledky
uvadét.

Vidime ze Sitka skleniéky u hrdla je 6cm (tedy uvaéujme R = 3cm) a Sitka
bodé je priblizné stejny jako jeji hloubka.

Vysku ténu jsme mérili pro vysku hladiny ode dna sklenicky v celych centi-
metrech. Pro kazdou vysku hladiny jsme provedli t¥i nebo ¢tyri méreni a zmérili
jsme jak dominantni frekvenci (a k ni sdruzené frekvence), tak i necekanou, le¢
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Obr. 33: Sklenka

Tab. 16: Pramér sklenicky

vyska od hrdla [cm] pramér [cm)]

0,0 6,0
1,0 6,6
2,0 7.1
3,0 7,2
4,0 7,3
5,0 7,0
6,0 6,2

vyraznou boé¢ni frekvenci (ta byla tak vysokd, ze tén byl uchem Spatné slysitel-
ny, ale objevovala se pravidelné). Namérené hodnoty i se spoc¢tenymi statistickymi
odchylkami jsou uvedeny v tabulkéch [L7 a

Systematicka odchylka je fadové mensi nez frekvence i o hodné mensi nez roz-
dily mezi frekvencemi (do 4 Hz na jedno méfeni).

Dosadime za proménné ve vzorcich (zatim se skuteénou vyskou). Vidime, ze
vzorec pocita zhruba poloviéni frekvence, nez jaké jsme naméfili, coz jsou frekvence
sdruzené. I bez prepoctu na efektivni vysku tedy vychdzi rozumné vysledky.

Kdyz zkusime odhadnout efektivni vysku (tfeba pomoci matematického soft-
ware), pro prazdnou skleni¢ku nejlépe vyjde hodnota pfiblizné H' = 6,3 cm. Zku-
sime to tedy dosadit. Vysledky pro skute¢nou i efektivni vysku jsou v tabulce @

Tyto hodnoty sedi presnéji, stéle sice ne tGplné (coz by bylo divné, protoze
v méfeni mame uréité néjaké nepresnosti), ale uz dost presné na to, abychom
mohli potvrdit funkénost vzorce.

Vynesli jsme do grafu @ namérené frekvence spolu s teoretickou hodnotou 2fj,
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Tab. 17: Vyska tonu

vyska hladiny [cm] ‘ dominantni frekvence [Hz]  vedlejsi frekvence [Hz]

0,0 1266 14734
0,0 1265 14735
0,0 1268 14739
0,0 1267 14732
1,0 1258 14743
1,0 1258 14742
1,0 1260 14740
2,0 1249 14750
2,0 1246 14754
2,0 1243 14757
2,0 1245 14755
3,0 1208 14790
3,0 1209 14791
3,0 1209 14792
4,0 1115 14884
4,0 1118 14884
4,0 1115 14885
5,0 977 15026
5,0 978 15023
5,0 977 15022

Tab. 18: Vyska tonu, primér

vyska hladiny [cm] | dominantni frekvence [Hz]  vedlejsf frekvence [Hz]

0,0 1266,5+0,7 14735 £ 2
1,0 1258,7+0,7 14741,7+0,9
2,0 12458 £ 0,9 14754 + 2
3,0 1208,7+£0,4 14791,0 £ 0,6
4,0 1116 £1 14884,3 + 0,4
5,0 977,3+0,4 15024 + 1

podle vzorctu (@) a (@) Také jsme provedli fit funkci ve tvaru

2F
V14 Cat’
coz je presné funkce 2f, (@) s dvéma nezndmymi parametry zahrnujicimi vSechny
fyzikalni veli¢iny vystupujici v teorii, pro sest hodnot h, které zndme, a z toho jsme
zjistili hodnoty F' = (631,5+0,5) Hz a C = (1,069 - 10 £ 1,1-107°) em™™.

(67)

128



Reseni experimentdlnich tdloh

Tab. 19: Frekvence vypocitané ze vzorci @ a @

vyska hladiny [cm]  frekvence [Hz] frekvence s efektivni vyskou [Hz]

0,0 624,78 633,24
1,0 624,55 632,84
2,0 621,09 626,91
3,0 606,76 602,99
4,0 572,61 550,12
5,0 516,17 472,84

Zavislost dominantni frekvence na hladiné vody

naméfené hodnoty
—— proloZena funkce

1200
I

dominantni frekvence [Hz]
1100
|

1000
I

hladina [cm]

Obr. 34: Frekvence v grafu

Diskuze

Podle vzorce pY vychézi fo = 633,24 Hz. Parametr F' v (@) odpovida fo, parame-
tr C' vyrazu 59&%’ jehoZ teoreticka hodnota pro K =1 je 1,270 - 1073 cm ™

Potvrdilo se, Ze s rostouci hladinou frekvence klesa. Vidime, Ze uvedena teorie
velice presné odpovida méreni, ackoli nékteré velicin umime pouze odhadnout.

Nejvétsi chybou v méfeni byl lidsky faktor (napf. nepravidelné krouzeni prs-
tem, nepfesné dolévani vody), déle jsme se setkdvali s omezenou presnosti méridel.
Také mohlo méreni ovlivnit to, ze sklenicka nebyla upevnéna v drzédku, nybrz pri-
drzovéna rukou, a Ze se pokazdé nachézela trochu jinak daleko od mikrofonu. Dalsi
nepresnosti v méfeni jsou zpusobené napt. tvarem sklenicky, nehomogenitou skla
a ruznou tloustkou stén sklenicky.

Neni jasné, jakému vinéni odpovida neslysitelna frekvence, mutze jit naptiklad
o efekt dutinového (Helmholtzova) rezonatoru — fadové to odpovid4, ale teorie pro
provézané vinéni ve vodé, vzduchu (a piipadné skle) je extrémné slozita.
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Zavér

Namérili jsme dvé vyrazné frekvence zvuku. Jedna z nich je uvedend v tabulce @
a dobfe odpovida teorii kmitt sklenic¢ky, druha nenf slysitelna.

Tab. 20: Dominantni frekvence

vyska hladiny [cm]  frekvence [Hz]

0,0 1266,5
1,0 1258,7
2,0 1245,8
3,0 1208,7
4,0 1116,0
5,0 977,3

Pokud se vaim hra na sklenicku zalibila a chcete si poslechnout, jak zni hudebni
ndstroj slozeny ze sklenicek (tzn. glass harp), najdéte si na YouTube tfeba pana
jménem Robert Tiso a uzijte si koncert.
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Zpracovani dat fyzikalnich méreni

Kapitola 1: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

Uvod

Letosni seridl bude vénovan statistice a zpracovani dat fyzikélnich méfeni. Na prv-
ni pohled by se mohlo zdat, ze toto téma neni prilis fyzikalni. , K ¢emu potrebuji
statistiku?“, mohli by si néktefi fyzikové a fyzicky pomyslet. Statistika je velmi
dilezitda pro experimentalni fyziku a nakonec i pro tu teoretickou. Vzdyt kazdy
fyzikdlni zdkon musi byt potvrzen (pfesnéjsi vyznam slova ,potvrzen“ si rozebere-
me v tomto seridlu) experimentdlnimi méfenimi, bez toho bychom nemohli uré¢it,
zda skutecné plati. Na konci tohoto seridlu budeme schopni pomoci matematické
statistiky a naméfenych dat potvrzovat nebo vyvracet rizné tvrzeni aspirujici na
fyzikalni zdkony a osvojime si i mnoho dalsich ve fyzikalni praxi uzite¢nych znalosti
a dovednosti.

V ramci zadavanych priklada se zamérime hlavné na praktickou praci s daty,
bé si uz nelze predstavit provadéni slozitych matematickych vypocti tuzkou na
papife, proto i my budeme pouzivat matematicky software, kterym bude vypo-
Cetni prostredi a programovaci jazyk R. Doufdme, ze se vam podafi si ho zdar-
né nainstalovat ze stranky https://cran.rstudio.com/ podle navodu distribu-
tora. Dale doporucujeme pouzivat editor RStudio (volné ke stazeni ze stranky
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download2/). V piipadé problémii
s instalaci nas kontaktujte na e-mailové adrese nozicka@fykos.cz. Soucasti tloh
v kazdé sérii bude také préce s redlnymi daty. Syntaxi jazyka R se budeme ucit
z pripravenych skripti, které budou doplnény vysvétlujicimi komentari.

Nyni uz se zaméfme na samotny obsah seridlu. Zacneme vysvétlenim zakladnich
pojmu, které budeme pouzivat.

Nahoda

Nahoda je takové casto pouzivané slovo, ale kdyz se poradné zamyslime, uvédomi-
me si, ze je vlastné velmi tézké definovat, co presné znamend. Na zacatek si proto
musime vyjasnit, co budeme pod pojmem nahoda ve zbytku tohoto seridlu mit na
mysli. Je dobré zacit z druhé strany, tedy uvédomit si, co je opakem slova ndhoda
nebo ndhodny. Opakem slova ndhodny je slovo deterministicky (Cesky néco jako
yuréeny®), které fikd, ze je vyvoj popisovaného systému jednoznaéné dan jeho ak-
tudlnim stavem. Jako ndhodné jevy tedy oznacime ty jevy, u kterych nelze predem
urcit, jakym zptsobem dopadnou. Jako takovy typicky ndhodny jev si muzeme
oznacCit vysledek hodu kostkou. Nikdo dopredu nevi, jaké ¢islo padne na kostce.

131


https://cran.rstudio.com/
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download2/

FYKOS, XXX. roc¢nik

Kdyby nékdo takovy existoval, uz by jisté byl diky vS§em moznym hazardnim hram
velice bohaty. Slovo ndhoda tedy pro nas bude mit vyznam procesu, ktery zaridi,
Ze pri stejnych pocatecnich podminkéch néjakého pokusu, muzeme na konci dostat
rizné vysledky.

Jak presné ta ndhoda funguje pro nas ted nebude podstatné. Naptiklad u zminé-
ného hodu kostkou mizeme rici, ze pocatecni podminky nejsou vzdy tplné stejné.
Vysledek hodu kostkou zavisi na mnoha parametrech, naptiklad rychlosti hodu,
rotaci kostky, tvaru podlozky atd. Kdybychom vsechny tyto parametry znali, byli
bychom schopni podle fyzikalnich zdkonu spocitat vysledek hodu. Problém je, ze
takovychto parametri je prilis velké mnozstvi na to, abychom je mohli vSechny
presné uréit. I kdybychom ale znali hodnoty vsech téchto parametri, prislusné
vypocty by byly natolik slozité, ze bychom se rozhodné ani za pouziti moderni
techniky nedopocitali vysledku diive, nez by kostka dopadla. Radsi proto fekne-
me, ze vysledek hodu kostkou je ndhodny. I tak jsme totiz za pomoci matematické
statistiky schopni presné popsat a formulovat mnoho tvrzeni, kterd budou v téch-
to pripadech platit. Naptiklad ze kazdé cislo bude padat stejné casto nebo ze pri
velkém poctu hodu kostkou bude primér hozenych ¢isel priblizné 3,5.

Néahodna velicina

Ustiedni pojem prvniho dilu serialu bude ndhodnd velicina. Ze stiedni skoly znéte
pojem proménnd, kterd oznacuje néjaké ¢islo. Proménnd muze mit zndmou i ne-
znamou hodnotu, ale vzdy je to jen jedna hodnota. Pod pojmem ndhodné veli¢ina
budeme rozumét néco jako proménnou, kterd ovsem nema jen jednu hodnotu, ale
miiZze nabyvat ruznych hodnot s riznou pravdépodobnosti.

Néhodné veliciny se casto znaci velkymi tiskacimi pismeny. Jako piiklad takové
nahodné veli¢iny mizeme uvést vysledek hodu kostkou. Pokud si jako X oznacime
vysledek hodu férovou Sestisténnou kostkou, nemtizeme dopfedu (tj. pfed samot-
nym hodem) mluvit o tom, jakou hodnotu mé ndhodné veli¢ina X. Jediné, o ¢em
miizeme s jistotou néco fici, jsou pravdépodobnosti, ze ndhodnd veli¢ina X nabude
urcité hodnoty.

Toto nés privadi k otazce, ¢im je takova ndhodnd velicina urcena. Podobné jako
u klasické proménné se zajimame o jeji hodnotu, u ndhodné veli¢iny se budeme
zajimat o tzv. rozdeéleni nahodné veliciny. Rozdéleni mizeme predstavit jako pred-
pis, ktery ndm udéva, jakych hodnot a s jakou pravdépodobnosti ndhodnéa velic¢ina
nabyva.

Podle typu rozdéleni délime ndhodné velic¢iny na dvé hlavni skupiny, kterymi
jsou diskrétni a absolutné spojité ndhodné veli¢iny®

Diskrétni ndhodné velic¢iny

Diskrétni ndhodné veli¢ina je takovd veli¢ina, kterd muze nabyvat jen konecéné
(nebo spocetné) mnoha hodnot. Typickym prikladem diskrétn{ ndhodné velic¢iny je

1Ve skuteénosti existuji jesté i jiné typy nahodnych veli¢in (néco mezi diskrétnimi a absolutné
spojitymi), ale témi se v tomto seridlu zabyvat nebudeme. Také misto absolutné spojitd ndhodnd
veli¢ina budeme pouzivat zkracené jen spojitd ndhodnd veli¢ina.
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uz nékolikrat zminény vysledek hodu kostkou, ktery mutze nabyvat pouze hodnot
z mnoziny {1,2,3,4,5,6}. Diskrétni ndhodné veli¢iny se popisuji velmi snadno,
stac¢i nam urcit pravdépodobnosti, ze ndhodné veli¢ina nabude konkrétnich hodnot
z mnoziny moznych hodnot. Pro hod kostkou bychom mohli psat

Toto je rozdéleni ndhodné veliciny X, kterd predstavuje vysledek hodu kostkou.

Spojité ndhodné veliciny

Jisté kazdy hned poznal, ze musi existovat i jiny druh nahodnych velicin nez pou-
ze diskrétni ndhodné veli¢iny. Pokud bychom si za ndhodnou veli¢inu Y oznacili
napiiklad teplotu, kterd bude zitra v 8:00 na meteorologické stanici v Rudolfinu
v Praze (ne tu, kterou naméiime digitdlnim teplomérem, ktery zaokrouhluje na
nékolik desetinnych mist, ale tu, kterd skute¢né bude), jisté bychom si nevystaéili
s konecné mnoha moznymi hodnotami. Teplota mtze nabyvat libovolné hodnoty od
absolutni nuly vyse, nejenom celych ¢isel. Takovychto hodnot je samoziejmé neko-
ne¢né (dokonce nespocetné) mnoho, proto nemizeme rozdéleni takovéto ndhodné
veli¢iny urcit pouze vyctem pravdépodobnosti, protoze téch pravdépodobnosti by
muselo byt nekoneéné (nespocetné) mnoho.

Spojité ndhodné veli¢iny se pouzivaji na modelovani téchto situaci, pro které
jsou diskrétni ndhodné veli¢iny nedostacujici. Rozdéleni spojitych ndhodnych ve-
licin bude urceno tzv. hustotou pravdépodobnosti. Hustota pravdépodobnosti je
funkce, kterd udava, jak pravdépodobné jsou jednotlivé hodnoty. Presnéji je to
funkce s vlastnosti, ze pravdépodobnost nabyvani néjaké hodnoty z intervalu [a, b]
nahodnou veli¢inou je rovna obsahu plochy® pod kfivkou hustoty mezi body a a b
(viz obrazek BH). Jisté si uz kazdy sdm rozmysli, Ze nejvice pravdépodobné jsou
pravé ty body, kde hustota pravdépodobnosti nabyva nejvétsich hodnot.

Nahodné veliciny ve fyzice

Po malém teoretickém dvodu se nyni zamérime na praktické vyuziti ndhodnych
veli¢in ve fyzice. Nahodné veli¢iny potkdme prakticky pti kazdém méteni fyzikal-
nimi ptistroji. Jelikoz jsou vSechny mérici pristroje nedokonalé, nenaméiime vzdy
skute¢nou hodnotu métrené fyzikalni veli¢iny, tj. nase méfreni budou nepfesna.

Jako priklad si mizeme uvést méfeni doby kyvu kyvadla stopkami. Doba kyvu
kyvadla nebude vzdy naprosto stejnéd kvuli vlivu nepatrnych pohybi vzduchu, které
budou na kyvadlo piisobit, nedokonalostem zévésu, dalsi nepfesnosti vzniknou na
strané ¢lovéka madkajiciho stopky vlivem jeho reakéntho &asu atd. Cislo, které
uvidime na stopkéch, rozhodné nebude presné doba kyvu kyvadla za idedlnich
podminek. V nasem modelu budeme hodnoty, které ziskdvame mérenimi, povazovat
za nahodné veliciny — podobné jako pii hodu kostkou.

2Pro &tendfe sezndmené s integralnim poétem mizeme uvést, ze se jednd o urdity integral
z hustoty pravdépodobnosti od a do b. Znalost integralniho poc¢tu nicméné neni vyzadovéna,
v tomto seridlu si plné vystac¢ime s grafickou predstavou.
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f(X)

P(a< X< h)

Obr. 35: Graficky vyznam hustoty pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny.

Realizace nahodné veliciny — Méreni

Je dulezité si uvédomit rozdil mezi ndhodnou veli¢inou a realizaci ndhodné veli-
¢iny. Ndhodnou veli¢inou budeme rozumét funkci, kterd nam teoreticky popisuje
vysledek néjakého procesu (hod kostkou, fyzikdlni méfeni atd.). Realizaci ndhod-
né veli¢iny budeme rozumét vysledek tohoto procesu v konkrétnim pfipadé (napt.
vysledek jednoho konkrétniho hodu kostkou).

Zejména je dulezité pochopit, ze realizace ndhodné veliciny uz je jen konstanta
(je to jedna konkrétni hodnota), nen{ na ni nic ndhodného. Rozdélen{ ndhodné
veli¢iny potom popisuje (uréuje pravdépodobnosti), jak budou vypadat jednotlivé
realizace této ndhodné veliciny.

Fyzikalni méfeni potom muzeme chapat tak, ze ziskdvame realizace néjaké na-
hodné veli¢iny (o této ndhodné veli¢iné typicky nebudeme mit moc informaci).
Statistické zpracovani namérenych datH se potom snazi ziskat co nejvice informaci
o skutecné hodnoté mérené fyzikalni velic¢iny.

30d této chvile budeme namérena data chapat jako realizace néjaké nahodné veli¢iny a ne-
budeme uz to v jednotlivych pripadech pfipominat.
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Zjednoduseny popis nahodnych velicin

Jak uz jsme fekli na zacdtku, ndhodnou veli¢inu budeme popisovat jejim rozdéle-
nim. To je ovSem v nékterych pripadech velmi tézké a nesikovné. Predstavme si
napftiklad ndhodnou veli¢inu udavajici soucet ¢isel, které hodime na 10 kostkach.
Kolika moznych hodnot muze takovdto ndhodné velicina nabyvat? Jaké je presné
rozdéleni takovéto ndhodné veli¢iny (tj. pravdépodobnosti jednotlivych moznych
vysledk)? Jisté to neni nic, ¢im bychom se chtéli dlouze zabyvat, nebot je to po-
mérneé slozité a pro ucely experimentélni fyziky neuzitecné. V praxi bychom urcité
narazili i na mnohem komplikovanéjsi problémy. Musime si tedy zavést néjaky
zjednoduseny popis ndhodnych veli¢in.

Pro snazsi popis se zavadi pojem stredni hodnoty a rozptylu ndhodné veli¢iny.
Je ovSem nutné poznamenat, ze stfedni hodnota a rozptyl nemusi plné urcovat
rozdéleni ndhodné veli¢iny®, jen ho zjednodusené popisuji.

Stredni hodnota

Stredni hodnota udavé, jaké hodnoty ndhodné veli¢ina v praméru nabyva (jakou
hodnotu bychom méli v pruméru oéekévat). Matematicky je pro diskrétni ndhodné
veli¢iny definovana jako

EX =Y kP(X =k),
=1

kde {k1,...,kn} jsou vSechny mozné hodnoty ndhodné veli¢iny X (znaceni stfedni
hodnoty E pochdzi z anglického Expectation). Stfedni{ hodnotu diskrétni ndhod-
né veli¢iny lze interpretovat jako vazeny prumeér vSech moznych hodnot, kterych
nahodné veli¢ina muze nabyvat, kde vahy jsou pravé pravdépodobnosti nabyvani.

Pro tdplnost uvedeme i definici stfedni hodnoty pro spojité ndhodné veliciny.
Poznamenejme ovsem, ze pokud neznate integralni pocet, nemusi vas trapit, ze této
definici nebudete rozumét, déle v seridlu to nebude potreba. Pro spojité ndhodné
veli¢iny je stfedni hodnota zadefinovana jako

EX = /:cf(m)dx,

kde f je hustota ndhodné veli¢iny. Opét si tento vyraz lze vylozit jako vazeny
integralni primér vSech hodnot, kterych mize ndhodnéa veli¢ina nabyvat.

Rozptyl
Rozptyl udava, jak moc je ndhodné velicina rozptylena okolo své stfedni hodnoty.
Matematicky je pro diskrétni ndhodnou veli¢inu rozptyl definovan jako

varX =Y (ki — EX)’P(X = ki),

i=1

4Ty. existuji dvé ndhodné veli¢iny s riiznymi rozdélenimi, ale obé maji stejnou stiedni hodnotu
i rozptyl.
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kde {ki,...,kn} jsou mozné hodnoty ndhodné veli¢iny (zna¢eni pochdz{ z ang-
lického Variance). Tento vyraz ndm Fikd, Ze pfi vypoctu rozptylu déldme vizeny
prumér druhych mocnin vzdalenosti moznych hodnot od stfedni hodnoty. Druhé
mocnina je zavedena proto, aby zvySovala vahu odlehlych pozorovani.

Pro dplnost opét uvedeme i definici rozptylu pro spojité ndhodné velic¢iny, kterd
ale nebude dale v textu seridlu vyzadovana.

varX = /(xfEX)2f(:v)dx,

kde f je hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

Nejcastéji se vyskytujici rozdéleni nahodnych velicin

Na tomto misté uvedeme ¢tyri v praxi nejcastéji se vyskytujici rozdéleni nadhodnych
veli¢in, které bude kazdy fyzik pravidelné potkavat. U kazdého rozdéleni uvedeme
jeho hustotu v pripadé, Ze se bude jednat o spojité rozdéleni, nebo uvedeme vycet
pravdépodobnosti v pfipadé, ze se bude jednat o diskrétni rozdéleni. U kazdého
rozdéleni také uvedeme stfedni hodnotu a rozptyl, spravnost téchto udaju si lze
ovéfit dosazenim do ptislusnych vzorci (vypocty byvaji zpravidla velmi ndrocné,
proto je zde nebudeme uvadét). Nakonec také zminime, kde v praxi mizeme které
rozdéleni potkat.

Normélni (Gaussovo) rozdéleni

Jednd se o spojité rozdéleni uréené dvéma parametry p € R,o® > 0 (znaéime
ho N(u, 0?)). Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni mé tvar

Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsouE
EX =p,
varX = o?.
Normalni rozdéleni mivaji hlavné ndhodné veli¢iny vzniklé méfenim néjaké fyzikal-
ni veli¢iny, kterd muze teoreticky nabyvat viceméné libovolné hodnoty! (napiiklad

hodnota elektrického proudu v obvodu méfend ampérmetrem, méreni teploty tep-
lomérem atd.)

5Vsimnéme si, ze v pfipadé normélniho rozdéleni plati, Ze je jednozna¢éné uréeno stiedni
hodnotou a rozptylem. U ostatnich rozdéleni to ale platit nemusi!
6 Ale tfeba ¢as mezi dvéma udalostmi nemiize byt zaporny apod.
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Exponencialni rozdéleni

Jedn4 se o spojité rozdéleni urcené jednim parametrem A > 0, zna¢ime ho Exp()\).
Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar

[ X proz >0
fl@) = { 0 jinak .

Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou

1
EX =~
A’
1
VarX:ﬁ.

Exponencidlni rozdéleni mivaji hlavné ndhodné veli¢iny vyjadiujici ¢as uplynuly
mezi dvéma po sobé jdoucimi opakujicimi se udédlostmi (naptiklad Cas mezi jed-
notlivym radioaktivnimi rozpady atomu v radioaktivn{ latce).

Rovnomérné rozdéleni
Jednd se o dalsi spojité rozdéleni uréené dvéma parametry a < b, znac¢ime ho R(a, b).
Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar

{ ﬁ pro z € (a,b)

f@)=9 ¢ jinak .

Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou

_a+b
EX = 7>
N2
V&I‘XZM.
12

Rovnomérné rozdéleni se pouziva na modelovani udalosti, které maji vSechny vy-
sledky stejné pravdépodobné.

Poissonovo rozdéleni

Jedn4 se o diskrétni rozdéleni uréené jednim parametrem A > 0 (znac¢ime ho Poiss(\)).
Pravdépodobnosti maji nasledujici tvar

BOY
P(X=k)=e R
Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou
EX =),
varX = .

Poissonovo rozdéleni maji zejména nahodné veli¢iny vyjadiujici pocet opakujicich
se udélosti v néjakém ¢asovém intervalu (napiiklad pocet rozpadu atomu v radio-
aktivni ldtce za uréity ¢asovy interval, pocet branek ve fotbalovém zépase atd.).
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Odhadovani typu rozdéleni

Kdyz jsme si nyni popsali, co je to ndhodné veli¢ina, realizace ndhodné veli¢iny
(pokud nevite, jaky je rozdil mezi ndhodnou veli¢inou a jeji realizaci, vratte se
k odstavci Realizace ndhodné veli¢iny) a uvedli jsme si seznam nejcastéji se vy-
skytujicich rozdéleni ndhodnych velicin, mohlo by se zdat, Zze uz zname vsechno
ze zakladu statistiky. Bohuzel, neni tomu tak — ve skutec¢nosti zndme jen polovinu
toho, co potiebujeme znat. V praxi nam totiz vétsinou nékdo da namérena data
(tedy vlastné realizace n&jaké ndhodné velid¢iny), ale uz ndm nerekne (protoze to
ani sdm nevi) jaké rozdéleni tato ndhodné veli¢ina méla. Jak se tedy d4 poznat,
z jakého rozdéleni pochazeji namérend data?

K odhadu typu rozdéleni pomahé histogram. Histogram je vlastné forma gra-
fického znazornéni dat, kde si osu x rozdélime na nékolik intervalii a nad kazdym
takovym intervalem zkonstruujeme sloupec takové vysky, kterd odpovidd tomu,
kolik namérenych dat padne do tohoto intervalu. Priklad histogramu muzeme vi-
dét na obrazku.

Q
© —
o _| |
©
- ] —
9] - L
8
s o _| 1
<
o _| |
154 —
o I—|—| =

Obr. 36: Ukazka histogramu — v tomto pripadé namérend data pochazeji
pravdépodobné z normalniho rozdéleni.

Intuitivné lze tvrdit, ze pro velky pocet namérenych dat bude tvar histogramu
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velmi podobny, jako je tvar hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodobnosti
nabyvani{ jednotlivych hodnot) rozdéleni, ze kterého mérena data pochdzi. Nikdy
vsak nemuzeme ocekdvat, Ze histogram bude mit presné takovy teoreticky tvar —
bude se jen podobat!

Problém, na ktery pri konstrukci histogramu narazime, je volba poc¢tu a sitky
sloupcu. Toto je velmi slozité téma, o kterém bylo napsano spousty knih a ¢lanki,
my si ovSsem vystacime s nasledujicimi dvéma obecnymi pouckami:

o Intervaly volime vSechny stejné siroké. Zacatek prvniho intervalu volime ja-
ko nejmensi namérenou hodnotu, konec posledniho intervalu jako nejvétsi
naméienou hodnotu.

o Pocet sloupcu volime jako
P, ~+/n,

kde n je pocet méreni.

Prosty pohled na histogram a jeho srovnani s nejbéznéjsimi typy hustot prav-
dépodobnosti (a pravdépodobnosti nabyvani) éasto odhali, ze kterého rozdéleni
namérend data pochézi. Toto si také vyzkousite v zadanych tlohach.

Uloha L.S ... nidhodna 10 bodt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, co je to ndhodnd veli¢ina a jaké mé vlastnosti
(postadi vlastnimi slovy objasnit nasledujici pojmy: ndhodnd veli¢ina, rozdéleni
nidhodné veli¢iny, realizace ndhodné veliCiny, stfedni hodnota, rozptyl, histo-
gram).

b) Vygenerujte grafy hustot pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodobnosti na-
byvéni jednotlivych hodnot) vSech v seridlu popsanych rozdéleni nahodnych
veli¢in pro rizné typy parametri daného rozdéleni a popiste, jaky mé zména
parametru/ vliv na tvar hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodob-
nosti nabyvani jednotlivych hodnot).

¢) Vygenerujte z pfilozenych dat histogramy a pokuste se urcit, ze kterého rozdé-
leni tato data pochézeji.

d) Definujme si ndhodnou veli¢inu X jako vysledek hodu ,férovou“ Sestisténnou
kostkou (vSechna ¢isla padaji se stejnou pravdépodobnosti). Uréete rozdéleni
nidhodné veliciny X a dale spocitejte EX a varX.

Bonus Uvedte ptiklad dvou ndhodnych veli¢in, které maji stejnou stfedni hodno-

tu i stejny rozptyl, ale maji rizna rozdéleni.

Pro préaci s daty a vykreslovani grafi pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vy-
feSeni téchto kol postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci
komentara v kédu vysvétlena potfebnd syntaxe jazyka R. (Tesent str. )

Kapitola 2: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V minulém dile seridlu jsme se seznamili s tim, co je to ndhodnd veli¢ina, husto-
ta pravdépodobnosti a jak se d& v nékterych ptfipadech odhadnout typ rozdéleni
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nahodné veli¢iny z namérenych dat pomoci histogramu. V tomto dile se zamérime
na odhadovani stfedni hodnoty a rozptylu z naméfenych dat.

Proc¢ je dobré z namétfenych dat odhadovat stfedni hodnotu, pfipadné rozptyl
nahodné velic¢iny, ze které namérend data pochéazeji? Odpovéd je jednoducha: pro-
toze to je presné to, o co fyzikovi pfi experimentu predevsim jde. Toto potiebuje
trochu hlubsi vysvétleni.

Fyzikalni interpretace

V tomto odstavci uvedeme zakladni matematicky model, ktery se pri fyzikalnich
méfenich pouziva. Piedstavme si, ze méfime néjakou fyzikalni veli¢inu (napf. dobu
kyvu kyvadla) a pro riiznd méreni dostaneme rtizné hodnoty méfené fyzikaln{ veli-
¢iny (v nasem piikladé rizné hodnoty naméteného ¢asu). Jak toto interpretovat?

Je to naprosto jednoduché, v zdkladnim modelu uvazujeme, ze ona fyzikalni ve-
li¢ina, kterou méfime, je po celou dobu neménné a pii pouziti dokonalych méticich
pristroji a dokonalého postupu méfeni bychom vzdy namérili pravé tuto jednu
neménnou hodnotu. Vlivem riznych nepfesnosti (nedokonaly mérici pfistroj, ne-
dokonald méfici aparatura, vnéjsi vlivy prostfedi, lidsky faktor atd.), ale tohoto
nejsme schopni dosdhnout a pfi kazdém méfeni namérime trochu odlisnou hodno-
tu. V zdkladnim modelu mizeme povazovat vysledek méreni za ndhodnou veli¢inu
(protoze dopredu nevime, jakou hodnotu naméiime, podobné jako u hodu kost-
kou). Pfi nédsledném statistickém zpracovdni naméfenych dat se potom snazime
pomoci naméfenych dat (tedy vlastné realizac{ ndhodné veli¢iny) zjistit co nejvice
informaci o skuteéné hodnoté mérené fyzikalni velic¢iny.

Udélame dalsi dilezity predpoklad o tom, jaké mohou byt ty vlivy, které zpi-
sobuji, Ze nejsme schopni mérenou fyzikdlni veli¢inu mérit presné. V nasem zdklad-
nim modelu budeme uvazovat, Ze neexistuje zadny systematicky posun namétrenych
hodnot oproti skutecné hodnoté. Jinymi slovy mérime sice nepfesné hodnoty, ale
tyto hodnoty nejsou systematicky vétsi nebo mensi nez skute¢nd hodnota, kterou
chceme mérit. V nasem prikladu pti méreni doby kyvu kyvadla muze uvazovat
poryvy okolniho vzduchu, které zpusobi nepresnosti méfeni, ale budeme predpo-
kladat, ze nefoukd vitr jednim smérem ale vsemi sméry priblizné stejné. Podobné
pro ostatni zdroje nepfesnosti. Je potom odpovédnosti experimentatora, aby zajis-
til platnost tohoto predpokladu pti samotném méfeni (pokud toho experimentétor
neni schopen dosdhnout, coz se nékdy stava, je potfeba tyto nepresnosti resit zvIast,
o tom vice na konci tohoto dilu seridlu). Diky tomuto predpokladu mtzeme tvrdit,
ze hodnota fyzikalni veli¢iny, kterou chceme namérit, se rovna stiedni hodnoté na-
hodné veli¢iny predstavujici vysledek jednoho méfeni. Jediny problém je, ze tuto
stfedni hodnotu nezndme, budeme ji tedy muset odhadovat z namérenych dat. Uz
dopredu se musime pfipravit na to, ze z namérenych dat nikdy nebudeme schopni
presné zjistit hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny.

Pokud si vzpomeneme, jaky vyznam m4 rozptyl ndhodné veli¢iny (mira rozpty-
lenosti okolo stfedn{ hodnoty), uvédomime si, ze rozptyl ndhodné veli¢iny predsta-
vujici vysledek jednoho méfeni vlastné vypovida o pfesnosti naseho méfeni (o tom
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jak moc jsou naméfené hodnoty rozptyleny kolem skutecné hodnoty mérené fyzi-
kélni veli¢iny).

Dalsi predpoklad, ktery si zavedeme je, ze jednotlivd méfeni jsou na sobé ne-
zavisla. Intuitivni predstava, co to znamend, je, ze vysledek jednoho méreni nijak
neovlivni vysledky ostatnich méreni. Experimentator opét musi zajistit, ze tento
predpoklad bude splnén.

Odhadovani parametri normalniho rozdéleni z namérenych dat

V tomto dile seridlu se budeme zabyvat pouze ptripadem, kdy ndhodné veli¢ina
predstavujici vysledek jednoho méreni ma normalni rozdéleni. Tento predpoklad
je témér vzdy splnén, normalni rozdéleni se vyskytuje opravdu témér vsude. Jak
postupovat v ptripadé, ze je tento predpoklad porusen, si rozebereme v pristim dile
seridlu.

Na tomto misté jen v rychlosti pfipomeneme, ze normalni rozdéleni, které zna-
&ime N (p,0?), je spojité rozdéleni uréené dvéma parametry u, o2, jehoz hustota
ma tvar

fla) = e
V2mo? .
Déle plati, Ze stfedni hodnota tohoto rozdéleni je rovna p a rozptyl tohoto rozdéleni
je roven 0. Casto se navic definuje jesté tzv. smérodatna odchylka jako odmocnina
z rozptylu, tedy v ptripadé norméalniho rozdéleni plati, ze smérodatna odchylka je
rovna o.

Nasim cilem bude z namérenych dat odhadovat skutecné hodnoty stfedni hod-
noty, rozptylu a smérodatné odchylky. Jak uz bylo uvedeno dfive, musime se smifit
s faktem, ze nikdy nemtzeme tyto hodnoty z namérenych dat odhadnout presné
(o tom vice pozdéji). Ve zbytku seridlu budeme skuteéné (pfi méfeni neznamé)
hodnoty znagit feckymi pismeny j, o, 02 a z naméfenych dat odhadnuté hodnoty
budeme znacit stejnymi pismeny se stiiskou a dolnim indexem uvadéjicim z kolika

méfen{ jsme tuto hodnotu odhadli (tedy fin, o, 02). Odhadnuté hodnoty budeme
nazyvat jako vybérova stfedni hodnota, vybérova smérodatna odchylka a vybérovy
rozptyl.

Odhad stredni hodnoty
Uvazujme, ze mame k dispozici vysledky naseho méfeni z1,. .., x,, o kterych bude-
me predpokladat, ze jsou vzajemné nezavislé a ze pochazeji z normalniho rozdéleni
N (s, 02) s nezndmymi parametry. Odhadem stfedni hodnoty bude vybérova stied-
ni hodnota definovana jako
n
—~ 1
e
i=

kde vyraz na pravé strané casto zkracené zapisujeme jen jako .
Nyni se zaméfime na analyzu vlastnosti vybérového primeéru. Musime si uve-
domit, ze jednotlivd méfeni jsou ndhodné veli¢iny (neni dopfedu zndme, jakym
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vysledkem dopadnou — jakou hodnotu namétime) a v dusledku toho je i vybérovd
stfedn{ hodnota ndhodnd veli¢ina (také neni dopiedu zndmé, jaké éislo ndm vy-
jde). Pfi analyze vlastnosti vybérové stfedni hodnoty nés bude zajimat zejména
jeji rozdéleni. Na vybérovou stfedni hodnotu se mizeme divat jako na soucet n
nezavislych nahodnych veli¢in vydélenych ¢islem n. Nyni si musime odvodit, jaké
bude rozdéleni sou¢tu dvou nezavislych ndhodnych veli¢in. (Poznamenejme, ze zde
je velice dulezité, Zze ndhodné veli¢iny jsou opravdu nezavislé, jinak by nasledujici
odvozeni nebylo spravné.)

Necht médme ndhodnou veli¢inu X se zndmym rozdélenim a druhou ndhodnou
velicinu Y se zndmym rozdélenim a tyto dvé ndhodné veli¢iny jsou nezavislé. Nyni
nés zajima, jaké bude rozdéleni ndhodné veliciny Z = X 4+ Y. Uvazujme nejprve
jednodussi pripad, kdy maji obé ndhodné veli¢iny diskrétni rozdéleni. Napiiklad
X predstavuje vysledek hodu kostkou a Y predstavuje vysledek hodu jinou kost-
kou a nas zajima, jaké m4 rozdéleni soucet hodu na obou kostkéch, tedy ndhodné
velicina Z = X 4+ Y. V tomto jednoduchém pripadé staci rozepsat si pravdépodob-
nosti, Zze nastanou vSechny mozné dvojice vysledki a seéist pravdépodobnosti téch
dvojic, které vedou na stejny soucet, a toto bude pravdépodobnost, ze ndhodné
velicina X + Y nabyde pravé této hodnoty. Matematicky zapsano

P(Z=k)= Y P(X=nY=k-n= > PX=nPY=k-n),

n=—oo n=—oo

kde v prostfednim vyrazu P(X = n,Y = k — n) znadi pravdépodobnost, Ze na-
stanou oba pifpady zaroven (tedy ze bude platit X = n a zdroven Y = k — n).
Tento vyraz lze rozepsat na soucin dvou dil¢ich pravdépodobnosti diky nezévis-
losti ndhodnych velicin X a Y. Vyraz na pravé strané si potom lze predstavovat
jako soucet pravdépodobnosti téch pripadi, kdy je soucet ndhodnych veli¢in X
a Y roven k (to nastane pravé tehdy, kdyz bude pro néjaké n bude platit X = n
a zéroven Y =k —n).

Ac¢ tento vzorec vypad4 slozité, je dobré si uvédomit, ze je vlastné trividlni.
V nasem piikladé se souc¢tem hodt na dvou kostkach je dosazeni do tohoto vzorce
velmi jednoduché, nebot pro n nelezici v mnoziné {1,2,3,4,5,6} plati P(X =n) =
= 0 a také vime, Ze za k m4a smysl dosazovat jen ¢isla z mnoziny {2,...,12}, nebot
jinych hodnot nemuze ndhodné veli¢ina Z nabyvat. Kdyz si dosadime opravdu
vyjde spravny vysledek.

Pro pripad, ze X a Y jsou spojité ndhodné veli¢iny s hustotami f a g, plati
obdoba pfedchoziho vzorce, jen je potfeba nahradit sumy pomoci integrali®. Bude
tedy platit

h(z) = / F@)g(z — a)da,

kde h bude hustota ndhodné veli¢iny Z. Této operaci se rika konvoluce funkci f
a g a znaci se fxg.

"Pokud nevite, co je to integral, nezoufejte. Stadi pouze piijmout né&kolik zde uvedengch
fakti, pro pochopeni vyklddané latky neni nutné znit dokonale integrdlni pocet.
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Je dulezité védeét, ze soucet dvou nezévislych ndhodnych veli¢in s normalnim
rozdélenim (feknéme X s rozdélenim N(u1,0%) a Y s rozdélenim N (u2,03)) mé
opét normélni rozdéleni s parametry, které se rovnaji souc¢tu puvodnich parametru
(tedy Z = X +Y maé rozdéleni N(u1 + p2, 0% + 03)). Tento fakt plyne z pouhého
dosazeni do vzorce na konvoluci. Zdatnéjsi ¢tenafi si mohou platnost tohoto faktu
sami ovérit vypoctem, méné zdatni ctenari mohou pro ovéreni tohoto faktu vyuzit
néjaky matematicky software nebo tomu prosté veérit.

Dalsi dilezitd véc je uvédomit si, co se stane s rozdélenim nahodné veli¢iny,
pokud tuto veli¢inu vynasobime konstantou. Ze vzorcu na stfedni hodnotu a roz-
ptyl (viz minuly dil seridlu) ihned plynou nésledujici vztahy (zdatnéjsi ctendfi si
opét mohou tento fakt ovérit vypoctem)

E(aX) =aE(X),
var(aX) = a’*var(X) .

Jako posledni si musime rozmyslet, ze pokud ndhodnou veli¢inu s normalnim
rozdélenim vynésobime konstantou, jeji rozdéleni bude opét normaln{ (samoziejmé
s jinymi paramatry). Toto nen{ Gplné jednoduché. Intuitivni pfedstava mize byt
takovd, Zze po vyndsobeni ndhodné velic¢iny s normalnim rozdélenim konstantou se
pouze natdhne (nebo smrskne) funkce hustoty, ale ztistane zachovan typ rozdéleni.

Potom, co jsme si uvedli téchto par tvrzeni, mizeme jejich jednoduchym zkom-
binovanim dostat dusledek, ze za predpokladu, Ze nase namérend data pochézeji
z normélniho rozdéleni N (u,o?), ma vybérova stiedni hodnota normaln{ rozdéleni
N(p,o?/n). Nyni si musime uvédomit, co to vlastné znamens. S vétsim poctem
naméfenych dat (tedy s vétSim n) se vybérové stfedni hodnoté snizuje rozptyl,
ale stfedni hodnota zistava porad stejnéd a to sice ta, kterou maji také jednotlivé
ndhodné veli¢iny (tedy vlastné hodnota méfené fyzikalni veli¢iny). To znamen4,
ze pro velky pocet méreni bude vybérova stiedni hodnota s nejvétsi pravdépodob-
nosti ¢im dal blize ke stfedni hodnoté, kterou chceme odhadovat (disledek toho,
ze rozptyl vybérové stredni hodnoty bude ¢im dal mensi, tedy vybérova stredni
hodnota bude ¢im dél méné rozptylena okolo své stfedni hodnoty w).

Na zévér tohoto odstavce jen uvedme, ze vybérova stredni hodnota se nékdy
také oznacuje jako vybérovy prumeér, ale v tomto seridlu se budeme drzet oznaceni
vybérova stfedni hodnota.

Odhad rozptylu

Podobné jako vybérova stfedni hodnota odhaduje stiedni hodnotu budeme odha-
dovat rozptyl pomoci vybérového rozptylu. Vybérovy rozptyl je definovany jako

1 « _
Sizn_lg(mzfiﬂn)2

8Na prvni pohled se miize zd4t trochu divné, proé délime &islem (n — 1) a nikoliv &islem n.
Je to z toho divodu, aby tento odhad byl nestranny (tzn. aby stfedni hodnota vybérového
rozptylu — opét pripomindme, ze vybérovy rozptyl je ndhodnd veli¢ina — byla rovna skute¢nému
rozptylu). Pokud bychom délili pouze éislem n, tento odhad by nebyl nestranny.
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Ve fyzice se také Casto potkdme s vybérovou smérodatnou odchylkou

1 n
— .7 )2
Sw= | =g Dol — T2,
i=1

ktera odhaduje smérodatnou odchylku.

Je dilezité si uvédomit, ze vybérovy prumér i vybérova smérodatnd odchyl-
ka jsou opét ndhodné veli¢iny (dopfedu nezndme jejich hodnotu). Podobné jako
u vybérové stredni hodnoty by se dalo ukézat, ze vybérovy rozptyl (resp. vybéro-
v smérodatnd odchylka) ma takové rozdéleni, Ze pro velky pocet méfeni je jeho
hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti ¢im dal blizsi skuteénému rozptylu (resp. sku-
te¢né smérodatné odchylce). Ukdzat tuto vlastnost uz je ovSem v tomto pripadé

VVVVVV

fakt.

Interval spolehlivosti

Nyni jsme si popsali, jak z naméfenych dat odhadovat stfedni hodnotu (o tu ndm
ve fyzikdln{ aplikaci jde predevsim) a rozptyl ndhodné veli¢iny, ze které namérend
data pochézeji. Odvodili jsme si, Ze nase odhady (vybérova stfedni hodnota, vy-
bérové smérodatnd odchylka a vybérovy rozptyl) maji tu vlastnost, ze pro velky
pocet méfeni jsou ¢im d4l presnéjsi (tj. jsou s nejvétsi pravdépodobnosti ¢im d4l
blize skutecnym hodnotam stfedni hodnoty, resp. smérodatné odchylky, resp. roz-
ptylu). Je sice hezké, ze vime, Ze pro velky poCet méfeni bude nds odhad velmi
presny, ale v praxi obvykle nemdme moc méfeni (velky pocet miize znamenat t¥eba
1000 méfeni nebo i vice).

Pokud chceme odhadovat stfedni hodnotu z relativné malého poc¢tu méreni
(tato situace nastane prakticky u kazdého fyzikdlniho experimentu) budeme po-
stupovat tak, ze zkonstruujeme interval spolehlivosti, ktery nam bude fikat, v ja-
kém intervalu se s nejvétsi pravdépodobnosti nachizi skute¢nd hodnota stredni
hodnoty.

Vyjdeme z toho, Ze si urcime, jaké rozdéleni mé nasledujici transformace na-
Sich naméfenych dat (opét si uvédomme, Ze se jednd o ndhodnou veli¢inu, nebot
dopredu nezndme jeji hodnotu)

Tn — Y

ﬁ Sn )
kde p je skuteénd (ale pro nds nezndmd) hodnota stfedni hodnoty rozdéleni, ze
kterého pochdzi naméfend data (pfipomindme predpoklad, Ze se jednd o normaln{
rozdéleni) a n je pocet naméfenych dat. Bez dikazu na tomto misté uvedeme, Ze
rozdéleni takovéto ndhodné veliciny je tzv. Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich
volnosti (zna¢ime t,—1). Studentovo rozdéleni mé pomérné slozitou hustotu, jejiz
presny predpis je zde zbyteéné uvadét (zdjemci si mohou tuto hustotu vykreslit
v matematickém softwaru). Je dobré si povSimnout, ze pro velké n je studentovo
rozdéleni o n stupnich volnosti ¢im dél vice podobné rozdéleni N (0, 1) (tohoto faktu

144



Zpracovdni dat fyzikdlnich méreni

budeme pozdéji vyuzivat). Dalsi dulezitou vlastnosti hustoty studentova rozdéleni
je, ze je symetrické okolo nuly.

Kdyz nyni vime, ze nase transformovana data maji Studentovo rozdéleni o n—1
stupnich volnosti, mizeme si pro toto rozdéleni urcit tzv. kvantily. Pokud si zvoli-
me ¢islo « z intervalu (0, 1), potom a-kvantilem Studentova rozdéleni o n stupnich
volnosti (zna¢ime ho t,,o) bude takové ¢islo, které spliiuje podminku, ze pravdé-
podobnost, ze nase ndhodnd veli¢ina fidici se rozdélenim ¢,, bude mensi nez t, q,
bude rovna a. Matematicky zapsano

P(X < tn,a) = .

Dobfe je vyznam toho, co znamend kvantil, vidét z obrazku @

i
s
AP
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AN

AR

A
AN
/’/////
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Obr. 37: Graficky vyznam kvantilti spojité ndhodné veli¢iny.

Na tomto misté poznamenejme, zZe presné hodnoty kvantili Studentova rozdé-
leni (pro rizné kombinace parametri n a «) lze najit v kazdych lepsich matema-
tickych tabulkdch nebo na internetu.

Cely postup konstrukce intervalového odhadu pro stfedni hodnotu bude né-
sleduji. Nejprve si zvolime tzv. hladinu spolehlivosti, kterd musi lezet v interva-
lu (0, 1). Nésledné urcime takové ¢islo a € (0, 1), aby naSe hladina spolehlivosti byla
rovna 1 — «. Nasim cilem bude zkonstruovat interval s vlastnosti, ze pravdépodob-
nost pokryti skuteéné stfedni hodnoty intervalem spolehlivosti bude pravé 1 — a.
Tedy « lze interpretovat jako pravdépodobnost omylu.

Samotny interval spolehlivosti budeme konstruovat nasledujicim zpiasobem. Di-
ky znalosti rozdéleni nasich transformovanych dat a vlastnosti kvantilti Studentova
tn—1 rozdéleni musi platit

P (tnfl,% < \/ﬁl‘ns_ﬂ < tnflyl,%) =1—-a«.
n
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Nyni uz Ejenorn ekvivalentnimi dpravami upravujeme nerovnosti uvnitt pravdé-
podobnostit

—
I
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_ Sn _ Sn
=P (xntnl,l‘;\/ﬁ < M<l’n+tn,1‘1,%ﬁ .
VsSechny upravy byly viceméné trividlni, dprava mezi 4. a 5. fAdkem spocivala v na-
hrazeni kvantilu tho1,g pomoci kvantilu —tn_1,1-g, coz lze udélat diky symetrii
hustoty Studentova rozdéleni (rozmyslete si sami).
Nyni si musime uvédomit, co jsme vlastné dostali.

S S
l-a=P <$n—tn—1,1—g:l < p <$En+tn—1,1—gn> .

Vn n

Tento vyraz vlastné rika, ze pravdépodobnost, ze interval

_ Sn __ S
<xn - tn,l—% 7%7 Tn + tn,l—% \/%>

pokryva skute¢nou stfedni hodnotu ndhodné veliciny, ze které pochazeji namérend
data (tedy vlastné méfenou fyzikaln{ veli¢inu), je pfesné 1 — a. Toto je interval

spolehlivosti (nékdy se také fikd intervalovy odhad) pro méfenou fyzikaln{ veli¢inu.
Tento interval se nékdy zkracené zapisuje jako

Su

Vi

Protoze fyzikové maji radi co nejkratsi zapisy a i tento zapis jim prijde moc dlouhy,
vétsinou pisou jen

Tn = tn—l,l—%

Tp+t —,
T Tn

9Uvédomme si, ze takto opravdu lze postupovat, nebot pokud neménime mnozinu FeSenf
dvojice nerovnosti uvnitf pravdépodobnosti (coz ekvivalentnimi ipravami neménime), neméni
se ani hodnota samotné pravdépodobnosti.
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tedy vynechaji v intervalovém odhadu hodnotu kvantilu ¢,,_ ;1 _ 2, takZe to uz neni
zapis intervalového odhadu v obecném tvaru, ale velice snadnym zpisobem (jen
doplnénim piislusného kvantilu Studentova rozdéleni) ho lze zpétné zrekonstruovat.

Hodnota \S/% se Casto oznacuje pouze s, a rika se ji vybérova smérodatna od-

chylka priméru (protoze odhaduje smérodatnou odchylku vybérového priméru).
Toto je to, co se u fyzikalniho experimentu vyzaduje, tedy spocitat hodnotu vy-
bérové stfedni hodnoty Z,, a hodnotu vybérové smérodatné odchylky pruméru s,,.
Vysledek se zapise ve tvaru

Tp £ sp

a jednoduchym doplnénim hodnoty pfislusného kvantilu se z tohoto zapisu necha
vyrobit intervalovy odhad pro méfenou fyzikalni veli¢inu.

Vybérova smérodatnd odchylka prumeéru se pouziva jako méritko toho, jak pres-
né jsme fyzikalni veli¢inu zmérili, nebot udava, jak siroké budou prislusné intervaly
spolehlivosti. Pri fyzikalnich experimentech se vzdy pozaduje, aby byla hodnota
vybérové smérodatné odchylky primeéru co mozna nejmensi. Nékdy se také o vy-
bérové smérodatné odchylce pruméru mluvi jako o nejistoté méreni typu A.

Nazvoslovi a typy nejistot

Nyni uz méme zcela popsany zakladni model statistického zpracovani namérenych
dat a nakonec si ho zasadime do sir§iho kontextu. Obecné se definuji 2 typy nejistot
méfeni a sice nejistota typu A a nejistota typu B.

Nejistota typu A je nejistota urceni mérené fyzikalni veli¢iny, kterd prameni
z ndhodnosti namérenych dat. Tuto nejistotu ziskdme statistickym zpracovanim
dat, o tom se psalo na predchozich 7-8 strankich a umime se s tim vyporadat.

Nejistota typu B je nejistota urceni méfené fyzikalni veli¢iny, kterd prameni
z jinych divodu nez nejistota typu A. Zejména se jednd o néjaky systematicky
posun méfenych hodnot viicéi skuteéné hodnoté (o tomto se psalo na za¢atku tohoto
dilu seridlu v odstavci Fyzikdini interpretace). S nejistotou typu B se vypordddme
tak, ze ji bud pfipo¢teme k nejistoté typu A (to se déld hlavné v pfipadé nejistoty
vyplyvajici z nepfesnosti méridla®) nebo ji pouze zminime v diskuzi (to se déla ve
vétsiné ostatnich piipadi).

Pro pripo¢itdni nejistoty typu B k nejistoté typu A se pouziva vzorce

sk =/53 + 5%,

kde sa je nejistota typu A a sp je nejistota typu B. Déle se pracuje s kombinova-
nou nejistotou sk stejné jako jsme predtim pracovali s nejistotou typu A. Ve vsech
intervalovych odhadech (i ve findlnim zapisu naméfenych hodnot) tedy musime
misto hodnoty s, uvadét hodnotu sk, ¢imz tyto intervalové odhady rozsitime,
abychom vzali v tvahu také ostatni zdroje nepresnosti. Kombinovana nejistota

LONepfesnost méridla byva ¢asto uvedend na pouzitém méfidlu a jeji vyznam je takovy, Ze
meéridlo mize zptisobovat systematicky posun zobrazovanych hodnot vic¢i skuteénym hodnotam
az do uvedené miry. Pokud neni na meéridle nic uvedeno, uvazuje se za nepfesnost méridla
obvykle polovina nejmensiho dilku na stunici, na které méridlo zobrazuje hodnoty.
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meéreni tedy vyjadiuje, jak presné jsme fyzikalni velicinu urcili. Ve fyzikalnich ex-
perimentech je cilem dosdhnout co mozna nejmensi kombinované nejistoty méreni
(tj. ur¢it méfenou fyzikalni veli¢inu co mozné nejpresnéji).

Na zavér tohoto odstavce uvedeme, zZe jsme v textu seridlu zamérné pouzivali
pouze slovo nejistota a vyhybali jsme se pouziti slova chyba. Na tomto misté objas-
nime pro¢. Chyba méfeni je definovana jako absolutni hodnota rozdilu odhadnuté
hodnoty a skuteéné hodnoty mérené fyzikalni veli¢iny, tedy jako

e=Tn —pl.

Chyba méreni vyjadiuje o kolik se ndmi odhadnuta hodnota mérené fyzikalni ve-
liciny (tedy T») lis{ od jeji skuteéné hodnoty (tedy p). Je ale naprosto nutné si
uvédomit, ze chybu méfeni v praxi nikdy znét nebudeme (k tomu bychom totiz
potiebovali znat skuteénou hodnotu méfené fyzikalni veli¢iny). NaneStést{ se ale
¢asto muzeme potkat s tim, Ze se vyznam slov nejistota a chyba zaménuje nebo
se povazuji za ekvivalentni oznaceni. V tomto textu seridlu se ale budeme drzet
spravného znaceni a stejné to délejte i vy pri feseni tiloh.

Dilezité poznamky na zavér

Na zavér tohoto dilu seridlu uvedeme nékolik dilezitych poznamek k odhadim
mérené fyzikalni veli¢iny za predpokladu normélniho rozdéleni ndhodné veli¢iny
popisujici vysledek jednoho méfeni.

1. V tomto dilu seridlu se vyskytlo zna¢né mnozstvi novych pojmiu, z nichz
nékteré maji velmi podobna oznaceni. Pro spravné pochopeni této proble-
matiky je ale nutné mezi témito pojmy disledné rozliSovat (napf. chyba vs.
nejistota, stfedni hodnota vs. vybérova stfedni hodnota atd.). Proto bychom
na tomto misté chtéli upozornit, abyste v feseni seridlové tulohy (a ve vSech
budoucich zpracovanich experimentti) vénovali zvlastni pozornost jazykovym
formulacim, které mohou zpusobovat zbyte¢nd nedorozuméni.

2. Je naprosto nutné pochopit 0cel intervalu spolehlivosti a jeho vztah k od-
hadtim parametriit 4 a 2. Uelem odhadt parametrit je odhadnout z na-
méfenych dat skutecnou hodnotu stfedni hodnoty (pfipadné rozptylu nebo
smérodatné odchylky) a je proto sém ndhodnou veli¢inou. Tato ndhodnd ve-
licina ma tu vlastnost, ze pfi velkém poctu pozorovani bude jeji hodnota
s velkou pravdépodobnosti velmi blizka skutecné hodnoté stfedni hodnoty
(resp. rozptylu nebo smérodatné odchylky). Pro opravdu velky pocet méfe-
ni je takovyto odhad dostacujici. V praxi ovSsem skoro nikdy nemame velky
pocet méteni, proto konstruujeme intervalové odhady. Intervalovy odhad je
vlastné mnozina (interval), kde bude s ur¢itou pfedem libovolné zvolenou
pravdépodobnost{ (s pravdépodobnost{ 1 — «) skute¢nd hodnota stfedni{ hod-
noty lezet.

3. Fyzikové s oblibou tikdvaji nasledujici:

»Pravdépodobnost, ze skutecnd hodnota mérené veliciny lezi v intervalu

ﬁitn,l—%SKv
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je 1 — af Toto je v podstaté pravdivé tvrzeni, ale je ponékud nestastné
a zmatecné formulované. Je nutné si uvédomit, ze skuteénd hodnota meé-
fené fyzikdlni veli¢iny je deterministickd (neni ndhodnd), jenom ji vétSinou
nezndme. To, co je ndhodné, jsou meze intervalu spolehlivosti (vzpomerite
si, Ze Tn a $p jsou ndhodné veli¢iny). Lepsi formulace je proto nésleduji-
ci: ,Pravdépodobnost, ze interval spolehlivosti pokryva skute¢nou hodnotu
mérené fyzikalni velidiny, je 1 — a“. V tomto seridlu se budeme drzet této
presnéjsi formulace, stejné to délejte i vy v feseni tloh.

. Vsimnéme si, co ovliviiuje podobu (zejména sifku) intervalu spolehlivosti.
Vybérovy primeér z, odhaduje stfedni hodnotu a vybérovy rozptyl S,, odha-
duje rozptyl. Obé tyto ndhodné veli¢iny budou pii velkém poctu pozorovani
velice pravdépodobné nabyvat pouze hodnot blizkych skute¢nym hodnotam
stfedni hodnoty, resp. rozptylu. Jediné, co potom bude ovliviiovat sitku nase-
ho intervalu spolehlivosti (tedy vlastné pfesnost, se kterou jsme pozadovanou
fyzikdln{ veli¢inu namérili), bude ¢len y/n ve jmenovateli zlomku. Tedy pokud
chceme mit naméfenou fyzikalni veli¢inu co nejpfesnéji, muzeme postupovat
dvéma zpusoby. Bud co nejvice snizit rozptyl mérenych dat (tedy snizit ¢len
Sn), ¢ehoz dosdhneme lepsim postupem méfeni (pfesnéjsi piistroje, omeze-
ni vnéjsich vlivu prostiedi atd.), nebo muzeme provést vice méreni (tedy
zvétsime n).

. Specialni volbou parametru o dostaneme pomeérné jednoduse zajimavé vy-
sledky.

e Pokud zvolime a = 0,32 (tedy budeme mit intervalovy odhad o spo-
lehlivosti 0,68) a budeme mit dostateéné velké n (vice nez 30), potom
budou kvantily ¢, 1,1 g vychézet velmi blizko 1 (ovéite si v tabulkéch).
Miuzeme tedy Fici, ze pro dostateéné velky pocet méfeni (vice nez 30) je
interval

Tpn £ sk

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti ptiblizné 0,68.

e Podobné pro volbu o« = 0,05, tedy pro spolehlivost 0,95 budou kvantily
tn—1,1—2 pro dostatecné velké n (vice nez 30) vychézet blizko 2 (ovéi-
te si v tabulkdch). MuZzeme tedy Fici, ze pro dostatetné velky pocet
pozorovani (vice nez 30) je interval

Tn * 28K

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti priblizné 0,95.

e Podobné pro volbu a = 0,003, tedy pro spolehlivost 0,997 budou kvan-
tily ¢,—1,1—g pro dostatecné velké n (vice nez 30) vychédzet blizko 3
(oveéfte si v tabulkdch). Muzeme tedy Fici, ze pro dostatecné velky po-
et pozorovani (vice nez 30) je interval

Tn £ 3sk

intervalem spolehlivosti o spolehlivosti priblizné 0,997.
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Uloha IL.S ... odhadnutelna 10 bod#

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu slouzi intervalovy odhad stfedni hodnoty
v normalnim rozdéleni a uvedte jeho fyzikdlni interpretaci (postaci vlastnimi
slovy popsat nésledujici: fyzikalni interpretace odhadu stfedni hodnoty, rozdil
tervalového odhadu, metoda zkraceného zapisu intervalového odhadu, nejistota
méfeni). Nen{ potieba uvddét presnd matematickd odvozeni, stac¢i pozadované
pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V pfilozeném datovém souboru merenil.csv najdete naméfené hodnoty uréité
fyzikdlni veliiny (uvazujte nejistotu typu B sg = 0,1). Zkonstruujte z téchto
dat bodovy i intervalovy odhad métené fyzikalni veli¢iny a kratce interpretujte
jejich vyznam.

¢) Predpoklddejme, ze méfime uréitou fyzikalni veli¢inu a vime, Ze vlivem pouzité
metody méfeni budou mit naméfend data rozptyl rovny konstanté ¢ (nejistotu
typu B neuvazujte). Kolik musime pfiblizné provést méteni, abychom dosahli
nejistoty méreni mensi nez s?

d) V prilozeném datovém souboru mereni2.csv najdete data méfeni stejné fyzikalni
veli¢iny dvéma riznymi zpusoby (nejistotu typu B neuvazujte). U které metody
byla pouzitd méfici aparatura presnéjsi? Ktery zpusob métfeni dal presnéjsi
vysledek méfeni? U obou otézek své zavéry i strucné zduvodnéte.

Bonus: Zkuste odvodit, Zze v normalnim rozdéleni je vybérovy rozptyl nestrannym

odhadem skuteéného rozptylu (tj. stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna

skute¢nému rozptylu). Pro feSeni tohoto tkolu miZzete pouzit libovolné zdroje (po-
kud je budete fadné citovat).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyfreseni téchto tkola
postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentait v kédu
vysvétlena potiebné syntaxe jazyka R. (Tesend str. )

Kapitola 3: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V minulém dile seridlu jsme si rozebrali, jak se matematicky modeluje experi-
mentalni méFeni fyzikalnich veli¢in. Rekli jsme si, Ze hodnotu, kterou nam ukéze
mérici pristroj, povazujeme za ndhodnou veli¢inu se stfedni hodnotou rovnou sku-
teéné hodnoté mérené fyzikdalni veli¢iny — tedy skuteénd hodnota métrené fyzikalni
veli¢iny je pevna a neménnd, zatimco nase namérend data jsou v urcitém smyslu
nahodnd (toto si pfipomente, budeme to potfebovat). Déle jsme si odvodili, jak se
v nejjednodussim modelu, kdy uvazujeme, ze méfend data maji normélni rozdéle-
ni, konstruuje odhad mérené fyzikalni veli¢iny a interval spolehlivosti pro mérenou
fyzikdlni veli¢inu (coz fyzikové nazyvaji nejistota méteni).

V tomto dile seridlu se budeme zabyvat dvéma vécmi. V prvni ¢asti si rozebere-
me, jak postupovat v obecnéjsim ptipadé, kdy nase mérend data nemaji normalni
rozdéleni. Uvidime, Ze se v takovémto pripadé postupuje velmi podobné jako v pri-
padé normdlné rozdélenych dat (coZ uz bychom méli umét). Ve druhé ¢sti tohoto
dilu seridlu se budeme zabyvat situaci, kdy potfebujeme namétené fyzikalni veli¢iny
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(které jsou naméfeny s uréitou nejistotou) dosazovat do dalsich fyzikélnich vzorci.
Odvodime si, jak v takovémto pripadé prepocitat nejistotu méfeni, abychom mohli
konstruovat intervaly spolehlivosti pro nase transformovana data.

Centrélni limitni véta (CLV)

V této kapitole si povime, jak zpracovavat namérend data, kterd se nefidi nor-
malnim rozdélenim (nebo to o nich nemuzeme s jistotou prohldsit). V piipadé
bodovych odhadt stfedni hodnoty a rozptylu neni zadny rozdil oproti pripadu,
kdy by ndmi namérend data méla normalni rozdéleni. Odhady uvedené v minulém
dile, tedy vybérovy prameér

3

12

vybérovy rozptyl

= *-’L'n
Sn n—l

a vybérova smérodatnd odchylka

Sn = n—lz -—mn

budou mit i v tomto obecnéjsim pripadé stejné vlastnosti jako v pripadé normalni-
ho rozdéleni (tedy, ze pro velky pocet méfeni bude jejich hodnota s nejvétsi prav-
dépodobnosti velmi blizka skute¢nym hodnotdm stfedni hodnoty resp. rozptylu,
resp. smérodatné odchylky).

Problém nastane u konstrukce intervalového odhadu. V minulém dile jsme pied-
poklddali, ze pokud maji nase méfend data normdlni rozdéleni (s libovolnymi pa-
rametry) a my na né aplikujeme nésledujici transformaci

Vet (68)
n
kde p je skuteénd stiedni hodnota rozdéleni nasich dat (tedy skuteénd hodnota
méfené fyzikdlni veli¢iny), potom mé takto vznikld ndhodnd veli¢ina (je dulezité
si uvédomit, ze jde o ndhodnou veli¢inu, nebot dopfedu nezndme jeji hodnotu)
studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. Toto tvrzeni neplati, pokud mérené
data nemaji normélni rozdéleni.

V obecnéjsim pripadé, kdy nemaji mérend data normélni rozdéleni, budeme
vychazet ze stejné transformace nasich naméfenych dat, akorat musime zjistit,
jaké bude mit tato ndhodn4 veli¢ina v tomto obecnéjsim pripadé rozdéleni. O tom
hovot{ centralni limitni véta. Centralni limitni véta rika, ze at maji nase jednotliva
méteni jakékoliv rozdéleni (ve skute¢nosti je tady podminka na koneény rozptyl,
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ale tim se zatézovat nebudeme), potom bude platit, ze takto transformovand data
konverguji v distribuci k normélnimu rozdélen{ N(0,1). Matematicky zapsano

\/H”"S_ KD N,1).

Co je to ta konvergence v distribuci? Intuitivné fe¢eno to znamend, Ze pro velky
pocet méfeni bude hustota ndhodné veli¢iny (@) éim déle vice podobna hustoté
rozdéleni N(0,1). Podobnd v tomto pfipadé znamend, ze se v kazdém bodé bude
hustota pravdépodobnosti této ndhodné velic¢iny blizit hustoté pravdépodobnosti
rozdéleni N(0,1). Pozorného ¢tendfe by ihned mély napadnout nésledujici dvé
otazky:

1. Co je to velky pocet méreni? Toto je pomérné slozitd otdzka, ale v zdkladnim
modelu, ktery budeme pouzivat, budeme za dostatecné velky pocet méreni
oznacovat situaci, kdy budeme mit alespon 30 méreni. V takovémto pripadé
uz bude aproximace pomoci CLV velice presnd. Pokud budeme mit méné meé-
feni, musime vzit v ivahu fakt, Ze aproximace normalnim rozdélenim pomoci
CLV nemusi byt tak pfesnéd (o této problematice vice déle).

2. Neni znéni centralni limitni véty ve sporu s tim, co jsme probirali v minulém
dile serialu? V minulém dile seridlu jsme uvazovali, Ze nase pozorovani maji
normalni rozdéleni (coz spadd do kolonky ,, jakékoliv rozdéleni*), takze by roz-
délen{ transformace ndmi namérenych dat (§) podle CLV mélo konvergovat
k rozdéleni N (0, 1), ale v minulém dilu seridlu se tvrdilo, Ze tato transforma-
ce dat ma rozdéleni t,—1. Vysvétleni je jednoduché, studentovo rozdéleni ¢,
pro velkd n konverguje v distribuci k rozdélen{ N (0, 1), coz si mizete ovérit
pomoci vykresleni graft hustot pravdépodobnosti obou rozdéleni.

Velice podobnym zptisobem jako v minulém dile seridlu mizeme potom pra-
covat s pravdépodobnostmi a odvodit tak intervalovy odhad. Jediny rozdil je, ze
misto kvantilt studentova t,_1 rozdéleni budeme muset pouzivat kvantily normal-
nfho rozdéleni N (0, 1), které budeme znacit u (tedy a-kvantil normélnfho rozdéleni
N(0,1) zapiSeme jako uq). Pro jistotu jesté pfipomeneme, co jsou to kvantily roz-
déleni. Pokud si zvolime éislo « z intervalu (0, 1), potom a-kvantilem normélniho
rozdéleni (zna¢ime ho uq) bude takové éislo, které spliiuje podminku, ze pravdépo-
dobnost, ze nase ndhodnd veli¢ina ¥{dici se rozdélenim N (0, 1) bude mensi nez uq,
bude rovna a. Matematicky zapsano

P(X <ua)=a.

Pro jistotu strucné zopakujeme postup odvozeni podoby intervalového odhadu
pro stfedni hodnotu (tedy mérenou fyzikalni veli¢inu) v p¥ipadé obecného rozdéleni
méfenych dat za pouziti CLV (postup je naprosto stejny jako v minulém dile
seridlu).
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Vsechny provadéné tpravy byly viceméné trividlni, jen je nutné si uvédomit, ze mi-
zeme upravovat obé nerovnosti naraz. Mezi ¢tvrtym a patym radkem jsme vyuzili
vztahu

U = —Uj_a
2 =55

coz plyne ze symetrie hustoty rozdéleni N(0,1) kolem osy y.

Timto jsme podobné jako v minulém dile seridlu zkonstruovali intervalovy od-
had (v tomto pfipadé vSak pouze asymptoticky) pro stfedni hodnotu ndhodné
veli¢iny, tedy vlastné pro mérenou fyzikalni veli¢inu ve tvaru

__ Sn _ Sn
l—-a~P |z, —uw—a—=<pu<® U _a— | .
( n 1 o) \/ﬁ 12 n + 1 3 \/ﬁ
Tento intervalovy odhad lze interpretovat tak, ze pravdépodobnost pokryti skutec-
né hodnoty méfené fyzikdlni veli¢iny timto intervalem je pro velky pocet méreni
priblizné 1 — o (uvédomme si, Ze ndhodné jsou meze intervalu, nikoliv hodnota
méfené fyzikalni veli¢iny). Tento intervalovy odhad lze zapsat jako
_ Sn
In + ’LL1,§ ﬁ .
Fyzikové vétsinou zapisuji jesté vice zkracené a vynechaji i kvantil ui_g, tedy
intervalovy odhad zapisi jako

Tpt —,
Vn

kde se ¢len S—\/% nazyvd vybérova smérodatnéd odchylka pruméru (odhaduje to smé-
rodatnou odchylku vybérového priméru) a znadi se s,. Nékdy se tomuto ¢lenu
také ika standardni odchylka.

Tento nejvice zjednoduseny zapis ma dvé mozné interpretace
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¢ Bud se tim mysli, Ze uvazujeme hladinu spolehlivosti o ~ 0,32 (tedy pravdé-
podobnost pokryti je pfiblizné 0,68), potom totiz plati

ul,% =1.

e Pokud c¢tendr chce uvazovat jinou hladinu spolehlivosti, mize si podle tabu-
lek doplnit prislusny kvantil a tim intervalovy odhad ze zkraceného zapisu
zrekonstruovat.

Nékolik poznamek k intervalovym odhadim zaloZzenym na CLV
Zde uvedeme nékolik dulezitych poznamek.

o Jak jsme psali vySe, pro velké hodnoty poctu métreni n, je studentovo t,
rozdélen{ témér identické s rozdélenim N (0, 1). Pro velky pocet méfent je tedy
v podstaté jedno, jestli pouzivime kvantily rozdéleni N(0,1) nebo kvantily
studentova t, rozdéleni. To je v souladu s intuitivni predstavou, ze by obé
metody (ta uvedend v minulém dile seridlu a ta uvedend dnes) mély pro velky
podet méfeni dévat stejné (nebo alespon podobné) vysledky.

e Nékdy se postupuje tak, ze se misto kvantili normélniho N(0,1) rozdéleni
uvazuji kvantily studentova t,, rozdéleni. Tedy zpracovavame namérens data
jakoby méfené hodnoty méli normalni rozdéleni (viz minuly dil seridlu), acko-
liv vime, ze tomu tak neni nebo byt nemusi. Toto neni nutné chybny postup,
nebot studentovo t, rozdéleni (pro libovolné n € N) je vice zplostélé nez roz-
déleni N(0,1) (ovéfte si sami vykreslenim graft hustot pravdépodobnosti),
tedy jeho kvantily budou vzdy v absolutni hodnoté vétsi nez ptislusné kvan-
tily (tj. kvantily pro stejnou hladinu spolehlivosti «) normélniho rozdélent
N(0,1), tedy budeme timto zpusobem vzdy dostavat $irsi intervaly spoleh-
livosti. Budeme se tedy chovat vice konzervativné tj. vyslednou nejistotu
méfeni si timto zptsobem vzdy zvétsime, nikdy si ji nemtzeme zmensit. Jak
uz bylo zminéno v predchozi poznamce, pro velky pocet méreni tento postup
davd témér identické vysledky jako postup zalozeny na kvantilech N(0,1)
rozdéleni. V feSeni tloh ovSem pouzivejte klasicky postup (tedy ten zalozeny
na kvantilech N (0, 1) rozdéleni).

e Centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky pocet méreni. Po-
kud méme alesponn 30 méfeni, mizeme CLV bez obav pouZit, aproximace
bude uz velmi presna. Pokud mame alespon 10 méfeni, mtizeme CLV pou-
Zit, ale musime mit na paméti, Ze aproximace normalnim rozdélenim nebude
dokonala a pfislusné intervalové odhady budou jen priblizné. Pokud mame
méné nez 10 méreni, aproximace normélnim rozdélenim muze byt uz znacné
nepresnd. Zaroven ale plati, ze nic lepsiho zkonstruovat nelze. Proto se vysle-
dek vétsinou uvadi stejny, ale je nutné do diskuze pridat upozornéni, ze muze
jit o zna¢né neptesny vysledek, nebot je zaloZzen na malém poctu métreni =!

HPpokud jsme si jisti, ze nami méfend data maji normalni rozdéleni — coz prakticky nikdy
nejsme — potom je intervalovy odhad zalozeny na studentové t,, rozdéleni (tj. bez pouziti CLV)
presny pro libovolny pocet méfeni (viz minuly dil seridlu).
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e V minulém dilu seridlu jsme popisovali nejistoty typu A (pochézejici z né-
hodnosti méfenych dat) a nejistoty typu B (pochdzejici z ostatnich pficin,
typicky nepfesnosti pouzitého méfidla). Nyni uvedeme, Ze vybérovd sméro-
datnd odchylka priméru (neboli standardni odchylka) predstavuje nejistotu
typu A a pokud pracujeme jeSté s nejistotou typu B, potom ji k nejistoté
typu A pricteme pomoci stejného vzorce

sk =/53 + 5%,

¢imz ziskdme kombinovanou nejistotu méreni. Intervalové odhady potom
konstruujeme za pouziti této kombinované nejistoty méfeni.

o Cilem fyzikalniho experimentu je mit co nejmensi kombinovanou nejistotu
méfeni (tj. naméfit fyzikdlni veli¢inu co mozné nejpresnéji). Podobné jako
v pripadé normalné rozdélenych dat toho lze dosdhnout bud vétsim poctem
méfeni (tj. zvétSit ¢len y/n ve jmenovateli zlomku, tedy zmensit nejistotu
typu A vyjaddfenou pomoci s,), nebo pfesnéjsi méfici aparaturou (tj. snizit
rozptyl méfenych dat, tedy snizit ¢len S,,, ktery predstavuje odhad rozptylu).

Vicerozmérny pripad

Nyni se zaméfime na piipad, kdy chceme zmétit vice fyzikdlnich veli¢in (které

budou samoziejmé zatizeny nejistotou) a tyto zmérené veli¢iny nédsledné dosadit

do urcitého vzorce. N4s kol bude zkoumat vlastnosti vysledku dosazeni (zejména

budeme chtit umét vyjadiit nejistoty urceni a konstruovat intervalové odhady).
Uvazujme, zZe cilem naseho experimentu je zmérit fyzikalni veli¢iny v<1>, . ,v(

a nasledné je dosadit do vzorce

v=f (v(l),...,v<k)) ,

k)

¢imz ziskdme vyslednou fyzikalni veli¢inu v. Odvodime si nyni, jakd bude nejistota
urceni veli¢iny v a jak pro ni konstruovat intervalové odhady.

Na tomto misté si musime uvédomit, ze v pripadé meéreni vice fyzikdlnich veli¢in
najednou nastava problém se zavislosti jednotlivych méfeni. V uplné nejjednodus-
$im modelu mizeme uvazovat, Ze jsou vSechna providénad méreni na sobé neza-
visla, coz bude obvykle opodstatnény predpoklad. V néjakych pripadech ovSem
takto jednoduchy model pouzit nelze a budeme muset do urcovani vysledné ne-
jistoty a konstrukce intervalovych odhadu také zahrnout mozZznou zavislost nasich
meéreni. Nyni se budeme vénovat odvozeni slozitéjstho modelu se zavislymi méfeni-
mi a jednodussi model pro nezavisla méreni dostaneme jako jeho specidlni pripad.
Jako prvni si musime zadefinovat, jak budeme matematicky popisovat zavislost na-
sich méfeni (jelikoz vysledek jednoho méfeni modelujeme jako ndhodnou veli¢inu,
budeme vlastné popisovat zdvislosti ndhodnych veli¢in).
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Kovariance a korelace

Za icelem méteni miry zéavislosti dvou ndhodnych veli¢in se zavadi kovariance (téz
koeficient kovariance, kovarianéni koeficient), kterd je pro dvé ndhodné veli¢iny X
a Y definovana jako

cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)],

kde E znadi stredni hodnotu. Koeficient kovariance miize obecné nabyvat libovolné
realné hodnoty. Intuitivné si lze kovarianci predstavovat tak, ze vyjadifuje stfedni
hodnotu vyrazu

(X —EX)(Y —EY),

ktery bude nabyvat nejcastéji kladnych hodnot (potom jeho stfedni hodnota po-
tom bude kladné &islo), pokud na sobé budou nahodné veli¢iny zdvislé takovym
zpusobem, ze pokud jedna ndhodné veli¢ina nabyva vysoké hodnoty (tj. vyssi nez
je jeji stfedni hodnota), potom i druhd ndhodnd veli¢ina bude s nejvétsi pravdé-
podobnosti nabyvat vysoké hodnoty (tj. vyssi nez jeji stfedni hodnota). Podobné
bude tento vyraz nabyvat nejéastéji zdpornych hodnot (potom jeho stiedni hodno-
ta bude zdporné ¢islo), pokud bude zdvislost nasich ndhodnych veli¢in takovd, ze
vysoké hodnoty jedné veli¢iny (tj. vySsi nez jeji stfedni hodnota), se budou s nej-
vétsi pravdépodobnosti vyskytovat pravé v pripadé, ze druhd ndhodna velic¢ina
bude nabyvat nizkych hodnot (tj. niz$ich nez jeji stfedni hodnota). Také musime
uvést fakt, ze pokud budou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé, potom bude hodnota
jejich kovarianéniho koeficientu vzdy 0. To lze odvodit pfimo z definice nésledovné

cov(X,)Y)=E[(X —-EX)(Y —EY)|=E[X —EX]-E[Y —EY] =
=(EX —-EX)-(EY —EY) =0.

Upravy, které jsme provadéli, mizeme provést jen za piedpokladu, Ze ndhodné
veliciny X a Y jsou nezavislé, jinak takto postupovat nemuzeme.

Pro lepsi popis zavislosti ndhodnych veli¢in se zavadi jesté korelace (téz koefi-
cient korelace, korela¢ni koeficient), kterd je definovand jako

cov(X,Y)

var(X) - var(Y) ‘

corr(X,Y) =

Diky tomu, ze koeficient korelace je definovan jako vhodné normovany koeficient
kovariance, mize nabyvat pouze hodnot od —1 do 1. Pro idedlné linedrné zavislé
veli¢iny (tj. pokud plati X = aY + b, pro néjaké konstanty a,b) bude korelacni
koeficient nabyvat hodnot +1 (bude mit stejné znaménko jako konstanta a). Pokud
budou nahodné veli¢iny X a Y nezéavislé, potom bude jejich korelacni koeficient
nulovy (trivialni disledek definice korela¢niho koeficientu a vlastnosti kovariance,
kterou jsme odvodili dffve). Hodnoty korela¢niho koeficientu blizko nuly ukazuji
na malou zavislost ndhodnych veli¢in a hodnoty korela¢niho koeficientu blizko 1
nebo -1 ukazuji na vysokou miru zavislosti ndhodnych velicin.

Kovarianc¢ni a korela¢ni koeficient nasich naméfenych dat v praxi vétsinou neni
dopfedu zndm (podobné jako stfedni hodnota nebo rozptyl). Pokud si mizeme
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byt jisti, Ze jsou vSechna nase méfeni fyzikalnich veli¢in nezavisla, potom mtzeme
tvrdit, Ze je prislusny kovarian¢ni a korela¢ni koeficient nulovy. Tuto jistotu ziskdme
jen diky znalosti toho, jak jsme nase data mérili. V nékterych pripadech se stane,
ze si nemuzeme byt jisti nezdvislosti nasich méreni a musime tedy z namérenych
dat odhadovat miry zavislosti.

Pokud mame k dispozici méfeni dvou fyzikdlnich veli¢in (vlastné realizace dvou
ndhodnych veli¢in), mizeme odhadovat jejich kovarianéni a korelacni koeficienty.
Potfebujeme k tomu vzdy dvojice méfeni (x1,y1),. .., (Tn,yn), kde z; je i-té méte-
ni prvni fyzikalni veli¢iny a y; je i-té méfeni druhé fyzikalni veli¢iny. Zde je nutné
poznamenat, ze nelze postupovat tak, ze si namérené hodnoty libovolné sparujeme,
dvojice hodnot (z;, y;) musi vzdy pochazet z odpovidajicich si méreni! Pokud médme
takovéto dvojice odpovidajicich si méfeni, mizeme kovariancni koeficient odhad-
nout pomoci tzv. vybérového kovarianéniho koeficientu koeficientu definovaného
jako

n
—~ 1 __ _
cov(X,Y) = ~ > (@i —7) (i —Tn)
i=1
kde T, y, maji vyznam vybérovych pruméru. Podobné lze odhadovat korela¢ni
koeficient pomoci vybérového korelacniho koeficientu definovaného jako

(s —%n) (Yi — Yn)

/Q2 2 ’
SX,n : SY,n

kde Si,n je vybérovy rozptyl zkonstruovany z realizaci nahodné veli¢iny X, Sf/’n je
vybérovy rozptyl zkonstruovany z realizaci ndhodné veli¢iny Y a ¢leny Z,, a i, maji
vyznam vybérovych priméra.

Na tomto misté si opét musime rozdil mezi odhadem kovarianéniho (resp. ko-
rela¢niho) koeficientu a jeho skute¢nou hodnotou (kterou vétsinou nezndme). Sku-
teénd hodnota kovarianéniho (resp. korela¢niho) koeficientu je konstanta (neni na
ni nic ndhodného), zatimco odhad kovarianéniho (resp. korela¢niho) koeficientu
(tj. vybérovy kovarian¢ni a korelacni koeficient) je ndhodnd veli¢ina (protoze je
zkonstruovan na zékladé namétrenych dat, kterd jsou ndhodné, nemuzeme dopredu
urcit jeho hodnotu). Pro velky poc¢et méren{ bude mit vybérovy kovarianéni (resp.
korela¢ni) koeficient podobné jako predchozi odhady tu vlastnost, ze bude s nejvétsi
pravdépodobnost{ velice blizko skuteénym hodnotdm kovarian¢niho (resp. korelaé-
niho) koeficientu. Nyni uz vime, jak matematicky mérit zavislosti dvou ndhodnych
veli¢in a mizeme pristoupit k formulaci vicerozmérné centralni limitni véty.

3=
)
i

GoTE(X,Y) =

Vicerozmérna verze CLV
Nyni uz miuzeme uvést znéni vicerozmérné centralni limitni VétyE. Uvazujme tedy
situaci jako vySe, tedy Ze méifme k riznych fyzikalnich velicin v, ..., v které

12Uvedeme ji zde v trochu neobvyklém tvaru, ktery je ale velice uzitedny pro vypoéty. Pokud
byste si o tomto tématu cetli i v jiné literatufe, je pravdépodobné, ze tam bude CLV pro
vicerozmérny pripad formulovdna jinak, nicméné tyto dvé formulace jsou ekvivalentni.
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naméiime s urcitou nejistotou. Mame tedy namétreno

(misgg) (Wisgf,g) ,

kde v(®) je vybérovy prumér i-té fyzikalni veli¢iny a sﬁf} je standardni odchylka
i-té fyzikalni veli¢iny tak, jak byly definoviny vyse (uvazujeme tedy, ze kazdd
fyzikéalni veli¢ina mohla byt méfena rtuznym poctem méfeni, a uvazujeme také,
ze rozdéleni méfenych dat nemusi byt normalni a ani méfeni riznych fyzikalnich
veli¢in nemusi byt vzdjemné nezavislé). Tyto naméfené veliCiny ndsledné chceme
dosadit do vzorce

v:f(v(l),...,v(k)) (69)

a urcit vyslednou nejistotu a zkonstruovat intervalové odhady.
V tomto pripadé vyuzijeme vicerozmérnou verzi centralni limitni véty, ktera
tvrdi, ze plati

f(@,,@) 7f(v(1),...,v(k))
Nz

kde v je skuteéna hodnota i-té fyzikalni veli¢iny a S? je v tomto piipadé odhad
rozptylu ndhodné veli¢iny predstavujici celkovy vysledek méreni™, ktery se spocte
podle vzorce

25 N(0,1),

5 c’c;(v<1>,u<k>)
Sny v e .
cov(v(z),v(l)) cov(U(Q),v(k)) v (1) (U)
2 3 — 3 — Jnani N .
$*=(Gtn 0 - s @) D o :
. af (=
: : O _(p
o (0 0 (1) 5 5,7 ()
T Vrem Sny
(70)
Poznamenejme na tomto misté, ze vyrazem
of _
ov(® (@)

se mysli hodnota parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné vycislend v bodé
o= (o)

tedy jde o cislo.

137j. dosazeni odhadii nasich fyzikélnich veli¢in do vzorce (@)

MTento vzorec vyuziva parcialni derivace a maticové nasobeni. Pokud toto neumite, mizete
se podivat na posledni kapitolu tohoto dilu seridlu, kde je vSe stru¢né vysvétleno, nebo muzete
pokracovat déle, nebot jak uvidime, v praxi nejcastéji pouzivanych pripadech se tento vzorec
znacné zjednodusi.
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Klasickym zplisobem, ktery jsme zde uz nékolikrat vidéli, mtizeme zkonstruovat
asymptoticky intervalovy odhad pro

v=floM,. .. 0®).

Uvedeme zde jen hlavni kroky odvozeniE

f (Uﬁll),...,@) —f (v(l),...,v<k))
NGE

:P(—f(v;”,.. (k>)+ua5<

<—f (v(l),...,v(k)) <—f (ngl),..., <k)> +u1,gS>
(1 () g <

<O, 0®) < f( @ 5!“)) +u1,%s) .

V nejvice zkracené podobé se tento intervalovy odhad bude zapisovat stejné jako
v predchozich pripadech pouze jako

f(@ay@)isa

kde S se oznacuje jako standardni odchylka.

l—-a~Plua < <Uj_a | =
2 2

Nékolik poznamek k intervalovym odhadim zaloZenym na vicerozmérné CLV
Zde uvedeme nékolik dilezitych poznédmek.

e V odvozeni jsme uvazovali vicerozmérny pripad, tedy obecné k € N. Celou
odvozenou teorii 1ze samoziejmé aplikovat i na specialni pripad, kdy zvoli-
me k = 1 (tedy jen jednorozmérny pripad). Toto se pii zpracovan{ fyzikdlnich
experimentu vyskytuje pomérné ¢asto (méfime jen jednu veli¢inu a chceme
ji dosadit do ur¢itého fyzikdlniho vzorce).

e Vicerozmérnou centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky
pocet méfeni. Pokud jsme provedli vice nez 30 méreni kazdé fyzikalni velic¢iny,
potom uz bude aproximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presnd. Pokud
jsme provedli alesponi 10 méreni kazdé fyzikdlni veli¢iny aproximace pomoci
vicerozmérné CLV nebude tolik spolehliva, ale stale bude pomérné presna.
Pro mensi pocet méreni néjaké velic¢iny nez 10 plati, Ze pouziti vicerozmérné
CLV uz mize dévat znacné nepresné vysledky. Zaroven ale plati, ze zadny
lepsi postup nez vyse uvedeny neexistuje. Proto se i pro maly pocet méfeni
(mensi nez 10) vysledek vétsinou uvddi stejny, ale je nutné pridat upozornéni,
Ze muze jit o zna¢né nepresny vysledek

5 ~e .z . . s z z s
15 Pouzivaji se jen algebraické tipravy nerovnosti a nahrazeni ug pomoci —u;_ g

6pokud bychom védéli, ze ndmi méfens data maji normélni rozdéleni, lze odvodit presny
postup (tj. bez jakékoliv aproximace) analogicky jednorozmérnému piipadu. Tento postup je
ovSem prili§ slozity a nebudeme ho zde uvadét (v praxi se stejné témér nepouzivd).
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e V ramci typl nejistot méfeni mizeme standardni odchylku S povazovat za
kombinovanou nejistotu méreni, pokud jsme jako 3533 pouzivali kombinované
nejistoty méreni, nebo ji muzeme povazovat pouze za nejistotu typu A, pokud
jsme jako 3533 pouzivali pouze nejistoty typu A.

Zakon sifeni nejistot
V nejobecnéjsim modelu (kdy uvazujeme zdvisld méfeni ruznych fyzikalnich veli-
¢in) nemuzeme vzorec (@) nijak zjednodusit a musime opravdu provést cely takto
slozity vypocet. V uréitych specidlnich pripadech se ovSem tento vzorec znacné
zjednodusi.

Ve specidlnim pripadé, kdy budeme uvazovat, ze jsou vSechna méreni na so-
bé nezdvisld (tj. nebudeme ani odhadovat kovariance métreni rtznych fyzikalnich
veli¢in, ale rovnou budeme piedpokladat, ze jsou nulové), se ndm vzorec ([7/() zjed-

nodusi na tvar
of @\ a2 af @\ w2
_ (1) (k)
S = (8v(1> ) S oot ((%(k) > Sny, -

Tomuto vzorci se také nékdy 1ika zakon $ifeni nejistot (pripadné zdkon propagace
nejistot).

V praxi se vyplati znat presnou podobu zakona $ireni nejistot pro nejcastéji se
vyskytujici funkce, které muzeme vidét v tabulce RI|. Pilny ¢tendf si muze plat-
nost vSech uvedenych vzorct ovérit dosazenim piislusnych funkci do zdkona siteni
nejistot.

Obcas se lze v praxi setkat také s pojmem relativni nejistota méfeni, ktera je
definovana jako

Je dilezité poznamenat, ze relativn{ nejistota méfeni je bezrozmérnd veli¢ina (na
rozdil od klasické nejistoty). Pfechod od relativni nejistoty méfeni ke klasické nejis-
toté méreni si jisté uz kazdy ctenar dokaze odvodit sam. Cela teorie by se dala po-
dobnym zpusobem vybudovat, pokud bychom pouzivali relativni nejistoty métent,
ale az na vyjimecné pf‘iklaudyE by to nevedlo k jednodussim vysledkiim. V dalsim
pokracovani seridlu i v feseni seridlovych tiloh se nebudeme relativnimi nejistotami
méteni déle zabyvat, zde je uvddime jen jako drobné rozsifeni vykladané latky.

Parcidlni derivace a ndsobeni matic (vektorii)
JelikoZ se ve vzorci (@) vyskytly parcidlni derivace a ndsobeni matic, coz moznd
neni vsem uplné znamé, uvedeme zde strucéné objasnéni pouzitych pojmii.

V tomto dile seridlu bohuzel nemtzeme podrobné vysvétlit, jak je definovana
derivace (resp. parcidlni derivace) a jaké mda vlastnosti. Proto pouze uvedeme,

" Pokud bychom formulovali zdkon sifeni nejistot v feci relativnich nejistot, potom by napti-
klad pro volbu funkce f(u,v) = u - v vyslednd relativni nejistota méfeni byla jen kvadratickym
souctem relativnich nejistot méfeni veli¢in u a v. Ve vétsiné ostatnich pripada by ale pouzivani
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Tab. 21: Nejdulezitéjsi priklady pouziti zdkona Sifeni nejistot.

Pouzita funkce ‘ Vzorec na vyslednou nejistotu méfeni
2 2
Fo® 0@ = o 4@ S = y/sW? 4 5@
2 2
F®, 0@y =™ — @ S = 3%11) + 85122)
2 (12 2 (2)2
FM, @) =™ .43 S = v%) Sglll) + vglll) 3%22)
—2
e n2 WM ()2
FloM, @) = s S = \/(21)2 s&f + ﬁsgm)
Ung Vng
f(v):va7a€Raa7é0 S:a'ma_lsn

ze parcidlni derivace funkce k& proménnych podle i-té proménné se spocitd jako
normélni derivace funkce, kdyz budeme na vSechny proménné kromé i-té pohlizet
jako na konstanty.

Matice jsou v podstaté jen tabulky cisel, nic vice. U matice rozlisujeme jeji
rozméry (tj. kolik mé fadkd a sloupcu), fikdme, ze matice A je typu k krat n
(piSeme Ay, — prvni &islo udavd pocet fddkl, druhé podet sloupcti). Matice typu
1x1 je pouze &islo a matici typu 1 xn (resp. nx 1) se rikd rddkovy (resp. sloupcovy)
vektor.

Nésobeni matic je definovdno ponékud slozitéji. Uvazujme, Ze mame matice
Akxn & Bnxi (aby byl soucin téchto matic definovan musi byt pocet sloupci prvni
matice roven poétu Fddkit druhé matice), potom soucin AB je definovan ndsledov-
né

ai,1 a2 ot Gin big big - biy
a2, 22 -+ G2.n ba1 ba2 -+ b2y
ak,1  Qak2 ' Gkn bni bnz2 0 by
<a1,-7bc,1> <a1,c7bo,2> <a1,o7bo,l>
(a2,0,b0,1) (az,0,b02) -+ (a2,0,b0n)

= . . . . ?
<a/k:,07bt,1> <ak,-7bo,2> et <ak,|,b.,l>

kde a;,e 0znacuje i-ty fadek matice A, be ; oznacuje j-ty sloupec matice B a vy-
raz (aq,e, be,j) 0znacuje skaldrni soucin vektorti a; e a be ; definovany jako

n

(@ie,be j) = Zaz}g “bg,j -

g=1

18Je dilezité poznamenat, Ze maticové nasobeni neni komutativni, tedy obecné pla-
ti A- B # B - A, ale je asociativni, tedy plati A . (B -C) = (A - B) - C pro libovolné matice
A, B, C, pro které je takovyto soucin definovan.
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Vysledkem sou¢inu matic Axxn a Bnxi je tedy matice tvaru Ckx;. Pokud chceme
nasobit vektor s matic{ (nebo 2 vektory spolu) staéi na vektory pohlizet jako na
specialni ptipad matice a fidit se pravidly pro maticové nasobeni.

Uloha IILS ... limitni 10 bodt

a)

Zkuste vlastnimi slovy popsat postup konstrukce intervalovych odhadu stredni
hodnoty v pfipadé obecného rozdéleni mérenych dat (postaci vlastnimi slovy po-
psat nasledujici: centrdlni limitni véta a predpoklady jejiho pouziti, kovariance
a korelace (a jejich odhady), vicerozmérna centrdlni limitni véta a predpoklady
jejtho pouziti, zdkon Sifeni nejistot a kdy ho lze pouzit). Neni potieba uvé-
dét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né
popsat.
V prilozeném datovém souboru mereni3-1.csv najdete vysledky mérfeni urcité
fyzikdlni veli¢iny v. Pfedpoklddejme, zZe si nemizeme byt jisti, zda maji mérend
data normalni rozdéleni. Vyjadiete nejistotu méfeni této fyzikilni velic¢iny (ne-
jistotu typu B neuvazujte), zkonstruujte intervalové odhady na zdkladé CLV
a strucné interpretujte jeho vyznam. Jak by se zménily vysledky a interpretace,
pokud bychom méli k dispozici jen ¢tvrtinu méfeni (feknéme prvni ¢tvrtinu dat
z datového souboru)?
Predpokladejme, Ze nasim cilem je namérit fyzikdlni veli¢iny = a y, které bude-
me chtit vyuzit pro dosazeni do vzorce

1 9

v= gy

Predpokladejme, ze diky znalosti zptisobu méfeni jsme si jisti, ze jsou vSechna
meéreni na sobé nezavisla a ze zpracovani namérenych dat méfeni mame nasle-
dujici vysledky, které jsou zaloZzeny na velkém poc¢tu méfeni (vice nez 30 méfeni
kazdé fyzikaln{ velic¢iny)

x=(52+£0,1),

y = (12,84 £ 0,06) .

Urcete odhad fyzikalni velic¢iny v a nejistotu méreni fyzikalni veli¢iny v.
Napovéda: Mohly by se vam hodit nésledujici vztahy:

0 (1 o\ 15,

o (3°) = 30"

0 (1 o\

o ( 5%y ) =zxy.
Pomoci simulace ve vypocetnim prostifedi R demonstrujte platnost centralni
limitni véty. Tj. generujte n-tice nezavislych realizaci ndhodné velic¢iny, ktera
nemd normalni rozdéleni (pro tento pfipad pouZijte exponencidlni, rovnomér-
né a Poissonovo rozdéleni s libovolné zvolenymi parametry) a na histogramu
ukazte, ze pokud na data provedeme néasledujici transformaci

Ty — b
\/ﬁisn ;
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takto transformovana data uz budou rozdélena priblizné podle norméalniho roz-
déleni N(0,1). (Souéasti hodnoceni bude i hodnoceni{ vzhledu grafti — zejména
vhodné zvolené popisky os a legenda.)
Bonus: Predpoklddejme, ze nasim cilem je namérit fyzikalni veli¢iny z a y, které
budeme chtit dosadit do vzorce

2 .
v=2z"siny.

Uvazujme nejobecnéjsi model méfeni (tj. méfend data nemaji normélni rozdéleni
a méfeni ruznych fyzikdlnich veli¢in na sobé mohou byt zdvisld). V datovém soubo-
ru mereni3-2.csv mame vysledky méfeni fyzikalnich veli¢in x a y, urcete nejistotu
uréeni veli¢iny v a zkonstruujte pro ni intervalovy odhad. (Tesent str. )

Kapitola 4: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V tomto dile seridlu se budeme vénovat statistickému testovani hypotéz. Tento
dil bude vyraznym zpusobem navazovat na vSechny 3 pfedchozi dily seridlu, proto
doporucujeme si nejprve zbézné pripomenout obsah minulych dila. Nyni uz k sa-
motnému tématu tohoto dilu seridlu: co to je statistické testovani hypotéz?

Jisté se kazdy mnohokrat setkal se situaci, kdy si potfeboval na zdkladé na-
mérfenych dat ovérit néjakou domnénku, hypotézu. Jako fyzikalni priklad miuzeme
uvést tfeba porovnavani rychlosti zvuku v riznych prostiedich (chceme napiiklad
testovat domnénku, Ze se zvuk v Zeleze $ifi rychleji nez ve vzduchu) nebo mu-
zeme chtit zjistit, jestli ma napriklad namokfeni povrchu vliv na koeficient tfeni
a podobné.

Nase zavéry musi byt vzdy zalozeny na naméfenych datech. Kdybychom umeéli
fyzikalni veli¢iny mérit presné, tak by odpovéd na poloZenou otdzku byla velice
jednoduché, stacilo by prislusné fyzikalni veli¢iny zméftit a rozhodnout o platnosti
hypotézy. V praxi to ovsem tak jednoduse udélat nemizeme, nebot nikdy nebude-
me mit naprosto presnd méreni. Jak si jisté z minulych dili pamatujete, namérend
data v nasem matematickém modelu povazujeme za realizace ndhodné veliCiny.
Problém tedy spociva v tom, ze teoreticky mizeme naméfit jakdkoliv data (i kdyz
tFeba s velice malou pravdépodobnosti). Ndsledné je potfeba se rozhodovat na za-
kladé takovychto ,nahodnych“ dat, coz neni jednoduchy tkol. Predstavme si na-
priklad, ze méfime dvé fyzikdlni velidiny a ndsledné je chceme porovnat (tj. zjistit,
kterd je vétsi). Naméfend data mohou vypadat naptiklad jako data v tabulce P2

Na prvni pohled je vidét, ze data naméfend ve 2. vzorku maji mirné vyssi
hodnoty (alespon tedy v pruméru). Jak ale poznat, Ze je to opravdu zpusobeno
vyssi hodnotou métené fyzikalni veli¢iny a ne pouze tim, Ze jsme zrovna ndhodné
naméfili takovato data (vzpomente si na to, ze naméfenou hodnotu povazujeme
za ndhodnou veli¢inu, proto pfi kazdém méfeni mizeme naméfit jinou hodnotu)?
Tomuto procesu se rika testovani hypotéz.

Zakladni idea testovani hypotéz

Nyni uz si budeme postup statistického testovani hypotéz popisovat matematicky
presnéji, nez jsme to udélali v ivodu, kde jsme jenom nastinili obecny problém.
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Tab. 22: Hypotetickd namérend data.

l.vzorek 8 7 9 8 8 6 10 7 8 7
2.vzorek 9 8 9 7 10 8 8 7 9 7

Nase otézka bude vzdy formulovani tak, ze budeme mit néjaky vyrok, kte-
ry budeme oznacovat za hypotézu (napiiklad vyrok ,Namokfeni podlozky nemé
zadny vliv na treci koeficient.*), kterou budeme zkrdcené znacit H. K hypotéze
si musime zkonstruovat opacny vyrok, ktery budeme oznacovat jako alternativu
(v nasem pfipadé by to byl vyrok ,Namokfeni podlozky mé vliv na tieci koe-
ficient.“), kterou budeme oznacovat jako A. Je dilezité dét si pozor na to, aby
alternativa byla opravdu opa¢ny vyrok k hypotéze =. V nasem pripadé by napii-
klad vyrok ,Namokfeni podlozky snizuje tieci koeficient* nemohl byt povazovan za
alternativu (mize totiz platit jesté néco jiného nez hypotéza a alternativa, tj. vyrok
,Namokteni podlozky zvySuje tfeci koeficient.).

Testovani hypotéz bude vlastné proces, jak budeme na zdkladé naméfenych dat
(tedy realizaci ndhodnych veli¢in) rozhodovat o platnosti hypotézy nebo alterna-
tivy. V pripadé, ze budeme mit vyhovujicim zpiisobem zformulovanou h)ﬁotézu
a alternativu, budeme postupovat tak, Ze budeme zamitat nebo nezamitat & plat-
nost hypotézy. Musime se smifit s tim, ze nikdy nebudeme schopni s urcitosti rici,
jestli hypotéza plati nebo ne. Je to zpisobeno tim, Ze povazujeme vysledky méreni
za ndhodnou veli¢inu, a proto muZzeme naméfit (i kdyz s velice malou pravdépo-
dobnost{) v podstaté jakakoliv data. Nasledné neméame zaddné prostiedky na to, jak
posoudit, zda tato data jsou skutecné reprezentativni, nebo zda jde jen o velkou
anomalii.

Kdyz se budeme rozhodovat, jak pri rozhodovani o platnosti hypotézy postu-
povat, musime si nejprve uvédomit, jaké vSsechny moznosti mohou nastat a zana-
lyzovat si, jaké chyby muzeme piipadné udélat. Na zékladé této analyzy budeme
potom navrhovat postup testovani hypotéz.

Jak je z tabulky P3 vidét, mizeme pii nasem rozhodovani udélat 2 druhy chyb,
které jsme si oznacili jako chyba 1. a 2. druhu. Nyni se zaméfime na to, jak témto
chybam celit a zvolime takovy postup, kdy se budeme s nejvétsi pravdépodobnosti
rozhodovat spravné.

nase rozhodnuti / skuteény stav ‘ plati hypotéza  plati alternativa

zamitame hypotézu chyba 1. druhu spravné
nezamitame hypotézu spravné chyba 2. druhu

Tab. 23: Tabulka moznych rozhodnuti a chyb

Zakladni ideou testovani hypotéz je zvolit takovy postup rozhodovani o plat-

1975, aby se nemohlo stét, Ze bude ve skuteénosti platit jesté néco tplné jiného, ani ze budou
platit hypotéza i alternativa zaroven.
20Nezamitnout neznamens to samé co potvrdit platnost!
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nosti hypotézy, aby byla pravdépodobnost chyby 1. druhu rovna néjaké predem
zvolené konstanté « (vétsinou se v praxi voli hodnota a = 0,05) a pravdépodob-
nost chyby 2. druhu byla co mozné nejmensi. Na prvni pohled se takovyto postup
miize zdat komplikovany a neoptimélni, ale je to opravdu to nejlepsi, co muzeme
udélat =

Zakladni postup pfi odvozovani testii

Nyni uz podrobnéji k samotnému postupu rozhodovani o (ne)zamitnuti hypotézy.
Nejprve zde poskytneme zékladni postup odvozovani statistickych testu a nasledné
si odvodime nejcastéji pouzivané testy.

Prvni véc, kterou musime pfi odvozovani statistickych testu udélat, je vhod-
né zapsat testovanou hypotézu a alternativu. Vhodnym zapisem se rozumi zapis
pomoci rovnosti nebo nerovnosti urcitych parametru naseho modelu.

Nésledné musime zvolit testovou statistiku. Testova statistika bude urcita trans-
formace nasich naméfenych dat (tim paddem to bude ndhodnd veli¢ina, nebot nase
méfend data povazujeme za ndhodné veli¢iny), o které budeme védét, jak se cho-
va za platnosti hypotézy i alternativy. Tim se zejména mysli, Ze budeme v obou
ptipadech znét jeji rozdéleni. Testova statistika je ve vétsiné pripadt pouze jedno-
rozmérnd ndhodna veli¢ina, tedy pouzitd transformace z n naméfenych dat uréitym
zpusobem (uréitym vzoreckem) vyrobi pouze jedno ¢islo (realizaci testové statisti-
ky).

Poslednim krokem bude volba tzv. kritického oboru testu. Kdyz vime, jaké roz-
déleni by méla mit testova statistika za platnosti hypotézy a za platnosti alterna-
tivy, muzeme se rozhodnout, zda realizovand hodnota testové statistiky odpovida
spise hypotéze ¢i alternativé. To provedeme tak, ze si pro predem zvolenou hladinu
testu o ur¢ime interval, ve kterém bude za platnosti hypotézy s pravdépodobnosti
1 — « lezet realizovana hodnota testové statistiky. Takovychto intervalti samozrej-
mé bude existovat nekone¢né mnoho, my se ale budeme zajimat o takovy interval,
aby za platnosti alternativy lezela realizovana hodnota testové statistiky v tomto
intervalu s co nejmensi pravdépodobnosti. Doplnék tohoto intervalu budeme ozna-
covat jako kriticky obor testu. Kone¢né rozhodnuti je potom jednoduché, pokud
lezi realizovand hodnota testové statistiky v kritickém oboru, zamitneme hypo-
tézu ve prospéch alternativy, pokud realizovand hodnota testové statistiky nelezi
v kritickém oboru, nebudeme zamitat testovanou hypotézu.

Kazdy statisticky test je tedy urcen ctverici hypotéza, alternativa, testova sta-
tistika a kriticky obor.

Je nutné si uvédomit, ze testovani hypotéz nedavé jednoznacéné odpoveédi a kvuli
nahodnosti mérenych dat ani ddvat nemutze. Vzdy budeme pracovat na urcité hla-
diné spolehlivosti a (obvykle se voli hladina o = 0,05) a vSechny nase zavéry tedy
bude nutné interpretovat tak, ze je pravdépodobnost «, zZe jsme udélali chybu 1.
druhu. O volbé hladiny spolehlivosti testi v konkrétnich pripadech budeme mluvit

21Zejména je nutné si uvédomit, ze opravdu neméame zadny nastroj na piimé ovéreni, zda
hypotéza plati. Jediné, co mizeme délat, je otestovat tuto hypotézu oproti vhodné alternativé.
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jesté v dalsi ¢éasti tohoto textu, nyni uz si mizeme odvodit nékolik nejzédkladnéjsich
statistickych testi.

Jednovybérovy t-test

P1i jednovybérovém t-testu predpokladame, ze méfend data maji norméalni roz-
déleni (s libovolnymi parametry) a ze jsou jednotlivd méfeni na sobé nezdvisl4.
Jednovybérovy t-test testuje hypotézu, Ze mérend fyzikalni veli¢ina (tedy stfedni
hodnota méfenych dat) je rovna néjaké predem zvolené konstanté, oproti alter-
nativné, ze stfedni hodnota méfené ndhodné veli¢iny této konstanté rovna neni.
Zkracené se Casto pise

H: Mz:NO7
A pa # po,

kde p, oznaduje skuteénou hodnotu stiedni hodnoty méfené ndhodné veli¢iny (tuto
hodnotu v praxi téméf nikdy nezndme), po oznacuje hypotetickou hodnotu stfedni
hodnoty méfené ndhodné veli¢iny (tuto hodnotu dopfedu zndme) a pismena H, A
oznacuji hypotézu a alternativu.

Nyni si miizeme podrobné popsat odvozeni testové statistiky jednovybérového
t-testu. Vyjdeme z predpokladu, ze za platnosti hypotézy bude mit transformace
namérenych dat

T, = \/ﬁ% , (71)
kde T, resp. Sy, oznacuji vybérovy prumeér, resp. vybérovou smérodatnou odchyl-
ku, Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti ¢, 1. Tento fakt byl podrobné
popsan v druhém dilu serialu.

Nyni si stac¢i uvédomit, ze za platnosti hypotézy bude pravdépodobnost, ze
testova statistika 7, nabyde hodnoty z intervalu

(tn—l,%7tn—1,1—%)7 (72)

rovna presné 1 — a. Toto tvrzeni vychazi pfimo z definice kvantilu Studentova
rozdéleni (podobny koncept uz se pouzival v minulych dilech seridlu). Zaroven
bude platit, ze za platnosti alternativy bude s nejvétsi pravdépodobnosti hodnota
testové statistiky vyrazné odlisna od nuly. Toto je zpusobeno tim, Ze Z,, bude pro
velkd n s nejvétsi pravdépodobnosti velice blizka skuteéné stfedni hodnoté p, a tim
padem bude ¢itatel zlomku ([71)) s nejvétsi pravdépodobnosti velice blizky hodnoté

A=y — fo-

Jmenovatel zlomku (@) bude pro velka n s nejvétsi pravdépodobnosti velice blizky
skute¢né smérodatné odchylce. Tedy hodnota celého zlomku (EI) bude pro velkd n
s nejvétsi pravdépodobnosti velice blizkd hodnoté

2 2o,
o
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Po prendsobeni této hodnoty ¢éislem /n potom bude hodnota testové statistiky
T, bud hodné velkd, nebo hodné mald (hodné velké zdporné ¢islo), kazdopddné
bude s nejvétsi pravdépodobnosti vyrazné odlisné od nuly. Tento poznatek nas
opraviuje ke stanoveni kritického oboru C jako doplitku intervalu (é), tedy jako
sjednoceni intervala

C = (-OO,tn_l’%) U (tn_Ll_%,oo) .

Na zévér k tomuto testu jen uvedme, ze pokud nebude splnéna podminka na
normélni rozdéleni mérenych dat, bude tento test fungovat asymptoticky (tj. pro
velky pocet méfeni, cca vic nez 30). Toto vychézi z platnosti centrdln{ limitni véty
(viz minuly dil seridlu), diky niz bude mit testovd statistika T, pro velky pocet
méfen{ pfiblizné rozdéleni N (0, 1) a kvantily Studentova t,,—1 rozdéleni a rozdéleni
N(0,1) budou pro takto velké n prakticky shodné.

Jen drobnou tpravou by se dal tento test upravit na testovani dvojice hypotéza
a alternativa v nasledujicim tvaru

H: szllO’
A pe < po-

V tomto pripadé bychom pouzili stejnou testovou statistiku 7),, ale volba kri-
tického oboru by se mirné lisila. Podobnym zptsobem jako v piipadé klasického
t-testu bude za predpokladu, Ze plati pz > po (tj. za platnosti hypotézy=d), hodno-
ta testové statistiky pro velkd n velmi velkd (nebof hodnota zlomku bude s nejvétsi
pravdépodobnosti kladna a po prendsobeni ¢lenem /n bude hodnota testové statis-
tiky velmi velkd). Naopak za platnosti alternativy (tj. v pfipadé, ze plati pz < po)
bude hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti velké zaporné cislo,
coz lze odvodit podobnou tvahou. Je tedy jasné, ze pro velké hodnoty realizace
testové statistiky hypotézu zamitat nebudeme a naopak pro velmi malé hodnoty
(tj. velké zaporné hodnoty) testové statistiky budeme zamitat hypotézu. Co jsou
to ale ty ,velmi malé hodnoty“? To lze odvodit na zdkladé toho, jak se testova
statistika (resp. jeji rozdéleni) chova v hraniénim p¥ipadé, kdy plati pr = po. Jak
uz bylo dfive odvozeno, testova statistika ma v tomto piipadé Studentovo rozdé-
leni o n — 1 stupnich volnosti t,—1. Kriticky obor tohoto testu tedy musime zvolit
tak, aby v tomto hrani¢nim ptipadé byla pravdépodobnost, ze realizovana hodno-
ta testové statistiky bude lezet v kritickém oboru, rovna hladiné testu a. Kriticky
obor tedy bude mit tvar

C= (_Oo7tn—1,a) )

¢imz bude tato podminka splnéna a zaroven bude platit, ze za platnosti alternativy
pro velka n bude realizovand hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti
lezet v kritickém oboru.

Opét plati, ze tento test lze pouzit v pripadé, kdy mérend data nemaji normalni
rozdéleni, ale musime se smifit s tim, ze bude fungovat pouze asymptoticky. Je

22V/e skuteénosti se do platnosti hypotézy jesté vejde piipad, kdy e = Mo, ale to budeme
Tesit jesté pozdéji.
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vhodné ho pouzit jen v pripadé, kdy mame k dispozici alespon 30 méfeni, jinak
mohou jeho vysledky byt nepresné.

Analogickym zpusobem by se dal tento test upravit pro testovani hypotézy
s opa¢nymi znaménky nerovnosti (pouzili bychom stejnou testovou statistiku a hy-
potézu bychom zamitali pouze pro hodnoty realizované testové statistiky veétsi
nei tn—l,l—a)-

Na zavér jen uvedeme, Ze v praxi muzeme potkat tzv. pravidlo no (za n dosa-
dme ¢isla 1,2,3,...). Toto pravidlo je vlastné jakymsi ekvivalentnim vyjadfenim
toho, co déla t-test, a sice Fikd, ze bychom méli hypotézu zamitat, pokud rozdil
hypotetické hodnoty a hodnoty odhadnuté z naméfenych dat (tj. vybérového pri-
méru) bude vétsi nez s,, piipadné 2sy, 3s, . ... Rozmyslete si sami, ze rozhodovani
na zakladé tohoto pravidla je ekvivalentni t-testu pro specidlni volby a = 0,32, pii-
padné a = 0,05 atd.

Dvouvybérovy z-test

Dvouvybérovy z-test se pouzije v pripadech, kdy chceme porovnat hodnotu dvou
métenych fyzikalnich veli¢in . Predpokldadame, ze naméfend data budou mit tedy
nésledujici podobu: x1, ..., x, je méreni prvni veliiny a y1, . . ., Ym je méfeni druhé
veliciny. Predpoklddame, ze jsou vSechna méfeni na sobé nezavislda a nedéldme
zadné predpoklady o rozdéleni mérenych dat=.

Na zakladé téchto méreni budeme chtit porovnat skutecné hodnoty téchto dvou
fyzikalnich veli¢in (které se rovnaji stfednim hodnotdm dvou méfenych ndhodnych
veli¢in, jak bylo ukdzéno v pfedchozich dilech seridlu). Budeme chtit testovat hy-
potézu

H:pe—py =17,
At pe — py #9,

kde ps je skuteénd stfedni hodnota 1. méfené ndhodné veli¢iny (tedy hodnota
prvni fyzikaln{ veli¢iny) a uy je skuteénd hodnota 2. méfené ndhodné veli¢iny (tedy
hodnota druhé fyzikalni veli¢iny). 9 pfedstavuje pfedem zvolenou konstantu, jejimz
vhodnym zvolenim miZzeme upravovat testovanou hypotézu (nejcastéji volime ¢ =
= 0, coz odpovidd shodnym hodnotdm mérenych fyzikdlnich veli¢in).

Nyni potifebujeme odvodit podobu testové statistiky. V minulém dilu serialu
jsme se zabyvali vicerozmérnou verzi centralni limitni véty, kterou nyni pouzijeme
(pokud jste zapomnéli, co vicerozmérnd CLV je, bylo by dobré si to pfipomenout).
Nebudeme zde iplné podrobné popisovat dosazeni do vicerozmérné centralni véty,
pouze uvedeme, ze pokud zvolime funkci f jako

f(xvy):$_y7

23Rozdil oproti t-testu je ten, ze v tomto piipadé obé fyzikalni veli¢iny méfime, zatimco
v pripadé t-testu jsme mérili jen jednu fyzikdlni veli¢inu a porovnévali ji s predem znamou
konstantou.

24Ve skuteénosti potfebujeme, aby mérend data meéla konecny rozptyl. Tento piredpoklad se
ovsem v praxi nikdy neovéruje a poklada se za splnény, proto se jim v tomto textu nebudeme
déle zabyvat.
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dostanemeE, ze za platnosti hypotézy plati

an:wg]v(o71),

2 2
Sha Sy

n m

kde S?2 + oznacuje vybérovy rozptyl méfeni odpovidajici prvni fyzikdlni veli¢iné,
S?ny oznacuje vybérovy rozptyl méreni odpovidajici druhé fyzikalni veli¢iné a z,,,
Ym oznacuji prislusné vybérové primeéry.

Naprosto stejnou tvahou jako v pripadé t-testu dojdeme k zdvéru, ze za plat-
nosti alternativy bude testova statistika s nejvétsi pravdépodobnosti nabyvat velmi
velkych kladnych nebo zadpornych hodnot. Kriticky obor z-testu je tedy optimalni
zvolit jako

C = (—00,ug)U(u1-g,00),

kde u oznacuje kvantil normélnfho rozdéleni N(0,1). Takovito volba kritického
oboru zajisti, ze za platnosti hypotézy bude pravdépodobnost, Ze realizovand hod-
nota testové statistiky bude lezet v kritickém oboru, prévé a (tj. pravdépodobnost
chyby 1. druhu bude za platnosti hypotézy rovna «). Zaroven bude pro velky po-
¢et méfeni (mysleno pro velké m i n) pravdépodobnost, Ze za platnosti alternativy
padne realizovand hodnota testové statistiky do kritického oboru, velka. Kriticky
obor je tedy zvolen optimalné.

Velice jednoduse by Sel z-test upravit pro jednostrannou hypotézu a alternativu,
tedy pro testovani hypotézy a alternativy ve tvaru

H:pe —py 29,

A g —py < 9.
Stacilo by pouzit stejny princip jako v pripadé t-testu. Pokud by byla znaménka
nerovnosti opacnd, také by nebyl problém z-test prislusné modifikovat.

x? test rozpt“ylL,E

x? test rozptylu pouzijeme ve chvili, kdy chceme otestovat, Ze rozptyl méfenych
dat je roven néjaké predem zndmé konstanté 2. Hypotéza a alternativa budou

tedy vypadat nasledovné
H :ai =0
Aol 4o

2
0>
2
0>

kde o2 predstavuje skuteénou hodnotu rozptylu nagich méfenych dat.

Pro tento test je dtlezity predpoklad toho, ze nase mérena data maji normélni
rozdéleni és libovolnymi parametry u a o2). Bez tohoto predpokladu tento test
nefunguje®! (ani asymptoticky) a nemtizeme ho tedy pouzivat.

25Pozorny Ctendf by si mél toto tvrzeni detailné rozmyslet (sém odvodit). Je potieba pousit
predpoklad o nezdvislosti mérenych dat.

26Toto Fecké pismeno se vyslovuje [chi:], a ndzev testu se obvykle vyslovuje jako x kvadrat
test.

27Ve vétsiné pripadll v praxi je predpoklad o normalité méfenych dat opravnény.
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Jako testovou statistiku zvolime nasledujici transformaci mérenych dat

CHn — (nil)si ,
90
kde S2 je vybérovy rozptyl a n je pocet méfeni. Vzhledem k rozsahu tohoto textu
neni v nasich sildch podrobné vysvétlit, proc¢ je zrovna tato volba testové statistiky
nejvhodnéjsi, ani nezvladneme podrobné odvodit, jaké mé za platnosti hypotézy
rozdéleni. Na tomto misté proto jen uvedeme fakt, ze testova statistika C'H,, mé
za platnosti hypotézy rozdéleni x2_; (¢ti x kvadrat o n — 1 stupnich volnosti).

Rozdéleni x? je dalsim ¢asto se vyskytujicim absolutné spojitym rozdélenfm.
Jeho hustota pravdépodobnosti ma prili§ komplikovany tvar na to, abychom ji
zde uvadeéli, také by to nemélo prilis smysl. Pro nase ucely se spokojime s tim,
ze si v tabulkdch miuzeme najit kvantily tohoto rozdéleni, které budeme znacit
Xi(a), kde o znaéf hladinu (€ (0,1)) a k znaéi pocet stupiiii volnosti rozdélen.
Doporucujeme kazdému ctenafi, aby si v matematickém softwaru vykreslil graf
hustoty pravdépodobnosti rozdéleni x2 pro rtizné hodnoty stupiiii volnosti k&, aby
ziskal predstavu o tom, jak takovato hustota vypadé a jak se méni v zavislosti na
poctu stupni volnosti.

Nyni uz k volbé kritického oboru. Lze snadno nahlédnout, ze za platnosti hy-
potézy bude realizovand hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti
blizk4, hodnoté n — 1. To plyne z faktu, Ze vybérovy rozptyl S2 bude s nejvétsi
pravdépodobnosti pro velky pocet méfeni nabyvat hodnot blizkych skute¢nému
rozptylu of. Zlomek % tedy bude s nejvétsi pravdépodobnosti pro velky pocet

meérfeni nabyvat hodno‘g blizkych 1. Pokud bude platit alternativa, bude testova
statistika nabyvat bud vyrazné mensich hodnot nez n — 1 (v pfipadé, ze o < of ),
nebo vyrazné vétsich ho%mt nez n— 1 (v ptipadg, ze 02 > o3). Kriticky obor bude
proto zvolen nasledovné

= (0 ()0 (5 () ).

Takto zvoleny kriticky obor bude mit opét vsechny pozadované vlastnosti.
Tento test by se opét dal velice jednoduse upravit pro pripad jednostranné
hypotézy a alternativy.

Nékolik poznamek ke konstrukci a interpretaci vysledkii testi

Na konec uvedme nékolik kratkych poznamek.

¢ Pokud néjaky test zamitd hypotézu, muzeme tvrdit, ze hypotéza nejspis ne-
plati (z konstrukce testu vime, ze pokud proneseme takovyto vyrok, budeme
se mylit jen v a procentech ptipadi). Musime ale mit stdle na paméti moz-
nost, ze jsme mohli udélat chybu 1. druhu, tedy nemtzeme nic najisto tvrdit!

28 Testova statistika muZe z definice nabyvat jen kladnych hodnot, proto nem4 smysl do kri-
tického oboru zarazovat zadporné hodnoty.
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to znamend, Ze hypotéza skutecné plati, nebo to znamend, Ze sice plati al-
ternativa, ale naméfili jsme data, pro kterd hypotézu nezamitdme (udélali
jsme tedy chybu 2. druhu). S chybou druhého druhu je to ponékud slozitéj-
§i, nebot nemame pod kontrolou, jaka je pravdépodobnost chyby 2. druhu
za platnosti alternativy. Spravnou volbou kritického oboru mtzeme zajistit,
ze za platnosti alternativy bude pravdépodobnost chyby 2. druhu co mozna
nejmensi a pro velky pocet méreni bude konvergovat_k nule, ale jaka tato
pravdépodobnost v konkrétnim pripadé bude, nevime=.

Predstavme si napiiklad, ze chceme t-testem otestovat hypotézu

H:p, =0,
A:/,foo,

ale skutec¢nd stfedni hodnota meérenych dat je naptiklad p, = 0,000 000 01.
Technicky bychom mohli fici, ze plati alternativa, ale nemtzeme ocekavat,
ze pokud nebudeme mit opravdu hodné méreni, ze nam t-test vyjde ve pro-
spéch alternativy. Proto je nutné byt velice opatrny pti interpretaci vysledku
statistickych testl, zejména v pripadé, ze vysledkem je nezamitnuti hypoté-
zy.

o Postaveni hypotézy a alternativy neni rovnocenné. Pokud je to mozné, je
vzdy lepsi volit za alternativu to tvrzeni, které bychom chtéli potvrdit. Jak
je pséno vyse, kde je rozebirdna interpretace vysledku testu, v pripadé za-
mitnuti hypotézy potom mame vétsi pravo tvrdit, Ze jsme opravdu potvrdili
spravnost naseho tvrzeni (nebot jsme presvédéivé vyvratili opacné tvrzeni).
Je nutné poznamenat, ze vzhledem ke konstrukci testl nelze takovéto moz-
nosti vzdy dosdhnout, potom se musime spokojit s opa¢nou volbou hypotézy
a alternativy.

e Volba hladiny testu « je velice dulezitd a je nutné ji provést pred prove-
denim kazdého testu. Jeji volba zavisi na tom, jak chceme mit vyvazenou
pravdépodobnost chyby 1. a 2. druhu. Hladina spolehlivosti testu « je pfimo
rovna pravdépodobnosti chyby 1. druhu. Pokud hladinu testu zvolime malou,
budeme mit malou pravdépodobnost chyby 1. druhu, ale naopak vétsi prav-
dépodobnost chyby 2. druhu. To souvisi s tim, ze pro malé hodnoty « bude
kriticky obor kazdého testu mensi nez pro velké hodnoty « (rozmyslete si
sami). Obvykle se voli hladina spolehlivosti rovna a = 0,05. Pokud déldme
néjaky dulezity experiment, kde opravdu zalezi na spravnosti zavéru, snazi-
me se pravdépodobnost chyby 1. druhu co nejvice omezit, volime tedy mensi
hladinu spolehlivosti (typicky o = 0,01 nebo « = 0,005). Pri fesen{ seridlové
ulohy pracujte s hladinou spolehlivosti o = 0,05.

29Ve skuteénosti ve vétsiné pifpadii je mozné pravdépodobnost chyby 2. druhu vy¢islit, ale je
to prilis ndro¢né na to, abychom se tim podrobnéji zaobirali.
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Zamitani hypotézy na zakladé p-hodnoty

Doted jsme rozhodovali o zamitani hypotézy na zdkladé realizované hodnoty tes-
tové statistiky a kritického oboru (pokud realizovand hodnota testové statistiky
lezela v kritickém oboru, zamitali jsme hypotézu). Tento postup je velice intui-
tivni a snadno predstavitelny, ale jeho nevyhoda je, Ze mame jen malou informaci
o tom, zda jsme hypotézu (ne)zamitali s rezervou, nebo zda se pohybujeme na hra-
nici mezi zamitanim a nezamitdnim hypotézy. Proto se pro kazdy statisticky test
a konkrétni namérend data definuje tzv. p-hodnota, kterd slouzi jako alternaiva
k rozhodovéni o (ne)zamitani hypotézy. p-hodnotu testu pro konkrétni namérend
data definujeme jako takové p, ze realizovana hodnota testové statistiky lezi prave
na hranici kritického oboru pro hladinu p. p-hodnotu lze také interpretovat jako
pravdépodobnost, ze bychom za platnosti hypotézy namérili data, kterd protireci
hypotéze jesté vice nez ta data, kterd mame nameérend. Rozmyslete si sami, ze
definice p-hodnoty a jeji interpretace davaji smysl.

Rozhodovani o zamitnuti hypotézy na zdkladé p-hodnoty je jednoduché, sta-
¢i porovnat p-hodnotu se zvolenou hladinou testu a. Pokud je p-hodnota mensi
nez hladina testu «, zamitdme hypotézu, nebot to znamend, ze jsme namérili (za
platnosti hypotézy) opravdu extrémni data.

Vétsina modernich matematickych programii (véetné R, které pouzivame) pre-
feruje rozhodovani na zakladé p-hodnoty, kterou poskytuje jako vystup. Naopak
kriticky obor vétsinou nebyva ve standardnim vystupu matematickych programu
uvadeén.

Dalsi statistické testy

V tomto dile seridlu jsme uvedli jen nékolik zakladnich typt statistickych testi,
ve skutecnosti jich existuje mnohem vice. Pokud béhem fyzikalnich experimentu
narazite na néjakou hypotézu, kterou potfebujete pomoci naméfenych dat otes-
tovat, je velice pravdépodobné, Ze na to bude existovat specidlni statisticky test.
Staci si ho vyhledat na internetu. Pro pouziti statistického testu v praxi ani neni
nutné znat presnou podobu testové statistiky, kritického oboru ani presné védét,
jak tento test funguje, nebot tyto véci za nds vétSinou spocte matematicky soft-
ware. Jediné, ¢emu je opravdu potreba rozumét, je hlavni idea testovani hypotéz,
spravné pochopit predpoklady tohoto testu a umét interpretovat vysledky (zejmé-
na na zékladé p-hodnoty). Pro informaci zde jesté¢ uvedeme nékolik statistickych
testi vcetné jejich predpokladi. Pokud byste néktery chtéli v praxi pouzit, staci
si ohlidat splnéni vSech jeho predpokladti a umét interpretovat jeho vysledky na
zakladé p-hodnoty.

x? test dobré shody rozdéleni

Tento test se pouzije v pripadé, ze chceme otestovat, zda mérend data pochaze-
ji z ur¢itého diskrétniho rozdéleni se zndmymi parametry (je dulezité, aby toto
rozdéleni bylo diskrétni, v piipadé spojitého rozdéleni by se pouzil Kolmogoroviv-
Smirnoviv test, ktery popiSeme pozdéji). Piedpoklddejme, Zze médme néjaké zndmé
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diskrétn{ rozdéleni R. Pomoci x? testu dobré shody rozdéleni mtzeme otestovat
nésledujici hypotézu a alternativu

H : méfend data maji rozdéleni R,

A : méfend data nemaji rozdéleni R.

Pokud bychom neznali vSechny parametry rozdéleni R (napfiklad bychom vé-
déli, ze se jednd o Poissonovo rozdéleni, ale neznali bychom parametr \), miizeme
si tyto nezndmé parametry odhadnout z namérenych dat a pouzit je v nasem testu,
ktery bude fungovat i po této drobné modifikaci.

Kolmogoroviiv-Smirnoviv test

Tento test se pouzije v pripadé, Ze chceme otestovat, zda mérena data pocha-
zeji z uréitého spojitého rozdéleni se zndmymi parametry (je dilezité, aby toto
rozdéleni bylo spojité, v opaéném piipadé musime pouzit x? test dobré shody
rozdéleni). Predpokladejme, Ze mame néjaké zndmé spojité rozdéleni S. Pomoci
Kolmogorovova-Smirnovova testu mizeme otestovat nasledujici hypotézu a alter-
nativu

H : méfend data maji rozdéleni S,

A : méfend data nemaji rozdéleni S'.

Opét plati, Ze pokud nezname vSechny parametry rozdéleni S, muzeme je od-
hadnout z namérenych dat a tento test bude stale fungovat.

Dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test

Tento test predpoklada, ze mame 2 nezavislé sady méreni, které obé pochézeji z né-
jakych spojitych rozdéleni, a chceme otestovat hypotézu, ze obé tyto sady méreni
maji stejné rozdéleni. Pokud oznacime teoretické rozdéleni prvni sady méfenych
dat jako X a teoretické rozdéleni druhé sady dat jako Y, potom dvouvybérovy
Kolmogoroviv-Smirnovuv test testuje nasledujici hypotézu a alternativu

H : X a Y maji stejna rozdélenti,

A: X aY nemaji stejnd rozdéleni .

Test korelacniho koeficientu

Tento test pouzijeme ve chvili, kdy méame 2 nezdvislé sady méreni, které maji obé
normélni rozdéleni, a chceme otestovat, zda korelace mezi nimi je nulovd nebo
nikoliv. Pokud ozna¢ime jako X teoretické rozdéleni prvni sady meéreni, jako Y
teoretické rozdéleni druhé sady méreni a jako g oznacime jejich korelaéni koeficient,
tedy

o =corr(X,Y),

potom test korela¢niho koeficientu testuje nasledujici hypotézu oproti alternativé
H:0=0,
A:p#0.
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Jen poznamenejme, ze pro tento test je opravdu podstatny predpoklad o normél-
nim rozdéleni a nezavislosti mérenych dat.

Uloha IV.S ... testovaci 10 bod#

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k demu a jak se pouzivd testovdni hypotéz (po-
staci vlastnimi slovy popsat nasledujici: hypotéza a alternativa, chyba 1. a 2.
druhu, hladina testu, testova statistika, kriticky obor testu, p-hodnota testu pro
konkrétni naméfena data). Neni potfeba uvadét presnd matematickd odvozeni,
sta¢i pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V priloZzeném datovém souboru testovanil.csv najdete namérené hodnoty urcité
fyzikalni veli¢iny. Pomoci jednovybérového t-testu otestujte, zda je skuteéna
hodnota mérfené fyzikalni veliciny rovna 20. Déle predpoklddejme, Ze je nasim
cilem ukézat, ze hodnota mérené fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20. Pouzijte
vhodnou jednostrannou modifikaci ¢-testu k tomu, abyste toto tvrzeni ovérili
(dejte si pozor na spréavné zvoleni hypotézy a alternativy).

¢) V pfilozeném datovém souboru testovani2.csv najdete namérené hodnoty 2 riz-
nych fyzikéalnich veli¢in. Predstavujme si, Ze se jednd o méfeni stejné fyzikalni
charakteristiky ale za riznych vngjsich podminek (teplota, tlak atd.). Pomoci
dvouvybérového z-testu otestujte hypotézu, ze hodnota této fyzikalni charak-
teristiky je pro obé volby vnéjsich podminek stejna.

d) Pouzijte stejna data jako v seridlové tiloze z prvni série a pomoci Kolmogorovova-
Smirnovova testu urcete, ktery ze 4 vzorka dat pochazi z norméalniho rozdéleni
a ktery vzorek pochdzi z exponencidlniho rozdéleni.

Bonus Predpoklddejte, Ze mate k dispozici méfeni 2 fyzikalnich veli¢in (tedy 2

sady naméfenych hodnot), kde jsou vSechna méreni na sobé nezdvisld. Odvodte

upraveny dvouvybérovy z- test, ktery by testoval hypotézu, ze skute¢nd hodnota
prvni meérené fyzikalni veliciny je dvojndsobek skute¢né hodnoty druhé meérené
fyzikalni veli¢iny. Pro udéleni bodu je nutné a postacuje odvodit podobu testové
statistiky a kritického oboru. (Ndpovéda: Pouzijte vicerozmérnou verzi CLV, kde
vhodné zvolite funkci f, a ddle postupujte analogicky jako u odvozeni klasického
dvouvybérového z-testu)

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkola
postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentait v kédu
vysvétlena potiebné syntaxe jazyka R. (Tesend str. )

Kapitola 5: Serial - Zpracovani dat 5. dil

V tomto dile seridlu se budeme vénovat nepfimému méreni fyzikalnich veli¢in a pro-
klddani nameérenych dat teoretickou zavislosti, cili, jak by fekl matematik, regresi
(v tomto dile zatim jen linedrni regresi), pripadné, jak by fekl fyzik, fitovani.
Zékladni problém, kterym se budeme v tomto dile (vlastné i v tom ptistim)
seridlu zabyvat je takovy problém, kdy mame namérend dvojrozmérna data, tedy
dvojice (z1,¥1),.-.,(Zn,yn) a chceme mezi nimi najit néjakou funkéni zavislost f
(jak zdvisi y na x). Muzeme rozliSovat mezi dvéma hlavnimi cili hledédn{ funkéni
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zavislosti. Bud chceme pomoci nalezeni funkéni zavislosti nepfimo zmérit urcitou
fyzikédlni veli¢inu nebo chceme naméfenymi daty v grafu pro nézornost prolozit
teoretickou zavislost. V obou téchto pripadech budeme potfebovat néjaky mate-
maticky model pro nase data.

Zakladni model - Linearni regrese
V nasem zékladnim modelu budeme uvazovat prokladanou funkci f pouze ve tvaru

f(x) = Bo+ Bifi(x) + -+ Brfr(z),

kde fi,..., fr jsou zndmé zvolené funkce a [o, 51,..., Bk jsou nezndmé regresni
koeficienty, které budeme chtit odhadovat. Na zac¢atku statistického zpracovani dat
vzdy musime zvolit proklddanou funkci (pomoci volby funkei fi,..., fx), o tom,
jak ji spravné zvolit, bude jesté tec.

Nyni si musime popsat model, kterym budeme popisovat nase namérena da-
ta. Budeme si predstavovat, ze nase data byla vygenerovana podle nasledujiciho
vztahu

yi = Bo + Bufi(@i) + -+ B fr(z:) +ei,

kde fi,..., fr jsou zndmé proklddané funkce, Bo, 1, ..., Bk jsou nezndmé regresni
koeficienty, které budeme chtit odhadovat, a ¢; predstavuje ndhodné nepresnosti
méfeni (tedy ¢; je realizace ndhodné veli¢iny a ostatni ¢leny jsou deterministické,
i kdyz z ¢4sti nezndmé). V zédkladnim modelu budeme uvazovat, Ze £; maji rozdéleni
N(0,0?) a ze jsou pro riiznéd méfen{ nezavisla. Ve vztahu k teorii vylozené v prvnich
4 dilech seridlu si muzeme predstavovat, ze klasicky mérime fyzikalni velic¢inu, jejiz
hodnota je ovSsem zavisld na proménné z.

Tento zakladni model se nazyva linedrni regresni modeﬂ@. V tomto dile seridlu
budeme pracovat pouze s timto modelem, ktery se také nejcastéji v praxi pouzije,
nelinearni regresni modely si popiSeme v pristim dile seridlu.

V tomto zékladnim modelu budeme uvazovat, ze hodnoty proménné z jsou
nam znamé presné, tedy bez nepresnosti méreni. Toto neni vzdy uplné opravné-
ny predpoklad, v praxi byva nékdy porusen, jak postupovat v tomto slozitéjSim
pripadé si ale popiseme az v pristim dile seridlu.

Volba prokladané funkce
Vétsinou jsme v situaci, kdy mdme naméfend néjakd data (tedy dvojice (xs,¥:))
a potrebujeme jimi prolozit néjakou funkci, ale nevime jakou. Volba spravné pro-
klddané funkce je velmi dulezitd a proto zde v kratkosti popiseme, jak by se mélo
spravné postupovat.

Kazdé proklddand funkce by méla mit jasnou fyzikdlni interpretaci a fyzikalni
opodstatnéni. Méli bychom se vzdy zamyslet, jaky teoreticky vztah by méla nase

30Na tomto misté musime vyvratit jeden rozsifeny mytus, a sice ze linedrni regrese znamen4
pouze proklddani pfimky naméfenymi daty. Je vidét, ze prokladani primky lze dosdhnout spe-
cidlni volbou parametri v popsaném linedrnim regresnim modelu (zvolit k = 1 a fi(z) = z),
ale je nutné si uvédomit, ze ndzev linedrni regrese odkazuje k linearité vzhledem k nezndmym
koeficientim So, B1, . . ., Bk, nikoliv k linearité proklddané funkce (funkce f; mohou byt a casto
jsou nelinedrni, napf. sin, cos, exponenciala, logaritmus, polynomy atd.).
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naméiend data spliovat a takovou funkci jimi proklddat. Pokud budeme postupo-
vat jinak, je veliké nebezpedi, Ze zvolime Spatnou proklddanou funkei (o tom, jak
poznat, ze jsme zvolili §patnou funkci, si povime pozdéji) a budeme muset zaéit
od znova, nebot by vSechny nase vysledky byly nespravné.

Odhadovani parametrii

Kdyz jsme si popsali zédkladni model, ktery budeme pouzivat, mizeme zacit od-
vozovat, jak bude odhad nezndmych parametru 5o, 51, ..., Br vypadat. K odhadu
parametri pouzijeme metodu nejmensich ¢tverca.

Metoda nejmensich Ctvercii

Metoda nejmensich ¢tvercti uréi odhad parametri Bo, 81, ..., Bx (odhady znaéime
tak, Ze priddme st¥isku napft. B\Z) tak, Ze za odhady téchto parametru vezme takova
Cisla, aby byl soucet ¢tvercii odchylek namérenych hodnot od odhadnuté hodnoty
proklddané funkce co mozna nejmensi. Matematicky zapsano, metoda nejmensich
Ctvercti se snazi odhadnout regresni parametry tak, aby vyraz

n

S (v =B B =+~ Bufe(an)

i=1

byl co moznad nejmensi. Intuitivni vysvétleni, pro¢ postupujeme pravé takto je,
7e se snazime, aby prolozena funkce prochazela co nejblize namérenym hodnotam
(vzdalenost v tomto pfipadé mérime jako druhou mocninu rozdilu namétrené hod-
noty a prolozené funkce). Vyraz uvniti zavorky se oznacuje jako reziduum a znaci
se U;. Residuum je rozdil mezi naméfenou hodnotou a prolozenou zavislosti.

Neni tplné zfejmé, pro¢ chceme minimalizovat pravé druhou mocninu residui,
mohli bychom minimalizovat tfeba absolutni hodnotu residui nebo absolutni hod-
notu ze tieti mocniny nebo zvolit néjakou jinou vahovou funkci. Vysvétleni neni
uplné trividlni, trochu zjednodusené vysvétleni mize byt takové, ze druhd mocnina
zvyrazni velmi odlehld méreni, ale zaroven prili§ neupozadi neodlehld méreni (t;j.
chceme odhadnout regresni koeficienty tak, abychom neméli Zddné méreni prilis
odlehlé od prolozené zdvislosti). Toto vysvétlen{ je trochu nepfesné, existuje i lepsi
vysvétleni, které zde uvedeme.

Metoda maximalni vérohodnostl@

Odhady parametri metodou maximalni vérohodnosti na zakladé namérenych dat
funguji na tom principu, ze za odhad parametri vzdy vezmeme takové hodno-
ty parametru, které maximalizuji pravdépodobnost naméreni takovych dat, které
jsme zrovna v nasem pripadé namérili. Kdyz budeme uvazovat vsechny vyse po-
psané predpoklady (tedy navzdjem nezdvislé nepfesnosti méfeni €; s rozdélenim
N(0,0?)), mizeme si napsat, jak vypada hustota pravdépodobnosti v zavislosti na

31 Toto uz je opravdu pokrocilé téma, pokud chcete (nebo pokud se vdm tento odstavec nepo-
da¥i{ pochopit) muzete tento odstavec bez obav presko¢it, na pochopeni dalsich ¢asti to nebude
mit vliv.
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neznamych parametrech. Jelikoz jsou jednotlivd méfeni na sobé nezévisla, vysled-
né sdruzend (”vicerozmérna”) hustota pravdépodobnosti bude souéin jednotlivych
hustot pravdépodobnosti. Matematicky zapsdno sdruzenéd hustota pravdépodob-
nosti L (L z anglického likelihood, ¢esky vérohodnost) vypadd nasledovné

L(xlw-~»33n7y17--~:yn702:50761:~~~75k) =

n 1 1 (Bo+B1F1(m )+ By (@) —vi)2

nebot ndhodna velic¢ina Y; predstavujici vysledek jednoho méteni prislusny hodnoté
nezivisle proménné z; ma rozdéleni N (8o + S1 f1(x:) + -+ + B fr(zi), 02). Chceme
najit takové hodnoty parametru (o, 51, ..., Bk, které tuto vérohodnost maximali-
zuji. Al@rchom lépe vidéli, jak tyto parametry zvolit, je vyhodné si tento vyraz
upravit®=, ¢imz dostaneme

L("'L‘17"'axn1y17"’7y710-27607ﬁ17"’75k) =

n

( 1 )5 _l(ﬁo+/*1f1(Ii)+"'2+ﬁkfk(mi)*yi)2
2

o
I

2no?

Nyni se musime pokusit odvodit, jak zvolit parametry (o, 51, .. ., Bk, aby byla hod-
nota vérohodnosti L co moznd nejvétsi. Na zacatek si miizeme vSimnout, ze tyto
parametry vystupuji pouze v exponentu, nikde jinde, tudiz ndm staci zabyvat se
jen ¢lenem s exponentem. Chceme tedy maximalizovat hodnotu exponentu (pro-
toze exponenciala je rostouci funkce, tedy ¢im vétsi exponent tim vétsi hodnota
exponencidly), tedy chceme mit co nejvétsi hodnotu élenu

n

D Bo+Bufi(@) + -+ Brfu(@:) — i)

=1

202

Nyni si musime v§imnout, Ze ¢len _%g je nezavisly na nasich koeficientech, staci
nam tedy zabyvat se pouze sumou. Nakonec si musime v§imnout, Ze cely tento ¢len
bude mit vzdy zdporné znaménko, takze bude maximalni pravé, kdyz bude suma
miniméalni. Chceme tedy, aby vyraz

n

Z (Bo + Brfr(@i) + -+ Brful@i) — yi)?

i=1

byl co mozna nejmensi. Toto nés ale vede na minimalizaci sou¢tu druhych mocnin
residui, tedy na metodu nejmensich ¢tverci (pokud vnitiek zdvorky vyndsobime
—1 nic to nezméni diky druhé mocniné).

Ukazali jsme tedy, ze odhad metodou maximélni vérohodnosti, ktery ma jasnou
intuitivni interpretaci, se v tomto pripadé shoduje s odhadem metodou nejmen-
gich ¢tvercu, ¢imz jsme ziskali hlubsi pochopeni toho, pro¢ odhadovat parametry
metodou nejmensich ¢tvercu.

32Pouzivame znamého vzorce e%e’ = 1P,
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Vypocetni aspekty odhadu parametrii

Nyni jsme si popsali, jakym zpusobem budeme chtit parametry o, 51,..., Bk od-
hadovat, ale sluselo by se i stru¢né zminit postup vypoctu, ktery k tomu povede.
V praxi budeme vSechny tyto odhady pocitat za pouziti poc¢itace, nicméné nikdy
neuskodi védét, jak pfesné to pocitac pocitd. Jak pozdéji (a v zadéni dloh) pozna-
me, v praxi se tato znalost obcas také hodi. Existuje mnoho zptsobu, jak se lze
dobrat hodnot koeficientt 5o, 1, - . ., Bk, my zde uvedeme dva nejbéznéjsi. Je zcela
evidentni, ale mnohdy se na to zapoming a je dulezité si to uvédomovat, ze odhady
regresnich parametru zévisi na zformulovaném modelu (tedy na volbé proklddané
funkce) a na naméfenych datech (v uréitych chvilich bude vyhodné chdpat odhad
regresnich parametri jako transformaci naméfenych dat).

Prvnim moznym postupem je pouziti diferencidlniho poétu@, kdy parcidlné
zderivujeme sumu Ctvercu podle vSech proménnych (o, 51, ..., Bk, tyto parcidlni
derivace polozime rovny nule a snazime se vyfesit vzniklou soustavu rovnic (obecny
postup hledéni extrému funkci), kterd mé tvar

(;;)Z;(Bo-i-&ﬁ(mi) bt Buful@m) —yi)? =0,

n

a%k Z; (Bo + Bufi(wi) + -+ + Brfr(zi) —yi)* = 0.
Tato soustava rovnic se v obecném pripadé nefesi tiplné lehce, proto je lepsi pouzit
druhou metodu vypoctu odhada koeficienti.

Druhé metoda, kterd je asi vypocetné schudnéjsi, je zaloZena na linedrni al-
gebre®d. Pokud si sestavime ndsledujici matici (nékdy se ji f{kd matice modelu)
a vektor namérenych dat

1 f1(:E1) e fk(:cl) Y1
X = : . : ;Y= : s
L filwn) oo fo(za) Yn
potom je odhad koeficientt B = (BB7 3\17 e B;)T urcen nasledujici identitou@

B=XTx)"xTYy,

kde T znadi transpozici matice a ~! znadi inverzni matici.

33Pokud neznate diferencidlni poéet nezoufejte, pokud tuto pasiz pieskoéite, neptijdete o nic
podstatného.

34pokud nejste v linedrni algebie (transponovéani, ndsobeni a invertovani matic) p¥ili§ zbéhli,
nevadi, mizete tuto Cast textu preskocit, pro dalsi pochopeni to nebude vadit.

35V extrémnim piipadé by se mohlo stét, Ze inverzni matice nebude existovat (pokud by
matice XTX nebyla regularni, coz se ale v praxi nestavd), potom bychom tuto metodu pouzit
nemohli.
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Vlastnosti odhadii

Vyse jsme si odvodili, jak odhadovat regresni prametry (o, 51,...,Bk. Pouzitim
metody nejmensich ¢tverci za pomoci pocitace jsme schopni najit odhady téchto
parametri, které budeme dale znacit ,6?0, ,@, R 5}, nyni si povime néco o jejich
vlastnostech.

Dopredu upozornujeme, ze vsechna odvozeni v této kapitole budou pouze na-
znadend a ze neni nutné snazit se je detailné pochopit (i kdyz pilnosti se meze
nekladou). Pro fyzika je spise dulezité a plné postacujici mit obecné povédomi
o teoretickych odvozenich a soucasné védét, jak se tyto metody aplikuji na kon-
krétni fesené problémy.

Intervalové odhady pro jednotlivé parametry

Podobné jako jsme konstruovali intervalové odhady v pripadé, kdy jsme mérili
jen jednu fyzikdlni veli¢inu (viz 2. a 3. dil seridlu), mizeme i nyni zkon étruovat
intervalové odhady pro jednotlivé regresni koeficienty. Vyjdeme z tvrzenitd, Zze pro
nésledujici vhodnou transformaci namérenych dat plati

Bi-8 Bi o,

A/ S2 1)]',]

kde B\J je odhad regresniho koeficientu metodou nejmensich ctvercd, B; je sku-
te¢nd (pro nds v praxi nezndmd) hodnota regresniho koeficientu, v; ; je prvek na
misté (§,7) v matici (XTX)™! a élen S? je uréen vztahem

.1 —~
Sin—k—lZ;Ui’

kde U; jsou residua v nasem linedrnim regresnim modelu. Tento vztah ndm velmi
pripomina vztah, ze kterého jsme odvozovali intervalové odhady v pripadé méreni
jedné fyzikaln{ veli¢iny (odli$né jsou jen ¢leny ve jmenovateli zlomku), mizeme tedy
naprosto stejnym zpusobem odvodit intervalovy odhad i pro skuteé¢nou hodnotu
regresnich koeficient. Vyjdeme ze vztahu, ze asymptoticky (tj. pro velky pocet
méfeni, pozdéji bude upfesnéno, co to znamend velky pocet méfeni) plati pro
libovolnou hladinu spolehlivosti « € (0, 1)

N(0,1),

o o Bi=8s

Ua <Uj—e | =1—a.
2 2

\/S vj,j

Z tohoto vztahu algebraickymi upravami (analogicky jako v pfipadé intervalovych
odhadti pro jednu méfenou fyzikaln{ veli¢inu) dostaneme, ze plati

P(ﬁj c (@- iul_%\/ﬁj,j)) 1.

360dvozeni tohoto tvrzeni je dosti ndroéné, proto ho zde nebudeme uvadét.
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Toto je intervalovy odhad pro skute¢nou hodnotu regresniho koeficientu f;, tento
intervalovy odhad se zkracené zapisuje jako

B\j + S2Uj,j

a ¢len /S?v; ; se nazyva nejistota méreni regresniho koeficientuld (neplést s chy-
bou méfeni regresniho koeficientu=).

Na konec tohoto odstavce jen poznamenejme, ze ¢len S? je odhadem rozptylu
nasich méfeni ¢? (tj. pro velky pocet méfeni bude hodnota ¢lenu S s nejvétsi
pravdépodobnosti velice blizk4 skuteéné hodnoté rozptylu o) a je oznacovan jako
stfedni ¢tvercova chyba®. Déle je dobré poznamenat, Ze ¢im vice métreni provede-
me, tim mensi bude hodnota ¢lenu v;,; a tim pddem budeme mit uzsi intervalovy
odhad, tedy budeme mit regresni koeficient urcen presnéji (odvozeni tohoto tvrzeni
uz je ale nad moznosti tohoto seridlu).

Bodovy odhad prokliadané funkce

Nyni jsme si odvodili, jak vypadaji intervalové odhady pro jednotlivé parametry ;.
Na zacatku jsme popsali, ze nékdy je nasim cilem také prolozit namérenymi daty
odhadnutou zavislost, cemuz se budeme ted vénovat. Jako bodovy odhad funkéni
zdvislosti (coz lze chdpat jako nejpravdépodobnéjsi tvar proklddané funkce) vez-
meme jednoduse funkci J/”\ve tvaru

F@) = Bo+ Bifa(x) + -+ Bufu(z),

kde @)7 BAh R B; predstavuji odhady regresnich koeficient ziskané metodou nejmen-
sich ¢tverci. Tento odhad ma opét tu vlastnost, ze pro velky pocet méreni bude
tato funkce s nejvétsi pravdépodobnosti velmi podobna skutecné funkéni zavislosti
méfenych dat (ve smyslu, ze prolozend kiivka a skuteénd teoretickd kiivka budou
témér identické).

Tento odhad se obvykle zakresluje do grafu jako prolozena kiivka. Je sice pékné,
ze vime, jak bodové odhadovat proklddanou funkci, ale musime si uvédomit, ze to
je pomérné mélo. Musime si jesté ukézat, jak vypadd intervalovy odhad pro funkéni
hodnoty v jednotlivych bodech, abychom méli predstavu s jakou nejistotou jsme
proklddanou funkci uréili.

Intervalovy odhad prokladané funkce

Podobné jako mizeme konstruovat intervalové odhady pro méreni jedné fyzikalni
veli¢iny a pro regresni koeficienty, mtzeme také konstruovat intervalové odhady
pro hodnotu prokladané funkce. Pti konstrukei intervalového odhadu pro hodnotu
proklddané funkce v bodé = vyjdeme z toho, ze plati

f@) - 1@ » yon
S2xT(XTX)~1x Y

37 Anglicky standard error (zkrécené S.E.).
SSV}?znam stejny jako u méfeni jedné fyzikalni veli¢iny (viz 2. dil seridlu).
39 Anglicky mean square error (zkradcené MSE).
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kde f(z) je skuteénd hodnota teoretické funkéni zdvislosti v bodé z, vektor x je
definovan jako x = (1, fi(z), ..., fx(x))" a ostatni éleny jsou stejné jako v predcho-
zim textu. Analogickym zpusobem jako v predchozich pripadech mizeme potom
dojit k vysledku

P (f(x) € (f/(;) tu—g SQXT(XTX)—1X>) =1l—-a.

Toto je intervalovy odhad pro hodnotu proklddané funkce v bodé = o spolehlivosti
1 — a, ktery se obvykle zkricené zapisuje jako

Fla) £ /S2xT (XTX)1x .

Tento intervalovy odhad muZzeme zkonstruovat pro libovolny bod z, tedy i pro
takovy_bod z, ktery lezi mimo vSechna nase méfeni (tomu se potom k4 extra-
polace™). Jak uvidite pri prochdzeni vzorového skriptu, $itka tohoto intervalu
spolehlivosti také zavisi na tom, jak daleko je bod x od nami naméfenych hod-
not. Je vcelku opodstatnéné predpoklddat, ze v misté, kde mame zméfeno hodné
hodnot bude interval spolehlivosti uzsi nez v misté, kde mame hodnot zméreno
méné. Tento efekt je zpusoben vlastnostmi vektorového a maticového soucinu ve
virazu x7 (XTX)"'x, jeho podrobné vysvétleni je ale nad rdmec tohoto seridlu.

Nakonec poznamenejme, ze vibec neni nutné si tento vyraz pamatovat ani
ho umét vy¢islit, udéld to za nds matematicky software (v nasem piipadé R) po
pouziti jednoduchého ptikazu.

Regresni diagnostika
V tomto odstavci se budeme vénovat ovéfovani, zda jsou splnény vsechny pied-
poklady pro pouziti linedrniho regresniho modelu, které jsme uvedli na zacatku
tohoto dilu seridlu. Pokud bychom aplikovali linearni regresni model a nebyly by
splnény predpoklady pro jeho pouziti, obdrzené vysledky by nebyly spravné. Je
proto vzdy dulezité ovérit, zda jsou tyto predpoklady splnény. Pro jistotu zde
vSechny tyto predpoklady jesté zopakujeme, jedna se o (uvedeno od nejdulezitéj-
$tho pfedpokladu po nejméné dulezity)

e Spravnd volba prokladané funkce.

e Stejny rozptyl pro vsechna méfeni.

o Nezdvislost jednotlivych méfeni.

o Normélni rozdéleni nasich méreni.

Na zacatek uvedme, ze predpoklad o normalnim rozdéleni nasich méfeni se
v praxi velice tézko ovéruje & a jelikoz byly vSechny uvedené tvrzeni formuloviny

40Musime si ale uvédomit, ze pii extrapolovani mléky piedpokladame, ze prolozend zavislost
plati i mimo ndmi namérend data (tedy, ze proklddana funkce lze ,protdhnout®), coz nemusi
byt vzdy spravny predpoklad

41Pro spravné ovéreni tohoto predpokladu je potfeba velké mnozstvi méreni, ale pokud mé-
me velké mnozstvi méfeni, mizeme se uz spolehnout na asymptotické vlastnosti vsech nasich
odhadi a ani nepotfebujeme normélni rozdéleni nasich méreni.
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tak, ze plati i bez tohoto predpokladu (se splnénim tohoto pfedpokladu plati pro
libovolny pocet méfeni, bez splnéni plat{ asymptoticky pro velky poc¢et méfeni)
nebudeme se jim déle zabyvat. Tento pfedpoklad se témér nikdy v praxi neovétuje.

Ostatni predpoklady uz jsou ovsem velice dulezité a pokud by nebyly splné-
né a my bychom presto aplikovali linearni regresni model, nase vysledky by byly
nespravné. Nastésti existuji pomérné spolehlivé zpusoby, jak ovérit, zda jsou tyto
predpoklady splnény. Vsechny tyto postupy jsou zalozeny na myslence, ze zkusime
aplikovat linedrni regresni model a az nésledné (vétsSinou na zdkladé residuf na-
Seho modelu) zkoumdame, zda byly vSechny predpoklady splnény. Pokud zjistime,
ze splnény nebyly, nemizeme takovyto model pouzivat k vyhodnocovani naseho
experimentu a musime pfijit s lepSim modelem (vétSinou zménime proklddanou
funkci) nebo se smiffme s tim, ze obdrzené vysledky nejsou tolik pfesné.

Nyni uz k jednotlivym metoddam ovérovani predpoklada.

Graficka kontrola spravnosti prokladané funkce

Tato metoda je velice jednoduché a nevyzaduje pochopeni Zadné matematické te-
orie, jeji nevyhoda ovsem je, ze neni tolik pfesnd. Jejim zdkladem je, Ze na vykres-
leném grafu zkontrolujeme, zda prolozenéd funkce odpovidd naméfenym dattm.
Pokud bychom v grafu nasli, ze napf.

o V nékteré casti grafu je prolozend funkce vyrazné pod nebo nad naméfenymi
daty.

e Tvar prolozené funkce neodpovidd namérenym datam.

potom bychom museli prohlésit, ze jsme prokladali Spatnou funkci a pokusit se
najit vhodnéjsi funkci.

Zejména v pripadé, ze namérené hodnoty jsou velice blizko prolozené krivce,
miuze byt tato metoda zna¢né komplikovand (nejde jednoznaéné odlisit data pod
a nad prolozenou kfivkou). V tomto pfipadé je vyhodnéjsi misto na graf naméte-
nych hodnot s prolozenou zavislosti koukat na graf residuf (graf kde jsou vynesena
residua a prislusné hodnoty nezdvisle proménné). Na tomto grafu bychom méli
vidét ndhodné rozeseté body kolem osy z, pokud tam vidime cokoliv jiného (napt.
Ze v n&jaké ¢asti grafu jsou residua vyrazné nad nebo pod osou ), znamend to, ze
jsme pravdépodobné zvolili §patné proklddanou funkci a méli bychom se pokusit
najit vhodnéjsi funkci.

Obé tyto metody potifebuji trochu cviku a priklady, co je jesté akceptovatelné
a co uz nikoliv. Nékolik takovychto prikladu proto najdete v pfilozeném vzorovém
skriptu.

Statisticky test spravnosti proklddané funkce (lack of fit test)

Ve specidlnim pripadé mizeme provést také statisticky test spravnosti prokldadané
funkce, coz je presnéjsi metoda nez vyse popsana grafickd metoda. Tim specidlnim
pripadem se mysli pfipad, kdy pro jednu hodnotu nezavisle proménné x méame
naméfeno vzdy vice méfeni zévisle proménné (vétsinou se uvazuje alespon 5 méren{
pro kazdou hodnotu nezdvisle proménné).
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Jak jsme si popsali v minulém dile seridlu, k urceni statistického testu potiebu-
jeme formulovat hypotézu a alternativu, testovou statistiku a kriticky obor testu.
Nebudeme zde vse podrobné odvozovat, protoze je to nad ramec tohoto dilu seria-
lu. Tomuto testu se také nékdy ¥ika x? test kvality fitu a testuje néasledujici dvojici
hypotéza a alternativa

H : Proklddand funkce f je spravné zvolen4.

A : Prokladand funkce f neni spravné zvolen4.

Testova statistika ma néasledujici tvar

n; (ﬁ*ﬂzi))2
=1
CH= —">~"°* |

no NG

Z yi,j*ﬁf
i=1j=1
N—n

n

3

kde z; je hodnota nezavisle proménné, y; ; je hodnota j-tého méfeni piislusiciho
i-té nezavislé proménné, y; ¢ je prumér namérenych hodnot odpovidajici hodnoté
nezavisle proménné z;, N je celkovy pocet méfeni, n je pocet ruznych hodnot
nezavislé proménné a p je pocet regresnich parametri. Za platnosti nulové hypotézy
ma4 tato statistika Fisherovo F- rozdéleni o (n—p) a (N —n) stupnich volnosti. Kdyz
si zkusime uvédomit, co testova statistika vyjadiuje, zjistime, Ze Citatel je vazeny
prumér druhych mocnin vzdalenosti pruméri naméfenych hodnot od prolozené
kiivky a jmenovatel je primérnad druhd mocnina vzdalenosti namérenych hodnot
od prumért namérenych hodnot. Uvédomme si, Ze za platnosti hypotézy by méla
testové statistika nabyvat malych hodnot (nebot ;e by mély byt velmi podobné

f(azl)), proto kriticky obor zvolime na zikladé Fisherova F-rozdéleni nasledovné
C=(Frpn-n(l—a)o),

kde Fr—p,n—n(1l — ) je pfislusny kvantil Fisherova rozdéleni a « je hladina testu.

V praktickém pripadé budeme tento test provadét pomoci jednoduchého prika-
zu v matematickém softwaru, neni tedy nutné si pamatovat vsechny tyto odvozené
vzorce. Matematicky software jako vystup nabidne také numericky spocitanou p-
hodnotu testu.

Poznamenejme, ze pokud bychom namérenymi daty proklddali Spatnou funkci,
bude to mit na spravnost nasich vysledki velice negativni vliv (prakticky se d4 Fict,
ze budou vSechny zdvéry $patné). Je proto naprosto nutné vzdy provést alespori
grafickou kontrolu spravnosti prokladané funkce.

Graficka kontrola homoscedasticity
Homoscedasticita je oznaceni pro konstantni hodnotu rozptylu. V praxi se obcas
stane, ze rozptyl nasich méreni neni konstantni, ale zavisi bud na hodnoté nezavisle
proménné nebo na hodnoté mérené veli¢iny. Proto bychom méli pokazdé vykreslit
grafy, ve kterych budou vynesena
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¢ Residua oproti nezavisle proménné.

¢ Residua oproti hodnoté prolozené funkce.

Oba tyto grafy by mély vypadat jako ndhodné rozeseté body kolem osy z, zejména
by se nemélo stévat, ze bude v ur¢itych mistech vétsi variability residui (tj. ze
budou residua vice rozesety do prostoru).

Opét plati, ze obé tyto grafické metody vyzaduji trochu cviku. Ve vzorovém
skriptu naleznete nékolik prikladi, jak by residua méla a neméla spravné vypadat.

Poznamenejme, Ze poruseni predpokladu homoscedasticity nevadi, pokud neni
velké, coz se prakticky nestava. V pripadé malého poruseni predpokladu homosce-
dasticity se tento fakt zmini v diskuzi a prida se varovani, ze vysledky odvozené
z takového modelu mohou byt mirné neptresné. Co délat, kdyz budeme pracovat
s daty, kde rozptyl méfeni silné zavisi na hodnotiach nezavislé proménné nebo
meérené veli¢iny si povime v pristim dile seridlu.

Jen pro doplnéni uvedeme, zZe existuje i statisticky test, ktery testuje homosce-
dasticitu residui. Nicméné podrobné odvozeni tohoto testu je nad ramec tohoto
seridlu, proto zde jen uvedeme, ze jeho nazev je Breusch-Pagantv test®.

Graficka kontrola nezavislosti méreni

Jestli jsou nase méreni na sobé nezavisla se kontroluje velmi tézko, splnéni tohoto
predpokladu si musi pohlidat experimentdtor pii méreni. Existuje jedna metoda,
jak se da odhalit, zda jsou nase méreni na sobé nezavisla a sice vykresleni grafu
residui oproti posunutym residuim. Zjednodusené fec¢eno, pokud jsou nase méreni
na sobé nezavisld, neméla by hodnota jednoho residua ovliviiovat hodnotu ostat-
nich residui. Naopak typickym typem zavislosti méfenych dat je, ze jsou na sobé
residua sériové zavisld (jsou tzv. autokorelovand), tedy, ze hodnota jednoho resi-
dua ovlivnuje hodnotu toho néasledujiciho. Toto si lze predstavovat tak, ze pokud
jsme v jednom méreni dostali hodnotu vyssi nez skutecnou, potom v dalsim méreni
pravdépodobné také dostaneme hodnotu vyssi nez skutecnou a naopak. Toto nam
pomiuze odhalit graf residui oproti posunutym residuim, coz je jen graf kde jsou
vykresleny body
(Ulﬂ U2)7 (U27 U3)7 R (Unflﬁ Un)

V pripadé, ze jsou nase méfeni na sobé nezdvisld, mél by takovyto graf vypadat
jako ndhodné rozeseté body kolem pocatku soustavy souradné. Pokud jsou na sobé
residua zévisld, budou typicky body koncentrovany hlavné v 1. a 3. kvadrantu.

Poruseni predpokladu nezavislosti mérenych dat je pomérné zavazné a neexis-
tuje jednoduchy zptusob, jak takovyto problém spravit. Je potfeba na toto myslet
uz pri méreni experimentalnich dat a dat si na pozor. Pokud pri zpracovani dat
zjistim, Ze jsou namérend data na sobé silné zavisla, je potfeba bud data zmérit
znova nebo v diskuzi uvést, ze obdrzené vysledky mohou byt kvili zavislym datim
znacné nepresné.

42Vice informaci o tomto testu napiiklad zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Breusch-Pagan |
test
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Opét plati, ze tato grafickd metoda vyzaduje trochu cviku, proto je ve vzorovém
skriptu uvedeno nékolik prikladu pouziti této metody.

Jen pro doplnéni uvedeme, zZe také existuje statisticky test, ktery testuje neza-
vislost mérenych dat. Podrobné odvozeni tohoto testu je nad rdmec tohoto seridlu
a proto jen uvedeme, Ze jeho nézev je Durbin- Watsontv test®™.

Koeficient determinace

Pokud chceme zhodnotit, jak dobre prolozend funkce vysvétluje opravdovou zavis-
lost méfené hodnoty y na hodnoté vysvétlujici proménné x, zadefinujeme si k tomu
tzv. koeficient determinace, ktery budeme znaéit R?, pomoci vztahu

: (i —7n)? — En: (yi - f(m))Q

2 i=1 i=1
R:

é (yi —Tm)°

I

kde Y, predstavuje vybérovy prumér vSech naméfenych hodnot (bez proklddani
néjaké funkce, nezdvisle na_hodnotéch vysvétlujici proménné x).

Koeficient determinace®™ vyjadiuje, jak velky podil celkové variability (souctu
druhych mocnin vzddlenost{ méfeni od vybérového priméru) naméfenych dat se
nam povedlo vysvétlit tim, Ze jsme daty prolozili funkci f. Je to vlastné podil vari-
ability okolo prolozené funkce ku variabilité okolo vybérového priaméru. Koeficient
determinace slouzi jako pomocny néstroj pro hodnoceni toho, jak dobry méame
pro nase naméiens data model. Cim je R? vy$si, tim vice je chovani naméfenych
dat y vysvétleno vysvétlujicimi proménnymi = (poznamenejme, Ze R? vidy nabyva
hodnot z intervalu (0, 1)).

Je nutné si uvédomit, ¢im je zptisobena variabilita namérenych dat kolem prolo-
zené funkce. Tato variabilita muze byt zptsobena zaprvé nepresnosti méreni nebo
Spatné zvolenou proklddanou funkci (prokldddme namérenymi daty jinou funkci,
nez jakd je opravdové zdvislost naméfenych dat). Je nutné si uvédomit, ze tyto dva
zdroje od sebe nedokdzeme pouzitim pouze R? odliit, proto neni dobré pouzivat
R? jako jediny ukazatel toho, jak je nis model dobry.

I naprosto spravny model miize mit malé R? (pokud méme velkou nepfesnost
méfeni) a na druhou stranu i Spatny model (Spatné zvolend prokladand funkce)
miize mit vysoky R2. Proto je nutné R? vidy pouzivat soucasné s metodami re-
gresni diagnostiky, zejména témi metodami, které zkoumaji spravnost prolozené
funkce.

*3Vice informaci o tomto testu napiiklad zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Durbin-Watson_
statistic

44Nékdy se zavad{ jesté tvz. upraveny koeficient determinace vztahem dej =
2

adj
stejny jako vyznam R2, jediny rozdil je, Ze se snazi zohlednit poéet neznamych regresnich pa-
rametru.

=R%— 1- R? ::i , kde k vyjadfuje pocet nezndmych regresnich parametri. Vyznam R,

je
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Nékolik poznamek na zavér

Nakonec uvedeme opét nékolik dilezitych pozndmek.

Nékolikrat jsme se odvolavali na nutnost pouzit dostatecny pocet méreni
a nikde jsme presné nespecifikovali, kolik méreni uz je dostatecné. Nyni to
napravime. Obecné se d& Tici, ze pokud mame alesponi 10 krit vice méfeni
nez odhadovanych regresnich parametri, vsechny popsané metody uz budou
spolehlivé fungovat. Pokud budeme mit alespon 5 krat vice métreni nez re-
gresnich parametri, popsané metody budou pordd pomérné spolehlivé, ale
méné méfeni uz bychom mit neméli. Pokud jsme v situaci, Ze je velmi tézké
nebo nemozné ziskat dostatek méfeni, mizeme pouzit metody linedrni regre-
se i pro mensi pocet méreni, ale musime si byt védomi, ze pouzité metody
nemusi byt plné spolehlivé (je dobré to na zavér zminit v diskuzi). Vzdy je
ale naprosto nutné mit alespon o 1 méfeni vice, nez kolik mame regresnich
parametru, jinak dojde k tomu, Ze prokladané funkce %ojde presné namére-
nymi body a nebude ndm nic fikat o obecné zavislosti=.

Rozhodné neni nutné znat zpaméti umét ani dopodrobna rozumét konstrukcei
bodovych ani intervalovych odhadt, které jsme vyse uvedli. Dilezitd véc je
znat a chapat rozdil mezi bodovym a intervalovym a mit detailné rozmyslené,
co presné vyjadruji intervalové odhady. V praxi za nas bude vsechny vypo-
Cty provadét matematicky software. Jediné dulezité je umét tyto vysledky
spravné interpretovat.

Opravdu silné doporucujeme projit si (tfeba i nékolikrét) ptilozeny vzorovy
skript a rozmyslet si vSechny uvedené priklady. Na praktickych prikladech se
toho clovék nejvice naudci.

Kdyz v praxi pouzivdme linearni regresi ke zpracovani namérenych dat, je
nutné do protokolu uvést alespon tolik informaci, aby ¢tenar zjistil, co pres-
né jsme délali a mohl tento postup sdm reprodukovat (kdyz chce napiiklad
hledat chyby v pouZitém postupu a vypoctech). Jako minimalni vycet véci,
které by mély byt vzdy uvedeny, mizeme povazovat

— Tvar proklddané funkce (tedy vzorec f(z)=...)

— Bodovy odhad a nejistota méreni vSech regresnich koeficientt.

— Alespon stru¢ny komentér, zda jsou splnény vSechny predpoklady pou-
ziti regresniho modelu (pfipadné upozornéni na mozné nepiesnosti zpu-
sobené nesplnénim predpokladit). Neni nutné ptiklddat vSechny popsané
grafy.

— Pokud se rozhodnete vykreslit graf s naméfenymi daty a prolozenou

funkci, mél by byt v legendé uveden tvar proklddané funkce a odhad-
nuté hodnoty regresnich koeficienti véetné nejistoty meéreni. Je také

5 . 2 ¥, 2 % 2z s . z ~ ~ B z v . .
45 Takovému problému se fikd prefitovani a vznikd vzdy, kdyz pracujeme s mélo méfenimi
v porovnani s po¢tem regresnich koeficientu.
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dobré (i kdyz ne uplné nutné) do grafu vykreslit interval spolehlivosti
pro prokladanou funkci. Ve vzorovém skriptu najdete podrobny navod
a ukézku, jak by toto meélo spravné vypadat.

o Ackoliv se v praxi linedrni regrese pouziva nejcastéji, je nutné si uvédomit,
ze neni aplikovatelnd na vSechny pripady. Existuji i ptipady, kdy je potfeba
daty prolozit funkci nelinedrni v regresnich parametrech. V téchto pripadech
je nutné vyuzit nelinedrni regresi, které se budeme vénovat v pristim dile
seridlu.

Uloha V.S ... linearni 10 bod#

a)

Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd linedrn{ regrese (postaci
vlastnimi slovy popsat nésledujici: dva hlavni ptipady aplikace linedrni regrese,
pouzivany model, predpoklady modelu, postup volby prokladané funkce, zpt-
sob vyjadreni nejistot méfeni, zékladni grafické metody regresni diagnostiky).
Neni potfeba uvadét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti stru¢né popsat.

V priloZzeném datovém souboru linregl.csv naleznete vysledky urcitého fyzikal-
nfho experimentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Namérenymi daty
chceme prolozit teoretickou funkci, kterou je v tomto pripadé parabola, tedy
funkce tvaru

f(z) = az® + bz +c.

Hlavnim cilem experimentu je uréit hodnotu koeficientu a (tedy koeficient u x2).
Urcete hodnotu tohoto koeficientu véetné nejistoty méreni. Neni potieba pro-
vadeét regresni diagnostiku.

V prilozeném datovém souboru linreg2.csv naleznete vysledky urcéitého fyzi-
kélniho experimentu, ve kterém jsme méfili dvojice dat (z;,y:). Naméfenymi
daty chceme prolozit teoretickou funkci, kterou je v tomto pripadé logaritmicka
funkce, tedy funkce tvaru

fx)=a+b-log(x).

Hlavnim cilem zpracovani dat je vykreslit graf naméfenych dat spolu s pro-
loZzenou teoretickou zavislosti. Vykreslete takovyto graf (véetné intervalového
odhadu pro proklddanou funkci) a struéné ho okomentujte (takovyto graf musi
mit vSechny ndlezitosti). Nen{ potieba provadét regresni diagnostiku.
Predpoklddejme, Ze madme naméfeny dvojice dat (x;,y;) a chceme jimi prolozit
linedrni funkéni zavislost, tedy funkci tvaru

flx)=a+bx.

Odvodte presnou podobu vzorce na vypocet hodnoty odhadu regresnich koefi-
cientt. Mtizete pouzit libovolnou ze dvou metod predstavenych v seridlu a také
libovolné jiné zdroje, pokud je budete radné citovat. Vzorec chceme opravdu
odvodit (tj. uvést vypocet), nikoliv pouze napsat.
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Bonus: 'V tlohach b) a ¢) provedte regresni diagnostiku a diskutujte, zda jsou
splnény vSechny potiebné predpoklady (pokud to jde, provedte také test vhodnosti
proklddané funkce a diskutujte jeho vysledky).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkola
postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentait v kédu
vysvétlena potiebné syntaxe jazyka R. (Tesend str. )

Kapitola 6: Serial - Zpracovani dat 6. dil

V tomto poslednim dile seridlu se budeme vénovat pokrocilejsim partiim regresni
analyzy. Nejprve si popiSeme, jak vytesit pripady, kdy neni zfejmé, jakou méame
zvolit proklddanou funkci, coz vytesime lokdlni aproximaci polynomy. Déle si popi-
Seme pripady, ve kterych potfebujeme namérenymi daty prolozit funkéni zdvislost,
ktera neni linedrni v neznamych regresnich parametrech. Pozname, ze z hlediska
zpracovani dat a prace s matematickym softwarem je nelinedrni regrese prakticky
stejnd jako regrese linedrni (1is{ se jen v matematickych modelech v pozadi, je-
jichz znalost ale nenf pro praxi nutnd). Déle se nauc¢ime zahrnovat do nasi analyzy
i nejistoty méfeni nasich hodnot (zejména nejistoty typu A zptisobované pouzitym
postupem méfen{). Nakonec struéné zminime, jak postupovat pfi testech hypotéz
o hodnotéch regresnich koeficient.

Nelinearni regrese

Az do ted jsme se zabyvali pouze pripadem, kdy proklddand funkce byla linedrni
v neznamych regresnich koeficientech, prokladana funkce tedy méla vzdy podobu

f(@) = Bo+ Bifi(x) + -+ Brfr(z).

Toto byla tzv. linedrni regrese. Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy pottebuje-
me naméienymi daty prolozit funkci, kterd neni linedrni v nezndmych regresnich
koeficientech. Budeme tedy prokladat funkci tvaru

f(m750’ﬂ1""7/8k)7

kde Bo, 81, ..., Bk jsou nezndmé regresni koeficienty, v nichz neni tato funkce li-
nearni. Takovémuto typu regrese se fika nelinearni regrese. Nasim cilem nadéle
bude stejné jako v pripadé regrese linedrni odhadnout z naméfenych dat hodnoty
neznamych regresnich koeficientu a vykreslit do grafu prolozenou funkci.
Nelinearni regrese se od linedrni regrese lisi jen v nékolika detailech. Na odha-
dovani nezndmych parametri v nelinedrni regresi pouzijeme stejné jako v pripadé
regrese linedrni metodu maximalni vérohodnosti, ktera za predpokladu normalni-
ho rozdéleni chyb méreni bude ekvivalentni metodé nejmensich ¢tvercu. Vypocetni
aspekt odhadu parametri v nelinearni regresi je znac¢né komplikovanéjsi a musi
proto pouzivat numerické algoritmy (na rozdil od linedrni regrese, kde existoval
explicitn{ vzorec). Vlastnosti odhadd budou v piipadé nelinedrn{ regrese velice
podobné regresi linedrni. VSechny tyto odliSnosti si nyni popiseme podrobnéji.
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Metoda maximalni vérohodnosti

O principu fungovani metody maximéalni vérohodnosti uz jsme psali v minulém
dilu seridlu, ale pro jistotu ji zde jesté strucné zopakujeme. Pfi metodé maximalni
vérohodnosti pfedpokladdme, ze namérend data (tedy dvojice (x4, y;)) byla vygene-
rovana pomoci nasledujiciho schématu. Pro kazdou hodnotu nezavisle proménné x;
jsme namérili uré¢itou hodnotu y; podle vztahu

Yi :f(xhﬁovﬂlv“wﬁk)_‘_&\i:

kde &; predstavuje ndhodnou nepfesnost méreni, o které predpokladdme, ze mé
rozdéleni N (0, 02), pro né&jakou neznimou hodnotu o2. Vérohodnost pro uréitou
volbu hodnot regresnich koeficienti So, . . ., Bx je definovana jako pravdépodobnost,
Ze pri takovéto volbé regresnich koeficientti namérime praveé takova data, kterd jsme
namérili. Metoda maximalni vérohodnosti rika, ze za odhady regresnich koeficien-
ti vezmeme takové hodnoty BI), cee ,B‘Ak, které maximalizuji vérohodnost pro nase
namérend data. Vérohodnost pro nase namérend data je tvaru

n

(s 8 ) 1 1 Wi—f@iBo,Bp)?
0y o s BlyTlyee ey Ty Ylye vy Y :Hie 2 o2 .
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Tento vyraz se d4 pomoci algebraickych tprav prepsat na vyraz

1\ e 2 Wi f@iBos k)
EON
2no?
Podobné jako v minulém dile seridlu muzeme odvodit, ze tento vyraz je maxima-
lizovan, pravé kdyz je minimalizovana hodnota vyrazu

n

D (i = f@i o, B))°

i=1

Chceme tedy za odhady regresnich koeficientu zvolit takové hodnoty B;), ceey @C,
aby byl minimalizovan soucet ¢tvercl vzdalenosti naméfenych hodnot od prolozené
funkce. Pouzivame tedy metodu nejmensich ¢tverciu.

Vypocetni aspekty odhadii parametrii

Jak uz jsme naznacili, poc¢itdni odhadu regresnich koeficient v nelinedrni regres-
nim modelu je zna¢né komplikované. V praxi se pro tento vypocet museji pouzivat
numerické metody. Nejcastéji pouzivanou metodou je tzv. gradient descent meto-
da, kterou si zde stru¢né popiSeme.

Tato metoda se snazi najit extrém funkce tim zpusobem, Ze zac¢ne v néjakém
ndmi zadaném bodé (pozdéji bude upfesnéno, jak zvolit pocdteéni bod), nasledné
ur¢i smér, ve kterém minimalizovana funkce co nejvice klesa™= a posune se v tomto

46Toto se provede pomoci gradientu funkce (odtud nézev gradient descent), coz je néco jako
zobecnénd derivace pro funkce vice proménnych.
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sméru o predem zvoleny krok. Tento postup se pordd opakuje, ¢imz se postupné
posouvame k hledanému minimu funkce. Pokud se dostaneme k hledanému minimu
funkce, zacéne se tato metoda vétsinou cyklit na misté (uz se nikam systematicky
neposouva). Kdyz se toto stane, je to signdl, ze mizeme skonéit a prohlasit posledn{
bod za aproximaci hledaného minima.

Tato metoda pozaduje, aby uzivatel na zacatku zadal hodnotu pocatecniho
bodu. Ve vétsiné pfipadui na volbé pocdteéniho bodu nezélezi (tj. mizeme zadat
libovolny pocédteéni bod), ale dobra volba poc¢ateéniho bodu dokéze zejména u slo-
o kterém si myslime, zZe je blizko hledanému FeSeni (aby nebyla cesta k hledanému
minimu piili§ dlouhd). Jak uz bylo Feceno dfive, Spatnd volba pocateéniho bodu
obvykle nemé fatalni disledky (kromé delsi doby vypoétu), ale miuze se stét, ze
kvuli spatné volbé pocatecniho bodu metoda nebude vracet pozadované vysled-
ky. Toto je nejcastéji zpuisobeno tim, Ze metoda nenajde globalni minimum, ale
pouze néjaké lokalni minimum. Je proto dobré vénovat pozornost vhodné volbé
startovaciho bodu a potom také zkontrolovat, zda vystup programu odpovida in-
tuitivni predstavé o spravném vysledku. V opac¢ném pripadé bychom méli zkusit
jinou volbu pocatec¢niho bodu. V prilozeném vzorovém skriptu je opét uvedena
ukézka toho, jak spravné volit hodnoty pocatecnich bodi, abychom se vyhnuli
nespravnym zaveérum.

Pokud budeme chtit v programu R odhadovat regresni koeficienty v nelinearni
regresi, po zavolani prislusného prikazu na pozadi probéhne podobny algoritmus,
jaky byl popsan vyse. Z tohoto divodu je tedy potieba spolecné s ostatnimi vstup-
nimi parametry modelu zadat i poc¢atecni bod pro metodu gradient descent. Nyni
mame alespon zakladni predstavu, pro¢ se po nas néco takového chce.

Vlastnosti odhadii

V pripadé linearni regrese jsme odvodili pomérné dost vlastnosti, které maji od-
hady regresnich koeficient, a naucili jsme se konstruovat intervalové odhady pro
hodnoty regresnich koeficientt i proklddané funkce (viz minuly dil seridlu). Nyni
bychom chtéli néco podobného odvodit i pro ptipad nelinearni regrese.

Dobré zpréava je, ze v pripadé nelinedrni regrese maji nase odhady tplné analo-
gické vlastnosti jako odhady v pfipadé linearni regrese a daji se konstruovat také
intervalové odhady pro regresni koeficienty i pro proklddanou funkci. Spatna zpré-
va je, ze matematicka teorie, kterd vSechno toto dovoluje, je v pripadé nelinearni
napiseme, ze se daji zkonstruovat asymptotické intervalové odhady, které maji pro
dostateéné velky pocet métfeni (bude upfesnéno déle) vlastnosti

p (51' € (@:I:ul,%sffi>> “1-a,
P ($G s B0 € (£ For o) 2w gsh(@))) 21— a,
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kde s&i je nejistota méfeni regresniho koeficientu a s, (z) je nejistota méfeni funke-
ni hodnoty prokladané funkce v bodé x. Obé tyto hodnoty poskytuje matematicky
software jako standardni vystup. Jak uz bylo zminéno diive, na vypocet téchto
nejistot sice existuji explicitni vzorce, my je zde ale nebudeme uvadét.

Regresni diagnostika

I v pripadé nelinedrni regrese je potieba, aby byly splnény vSechny predpoklady
modelu, jinak obdrzené vysledky nebudou spravné. Predpoklady jsou v podstaté
stejné jako v pripadé linedrni regrese, pro jistotu je zde ale zopakujeme. Piedpo-
klady nelinedrni regrese jsou

e Spravnd volba proklddané funkce.
e Stejny rozptyl chyb mérfeni.
o Nezavislost jednotlivych méreni.

o Normalita chyb méreni.

Stejné jako v linedrni regresi plati, ze ¢tvrty predpoklad neni nijak zdsadni, po-
kud pracujeme s dostatecnym poctem méreni. Splnéni ostatnich predpokladi je
ale pomérné zdsadni. Je proto nutné pokazdé provést alespon zikladni regresni di-
agnostiku, abychom ovéfili, ze byly vSechny pfedpoklady splnény (nebo ze alespori
nebyly poruseny zdsadnim zpusobem).

V zasadé plati, ze na ovéfeni platnosti predpokladi muzeme pouzit stejné me-
tody, které pouzivame na ovéreni predpokladi v linearni regresi. Nemélo by smysl
vSechny tyto metody zde znovu opakovat, proto jen odkdzeme na kapitolu Regresni
diagnostika v minulém dilu seridlu.

Statistické testy o hodnotach regresnich koeficientii

Metody popsané v tomto odstavci jsou aplikovatelné na linedrni i nelinedrni re-
gresi. Posledni véc, kterou bychom chtéli v souvislosti s regresni analyzou pokryt,
je testovani hypotéz o hodnotéch regresnich parametru. Je to tedy situace, kdy
chceme pomoci namérenych dat otestovat hypotézu proti alternativé tvaru

H:ﬂj:ﬁ7
A:B 49,

kde 9 je néjaka predem zvolend konstanta.

Jak bylo popséno ve ¢tvrtém dilu seridlu, k odvozeni testu potfebujeme odvodit
podobu testové statistiky a kritického oboru. Jako testovou statistiku v tomto
pripadé zvolime

~

B; =9
K,. 9
Sn’

T =

K . . o ; . . p p . .
kde s, je nejistota méreni regresniho koeficientu. Z predchoziho dilu seridlu vime,
Ze v pripadé linedrni regrese je tato nejistota rovna prvku na pozici (j,7) v matici
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Ci (XTX)_I, kde X je matice modelu. V pfipadé nelinearni regrese jsme si explicitni
vzorec neuvedli a spoléhdme se v tomto na matematicky software. Takto zvolend
testova statistika bude za platnosti hypotézy konvergovat v distribuci k rozdéleni
N(0,1). Kriticky obor tedy zvolime jako

C = (—0o,ug)U(ui—g,00).

Zduvodnéni je stejné jako ve ¢tvrtém dilu seridlu u klasického t-testu.
Jednoduchou modifikaci by se dal takovyto test upravit, aby testoval mirné
pozménénou hypotézu proti alternative

H:p; <9,
Aﬁjz’ﬂ

Testova statistika by se zvolila stejné, jen volba kritického oboru by se lisila. Kri-
ticky obor testu by v tomto pripadé byl

C = (u1—a,00).

Zduvodnéni je opét zcela analogické jako v pripadé t-testu. V pripadé opacnych
znamének nerovnosti v definici testované hypotézy a alternativy bychom dostali
stejnym zpusobem kriticky obor tvaru

C = (—00,uq) .

Nékolik poznamek k nelinearni regresi
e Stejné jako v pripadé linedrni regrese plati, ze v kazdém pripadé musime mit
alespon takovy pocet méfeni, jako méame neznamych regresnich koeficientu
(jinak nemuzeme nelinedrn{ regresi ani pouzit). Déle plati, Ze aby byly inter-
valové odhady pro regresni koeficienty a hodnoty proklddané funkce, které
jsme popsali v predchozich kapitolach, presné, potfebujeme mit alespon 4-5
krat vice méfeni nez regresnich koeficienti.

e Stejné jako v pripadé linearni regrese plati, ze ¢im vice namérenych hodnot
pouzijeme pro odhad regresnich koeficient, tim presnéjsi vysledky dostane-
me (dostaneme mensi nejistotu méfeni regresnich parametrt).

e Stejné jako v pripadé linedrni regrese plati, Ze bychom méli naméfenymi
daty prokladat jen takové funkce, které maji urcité fyzikalni opodstatnéni.
7 opacném pripadé se vystavujeme velkému riziku, ze zvolime prokladanou
funkci Spatné, coz by mélo na zavéry nasi analyzy fatdlni dasledky.

e Dalsi véc, na kterou si musime dat v pripadé nelinedrni regrese pozor, je
identifikovatelnost regresnich parametr v nasem modelu (v linedrni regresi
jsme toto Tesit nemuseli). Identifikovatelnost regresnich parametri znamena,
ze se nesmi stat, ze bychom pro ruzné hodnoty regresnich koeficientt dostali
stejnou proklddanou funkci.
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Pro lepsi pochopeni uvedeme piiklad. Pokud bychom zvolili prokladanou
funkci ve tvaru

fla)=at ——.

stalo by se, ze by regresni parametry nebyly identifikovatelné. Napiiklad pro
volby parametri

(a’ b? C’ d) = (17 17 17 1) )
(@b, c,d") =(1,2,2,2)

bychom dostali naprosto stejnou proklddanou funkci (po krdceni ve zlomku).
Tento problém se dé vzdy odstranit vhodnéjsi parametrizaci (s méné re-
gresnimi koeficienty). V tomto piipadé bychom si museli proklddanou funkeci
prepsat do tvaru

1

r)=a+ ——— =
f@)=at g

1
60+51$+ﬁ27

kde mame jen 3 regresni koeficienty So, 51, 52.

Pokud pouzivame pro zpracovani méreni urc¢itého experimentu nelinearni re-
gresi, méli bychom do zdvéreéného protokolu uvést dostate¢né mnoho infor-
maci, aby Ctenar byl schopen pfesné zrekonstruovat nas postup, poskytnout
i grafické vystupy a dbat ptritom na prehlednost. Stejné jako v pripadé apli-
kace linearni regrese plati, ze bychom jako vystup méli uvést minimélné

— Tvar proklddané funkce (tedy vzorec f(z) =...)
— Bodovy odhad a nejistota méfeni vsech regresnich koeficientt.

— Alespon struény komentér, zda jsou splnény vsechny predpoklady pou-
ziti regresniho modelu (pfipadné upozornéni na mozné nepiesnosti zpi-
sobené nesplnénim predpokladit). Nenf nutné prikladat vSechny popsané
grafy.

— Pokud se rozhodnete vykreslit graf s naméfenymi daty a prolozenou
funkci, mél by byt v legendé uveden tvar prokladané funkce. Je také
dobré (i kdyz ne dplné nutné) do grafu vykreslit interval spolehlivosti
pro prokladanou funkci. Ve vzorovém skriptu najdete podrobny névod
a ukézku, jak by toto mélo spravné vypadat.

Pozorného ¢tendre jisté napadne, Ze nelinedrni regrese je univerzalnéjsi nez
linearn{ regrese a ze bychom mohli pouzivat pouze nelinedrni regresi (tedy
aplikovat ji i na problémy resitelné linedrni regresi). Toto je do urcité miry
pravda, ale stale existuje mnoho duvodu, pro¢ je dobré pouzivat linedrni re-
gresi v pripadech, kdy to jde. Mezi hlavni patri, ze linedrni bude poskytovat
presnéjsi vysledky (diky jednoduseji formulovanym modelim a jednodussi
matematické teorii). Jako druhy hlavn{ divod muzeme uvést snadné&jsi vy-
pocet koeficient. V problémech, které v tomto seridlu fesime, a pfi uvazeni
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vypocetni sily dnesnich pocitaci se toto nezda byt jako nevyhoda nelinear-
ni regrese, ale ocenili bychom to v pfripadé zpracovavani opravdu velkych
objemu mérenych dat.

Pokrocilé partie regresni analyzy

V této posledni kapitole se budeme vénovat nékolika problémim pokrocilé regres-
ni analyzy. Uvadime je zde spiSe pro zajimavost, nebot na né v praxi moc casto
nenarazime a dé se Tici, ze je v ur¢itém priblizeni mizeme Fesit uz zndmymi me-
todami nebo tyto problémy ignorovat a nedopustili bychom se velkych nepiesnosti
(alespon tedy ve velké vétsiné pripadu).

Omezeni na regresni koeficienty

Neékdy v praxi potkdme ptipad, kdy predem vime, Ze regresni koeficienty musi na-
byvat jen urcitych hodnot. Napiiklad mohou nabyvat jen kladnych hodnot nebo
jen "malych hodnot” (feknéme mensi nez 100). V takovémto pifpadé je mozno
numerickému algoritmu tuto informaci poskytnout a ten bude hledat regresni koe-
ficienty tak, aby tyto nase podminky splnovaly. V ptilozeném vzorovém skriptu
najdete priklad, kdy je toto potfeba udélat, a také, jak to spravné udélat.

Toto se nejcastéji stane, kdyz prokladdme namérenymi daty periodické funkce
(jako napt. funkee sin(x), cos(z) atd.). Pfedstavme si, Ze chceme naméfenymi daty
prolozit funkci

f(x) =a+bsin(cz +d).

Pokud bychom si nestanovili zddnou dodatecnou podminkou na hodnoty regres-
nich koeficientt, velmi pravdépodobné by nam software na vystupu poskytl velice
vysokou hodnotu odhadu regresniho koeficientu c. Pokud bychom si nasledné na-
kreslili graf prolozené funkce, dostali bychom sinusoidu s velikou frekvenci, kterd
by sice skoro dokonale prosla naméfenymi daty (tedy soucet ¢tvercu residui by byl
velice maly), ale velice $patné by aproximovala pozorovanou zavislost. Resenfm
by v tomto piipadé bylo omezit mozné hodnoty regresniho koeficientu c. Priklad
spravného pouziti omezujicich podminek najdete ve vzorovém skriptu.

Problematicka volba prokladané funkce - spliny

V praxi se muze nékdy stat, ze zavislost, kterou chceme namérenymi daty prolozit,
je prilis komplikovand na to, abychom ji mohli vyjadfit pomoci jedné proklddané
funkce s regresnimi koeficienty. Pokud bychom chtéli i v této situaci vykreslit graf,
ve kterém bude kromé naméienych dat i proloZend teoretickd kiivka, muzeme
k tomu pouzit lokédlni aproximaci polynomy.

Lokalni aproximace funkce polynomy zjednodusSené znamena, ze defini¢ni obor
funkce rozdélime na mensi intervaly a na kazdém takovémto intervalu budeme chtit
najit polynom, ktery bude co nejvice podobny aproximované funkci (podobny ve
smyslu, ze vzdélenost mezi aproximovanou funkei a polynomem bude co nejmensi).
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Jisté néktefi z vas uz slyseli o Taylorovych polynomech. Taylorovy po}ﬁnomy jsou
jednim ze zpusob1, jak lokdlné aproximovat funkci pomoci polynomu=.

Idea, jak budeme chtit postupovat, je takova, ze si namérend data rozdélime do
nékolika intervali podle hodnot nezéavisle proménné (délici body budeme v tomto
kontextu nazyvat uzly) a na kazdém z téchto intervali budeme chtit naméfenymi
daty prokladat polynomidlni funkci urcitého stupné p. Jednotlivym polynomim se
v tomto kontextu rika regresni spliny™. V praxi staci zvolit p rovno dvéma nebo
tfem, vétsi stupné prokladanych polynomii uz obvykle nevedou k vyrazné lepsim
vysledkum.

K prolozeni polynomt na jednotlivych intervalech mizeme pouzit linedrni re-
gresi, kterd byla popsdna v minulém dilu seridlu. Regresni koeficienty budeme
tedy odhadovat pomoci metody nejmensich c¢tvercti. Pokud bychom vse provedli
jen tak, jak jsme dosud popsali, velice pravdépodobné bychom dostali nespojitou
proloZenou funkci, coz neni dplné to, co by odpovidalo intuitivnim pozadavkim
na prokladanou funkei. Proto si navic priddme podminku na to, aby bylo napojeni
prolozenych polynomu na krajich nasich intervalu spojité. Takovouto podminku
pridame jednoduse tim, ze pti pocitani odhadu regresnich koeficientit budeme uva-
zovat jen takova fesSeni, kterd zaroven splnuji podminku na spojitost na krajich
intervali. Pokud si nejste jisti, jak by se takovato soustava fesila, nevadi, v praxi
toto vzdy bude obstardvat matematicky software. Tento odstavec slouzi jen na
ziskani zakladni predstavy, co se v pocitaci po spusténi prikazu déje.

Posledni problém, ktery musime vyfesit, je volba déleni na intervaly, tedy jaké
mnozstvi a jaké rozmisténi uzl@ zvolit. Obecné se da fici, ze je dobré zvolit uzly
tak, aby na kazdém vzniklém intervalu stdle byl dostatecny pocet méfeni (idedlné
alesponi 4 az 5 krat vice, nez je stupen proklddaného polynomu). Uzly bychom
méli potom volit tak, aby hranice intervali odpovidaly bodum, ve kterych se méni
chovani mérenych dat. Obvykle se v praxi postupuje metodou pokus—omyl, tedy
zkusime podle vyse popsanych pravidel uzly néjak zvolit, vykreslime si prolozenou
funkci a pokud nejsme spokojeni, pokousime se jinou volbou uzlu vysledek zlepsit.
Zejména bychom volbou uzlt méli zajistit, aby prolozend funkce nevykazovala
prilis rozkolisané a neocekdvané chovani. Tato metoda vyzaduje cvik a zkuSenosti,
proto ve vzorovém skriptu najdete ptriklady toho, jak by spravna volba uzli méla
a neméla vypadat.

Pomoci tohoto postupu dostaneme pékné vypadajici graf, ale je nutné si uveé-
domit nékolik omezeni, ktera tento postup ma:

o Je potfeba pomeérné hodné méreni k tomu, aby byla tato metoda spolehliva
(coz je logické vzhledem k tomu, Ze naméfend data rozdélime na nékolik
skupin a na nich zv14st proklddame jednotlivé funkce).

e Obdrzené odhady regresnich koeficientii na rozdil od klasické linedrni regrese
nemaji naprosto zddnou fyzikalni interpretaci. Jediné, ¢eho timto postupem
docilime, je ndzorné prolozend kfivka v grafu namérenych hodnot.

47pokud jste o Taylorovych polynomech jesté neslyseli, nevadi, uvadime to zde jen pro zaji-
mavost.
48Cti [splajny].
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o Vyvstava problém, jaké déleni na jednotlivé intervaly bychom méli spravné
zvolit, nebot obdrzeny vysledek zavisi na zvoleném déleni.

Aplikace regrese v pfipadé heteroskedasticity

V tomto dilu a v minulém dilu seridlu jsme opakované uvadéli, ze jednim z pred-
pokladti linedrnich i nelinearnich regresnich modelu je shodnost rozptylu méfenych
dat (homoskedasticita). Uvedli jsme, Ze pokud neni tento pfedpoklad porusen vy-
razné, mizeme toto poruseni ignorovat (pfipadné slovné upozornit na mozné ne-
presnosti v obdrzenych vysledcich). Nyni predstavime metodu, jak mizeme hete-
roskedasticitu vzit v potaz pfi odhadovani modelu tak, abychom obdrzeli spravné
vysledky.

Pro zacatek je nutné si uvédomit, ze odhady regresnich koeficientt budou sprév-
né i pii poruseni predpokladu homoskedasticity, jediné, co bude timto predpokla-
dem pokazeno, jsou nejistoty odhadi regresnich koeficientu. Tyto nejistoty odhadu
budou ve vétsiné pripadi podhodnoceny, budeme tedy mit falesny pocit, ze jsme
koeficienty zmérili presné, i kdyz opak je ve skutecnosti pravdou. Nastésti existuje
metoda, jak upravit nejistoty meéreni regresnich koeficientia tak, aby reflektova-
ly nesplnény predpoklad homoskedasticity. Této metodé se fikd Whitetiv odhad
kovarianéni matice (nékdy také sendvicovy odhad). Je nad moznosti tohoto seri-
alu podrobné popsat tento odhad, proto to na tomto misté ani nebudeme délat.
Jediné, co je potfeba si pamatovat, je, ze pokud pomoci regresni diagnostiky od-
halime nesplnéni predpokladu homoskedasticity, je potieba pouzit jiny vypocet
nejistot méreni, nez je ten zdkladni. Ve vzorovém skriptu muzete nalézt piiklad,
jak takovyto odhad v praxi konstruovat.

Typickym dtsledkem pouziti Whiteova odhadu kovarianéni matice namisto
zékladntho odhadu kovarian¢ni matice je zvétseni nejistot odhada regresnich pa-
rametru. Toto je nepiijemné z hlediska sniZzeni pfesnosti vysledki, ale je nutné
si uvédomit, ze je to jedind moznost, nebot predchozi nejistoty métfeni regresnich
koeficientl byly sice mensi, ale nebyly spravné. Pritomnost heteroskedasticity v na-
Sich datech snizuje pfesnost, se kterou jsme schopni urcit regresni koeficienty.

Pozorného ctenare urc¢ité napadne, pro¢ bychom nemohli Whitetv odhad ko-
varian¢éni matice pouzivat vzdy (je to pfece obecnéjsi odhad). Toto by bylo mozné
a obdrzené vysledky by byly spravné, ale vSsechny nase vypocty by se vyrazné
zkomplikovaly. Navic je nutné zminit, ze mirné poruseni predpokladu homoske-
dasticity prili§ nevadi (nijak vyrazné to neovlivni spravnost ziskanych vysledki)
a muzeme ho ignorovat (jak bylo zminovano diive). Whiteiv odhad je nutné po-
uzivat az v pripadech opravdu vazného poruseni predpokladu homoskedasticity.
Ve vzorovém skriptu opét muzete najit ukdzky pouziti Whiteova odhadu vcetné
ukézky toho, kdy uz je nutné tento odhad pouzivat a kdy to jesté neni nutné.

Regrese na zakladé priiméri z méreni
Pokud se provadi néjaké rozsahlejsi experimentdlni méreni, vétsinou se postupuje
tak, ze se pro kazdou hodnotu nezavisle proménné zméri vice hodnot zavisle pro-
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ménné@. Matematické teorie regresni analyzy potom umoznuje délat regresi jen
na zdkladé priuméru namérenych hodnot pro jednotlivé volby nezévisle proménné.

Pro lepsi predstavu si uvedeme ptiklad. Predstavme si, ze namérime nasledujici
data

(@1,y11), -, (T1,Y1,m1 )

(mmyym,1)7 B (mm:ym,nm) .

Takovato situace neni nic neobvyklého, na zakladé dosud vylozené teorie si s ni umi-
me poradit (tj. umime témito daty prolozit libovolnou funkéni zavislost). Co chce
tento odstavec Tici, je, ze pokud by ndm nékdo dal jen ¢dsteénou informaci o téch-
to méfenich, a to sice pruméry hodnot zavisle proménné v jednotlivych skupinach
odpovidajicich hodnotam nezavisle proménné, prislusnou vybérovou smérodatnou
odchylku praméru a pocty méfeni v jednotlivych skupinéch, tedy

($17y1,'58n17n1)7 EERE) (xmyym,°7snm7nm)7

stale bychom byli schopni takovymito daty prolozit libovolnou funkéni zévislost.
Nékdy se misto surovych dat poskytuji pravé jen primeéry hodnot nezévisle pro-
ménné, prislusné vybérové smérodatné odchylky pruméru a pocty méreni v jed-
notlivych skupinach z divodu dspory Casu a pamétové narocnosti.

Toto tvrzeni si nyni také odvodime. Budeme postupovat tak, Ze si napiseme
soucet ¢tverci, ktery chceme pfi odhadovani nezndmych regresnich koeficientti mi-
nimalizovat, na zdkladé vSech méfeni (tedy zatim nebudeme zavddét zjednoduseni
méfenych dat). Nésledné pomoci algebraickych tprav ukdzeme, Ze jsme schop-
ni tento soucet Ctvercii pfepsat jen pomoci symbolii (z;,¥je, Sn;, 1), ¢imz bude
odvozeni dokonceno, nebot pii praktickém vypoctu muzeme pouzivat jen tento
alternativni zapis. Nyni uz k samotnému odvozeni, soucet ¢tverct, ktery chceme
minimalizovat, mé tvar

N
S(:‘Cly-'-7:rj7y1,17'"7yj7nj7/807"',6k :Z :CJ7/807'~~7/81<:))2 )

kde N predstavuje celkovy pocet méreni. Tento vyraz budeme nyni algebraic-
ky upravovat, nejprve rozdélime sumu pres vSechna méfeni na dvé sumy, nejprve
podle hodnot nezévisle proménné x a poté podle hodnot méreni prislusnych méreni
zavisle proménné, ¢imz dostaneme

ZZ F@;, B0, Br))?

j=1 i=1

49Potom se (mimo jiné vyhody) d4 provadét test vhodnosti prokladané funkce popsany v mi-
nulém dile seridlu.
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Nyni provedeme dilezity trik, a sice ten, ze k vnitiku zévorky pricteme a odecteme
vybérovy prumér prislusné skupiny méreni, tedy ¢len

Yjo = — Yy -
b n; 4 i

Timto nezménime hodnotu naseho vyrazu, ale nasledné si tim vyrazné pomuzeme,
dostavame

DN Wi — Tiw + Tow — (5,50, Br)’
j=1 i=1

Nyni roznasobime zavorku, ¢imz dostaneme

DD [Was =750 +2 (s — Tw) @re — f(@s Bo, - Bi) +

j=1 i=1
+(m_ f(xj7ﬁ07' . 76k))2] .

Nyni tento vyraz rozdélime na jednotlivé sumy a uvédomime si, ze nékteré vzniklé
vyrazy muzeme z definice pfepsat pomoci vyraziu sii a n;, dostdvame

DY i =T+ DY @ = Sl Bose e ) +

j=1 i=1 Jj=1 i=1
+ZZz Yii = Uiw) Frw — f(25, B0, Br)) =

+an (Tie = f (@5, B0, Br))* +
j=1

<
Il
—_

||'M3 'Fbs

Z y],i_m)(m_f(xj7ﬁ07“'76k))‘

Prvni dva ¢leny naseho sou¢tu uz jsou vyjadreny jen pomoci symbold (Z;, Jj.e, Sn;s M),
zbyva néjak se vyporadat se tfetim ¢lenem. Na tomto misté si musime uvédomit,
7e treti ¢len je roven nule, coz plyne z jednoduchych algebraickych tprav, které
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zde nyni podrobné provedeme.

DD 2(vii — Tiw) Wi — S (@5 Bos - Br)) =

j=1 i=1

=23 [yiTiw — 5 @5, B0, Br) — (@50)” + TowF (25, B0, - B)]| =

j=1 i=1
=23 [0 (@) = 5T f (@5, B0, Br) —
j=1

— 1 (T5,0)? + njT5e f (25, B0, -, Br)] = 0.

Shrneme si, co jsme celkové dokézali. Zapsali jsme soucet ¢tvercu, ktery chce-
me pti odhadovani neznamych regresnich koeficientti minimalizovat, pouze pomoci
symboll (z:,i,e, Sn;,Ni) jako

S($1>~~715j7y1,17-~~7yj,nj7507~~~75k) =

= (g =V)si, + Y ny (@i — f(@s, B0, B))° -
j=1 j=1

Je tedy vidét, ze k urceni odhadi regresnich koeficientii nepotiebujeme znat hod-
noty vSech méfeni, ale stacf ndm znat hodnoty (2;,%5,e,sn;,n;). V praxi se potom
na hleddni odhadu regresnich koeficienti pouziji stejné metody, které byly popsdny
diive, a bude to za nés vzdy provadét pocitac.

Kdyz se do takovéto situace dostaneme a chceme vykreslit graf namérenych
hodnot a prolozené funkce, vetsinou do grafu nekreslime samotné namérené hod-
noty, ale pouze priméry méreni odpovidajicich hodnotdm nezévisle proménné y; o
a nejistoty s,;, které vyjiddifme pomoci tzv. error barl (Cesky chybova tsecka).
Chybovd tsecka je vertikdlni tisecka o velikosti 2s,; se stfedem v bodé yj,e, po-
moci které v nékterych pripadech lépe vyjadiime rozptylenost méfenych hodnot
(zejména v pripadech, kdy médme hodné naméfenych hodnot a klasicky graf by byl
kvili tomu nepfehledny). Delsi chybové tsecka znamend, ze méfené hodnoty byly
vice rozptyleny. Chybova tsecka se da také interpretovat tak, Ze je pravdépodob-
nost priblizné 68 %, Ze skutetnd hodnota proklddané funkce lez{ uvnité chybové
usecky (pokud méme dostatek méfeni, abychom mohli pouzit centraln{ limitni vé-
tu). V pfiloZeném vzorovém skriptu také naleznete pfiklad na pouziti této metody
a kresleni chybovych tsecek.

Regrese pfi uvaZovani nepfesnosti méreni nezavisle proménné

A7 dosud jsme uvazovali pouze nepfesnosti mérené zavisle proménné y, hodnoty ne-
zéavisle proménné x byly povazovany za presné zndmé. Nyni si rozebereme obecnéjsi
pripad, kdy uvazujeme i hodnoty nezavisle proménné x za zatizené nepresnostmi
méfeni. Nasim cilem bude opét proklddat namérenymi daty teoretickou zdvislost,
k tomu budeme chtit odhadovat neznamé regresni koeficienty z namérenych dat.
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Stejné jako v predchozich pripadech se na odhad hodnot regresnich koeficientt
pouzije metoda maximéalni vérohodnosti. Nyni ale bude analytické vyjadreni fe-

data plati teoreticka zavislost

y:f(:rvﬂ()y"'wgk)?

ale my nemuzeme piimo mérit hodnoty x a y. Tyto veliCiny budeme vzdy mérit
nepresné, vysledné hodnoty méreni #;, y; tedy budou rovny

gi = f(zi,B0,...,8%) +€i,

T = x; + 04,

kde ¢; je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim N (0, 05) a d; je ndhodné veli¢ina s rozdé-
lenim N(0,02).

Nebudeme na tomto misté podrobné odvozovat, jak budou odhady v takovémto
ptipadé vypadat, nebot je to prilis komplikované a v praxi je za nas bude vzdy délat
pocitac. Jediné, co zde uvedeme, je, jak si miuzeme takovouto metodu predstavit ve
srovnani s klasickou regresi pii uvazovani méfeni hodnot nezévisle proménné bez
nepresnosti. V pripadé klasické regrese jsme chtéli minimalizovat soucet druhych
mocnin vertikélnich vzdalenosti namérenych hodnot od proklddané funkce. Verti-
kalni vzdalenost namérené hodnoty od proklddané funkce byla nazyvana residuum,
matematicky zapsano

Uzzyz_f(xu/60775k)

V pripadé, kdy uvazujeme i nepfesnosti méfeni nezavisle proménné, ale nebudeme
uvazovat vertikalni vzdédlenost, ale pfimo vzdalenost namérené hodnoty od prokla-
dané funkce. Abychom mohli tuto vzdalenost spravné upravit, potfebujeme znat
pomér mezi rozptyly nadhodnych nepresnosti méreni prislusnych nezavisle a zavisle
proménné, tedy pomér
o

o2’

Na zavér poznamenejme, ze v praxi nastane témeér vzdy pripad, kdy mérime
i hodnoty nezévisle proménné s nepresnostmi (minim4lné nejistota typu B zptisobe-
né pouzitim nedokonalého métidla). Témér nikdy se nestane, ze bychom hodnoty
nezavisle proménné znali pfesné. Pokud ale je rozptyl hodnot méfeni nezavisle
proménné o2 vyrazné mensi, nez rozptyl hodnot méfeni zévisle proménné, tato
metoda d4 témér shodné vysledky jako klasickd regrese (bez uvazovani nepfes-
nosti nezdvisle proménné). Je to zptsobeno tim, ze Gprava v chdpani vzdédlenosti
nebude prilis odlisna od klasické vertikalni vzdéalenosti. V takovychto ptipadech je
potom naprosto postacujici pouzit metody klasické regrese, neni nutné véci prilis
komplikovat (vysledky budou jen zanedbatelné odli$né). Tato popsand metoda by
se méla aplikovat jen v piipadech, kdy jsou hodnoty o2 a az srovnatelné, coz se
v praxi ¢asto nestava.

Toto je zpusobeno tim, ze hodnoty nezavisle proménné jsou typicky zatizeny
jen nejistotou typu B (nepfesnosti métidla), zatimco u hodnot zdvisle proménné
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se mus{ poéitat s nejistotami typu A (ndhodnost méfenych dat) i B (nepfesnosti
méfidla). Toto zpusobi, Ze hodnoty zdvisle proménné maji Ffddové vetsi rozptyl
nez hodnoty nezavisle proménné. Je ale nutné mit na paméti, ze v pripadech,
kdy jsou nepresnosti méfeni zavisle a nezavisle proménné srovnatelné (coz se také
obcas stdvd), metody klasické regrese jsou nedostacujici a musime proto pouzit
vyse popsany zobecnény postup.

Jen iplné na zavér poznamenejme, ze i v takovémto obecnéjsim pripadé lze
konstruovat intervalové odhady pro hodnoty regresnich koeficientii i pro hodnotu
proklddané funkce. Teoretické odvozeni je vSak prili§ slozité na to, abychom ho
zde uvadeéli. Ve vzorovém skriptu muzete najit piiklady pouziti této metody na
konkrétnich datech.

Zaver
Toto je ze seridlu 30. ro¢niku FYKOSu vsechno. Pokud jste docetli az sem, musim
Vam pogratulovat a zdroven podékovat za trpélivost. Doufam, Ze znalosti, které
jste v tomto seridlu nacerpali, v budoucnosti budete moci zuzitkovat, at uz v ramci
ruznych fyzikélnich soutéz{ nebo béhem studia na stfedni (nebo i vysoké) skole.
Na zavér bych chtél jesté kromé Ctenaiu seridlu a feSiteld seridlovych tloh
podékovat i korektorum, ktefi se vyraznym zpusobem podileli na findlni podobé
jednotlivych dila tohoto seridlu.

Michal Nozicka

Uloha VLS ... nelinearni 10 bod#

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd nelinedrni regrese (po-
staci vlastnimi slovy popsat nésledujici: model nelinedrni regrese, zpusob od-
hadu regresnich koeficientti, vyjadreni nejistot odhadi regresnich koeficientti
a hodnot proklddané funkce, statistické testy hodnot regresnich koeficienti,
identifikovatelnost parametrii a zptisob volby prokladané funkce). Neni potie-
ba uviadét presnd matematickd odvozeni, stac¢i pozadované pojmy a vlastnosti
stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru regresel.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;).
Témito daty chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé sinusoida, tedy funkce tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

Vykreslete graf namérenych hodnot a prolozené funkce a stru¢né ho okomen-
tujte (takovyto graf musi mit vSechny ndlezitosti). Neni potieba délat regresni
diagnostiku.

Ndpoveda: Dejte si pozor na identifikovatelnost parametri v tomto modelu
a vhodné omezujici podminky na parametr c.
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¢)

V prilozeném datovém souboru regrese2.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y:).
Témito daty chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé exponencidla, tedy funkce tvaru

f(x)=a+e™Te.

Urcete hodnoty odhadu vsech regresnich koeficienti véetné nejistot méreni.
Ndpovéda: Grafickou metodou ovéite predpoklad homoskedasticity a v pripa-
dé potfeby pro urceni nejistot méfeni regresnich koeficienti pouzijte Whitetiv
(sendvic¢ovy) odhad kovarianéni matice.

V prilozeném datovém souboru regrese3.csv naleznete dvojice hodnot (zi,y;).
Témito daty chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé hyperbola, tedy funkce tvaru

1

f(x):a—’_b:):—i-c'

Vykreslete graf namérenych dat v podobé pruméru a chybovych tsecek a pro-
lozené funkce a struc¢né ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny néle-
zitosti). Provedte regresni diagnostiku.

Bonus: V pfilozeném datovém souboru regrese/.csv najdete dvojice hodnot (x;,ys).
Témito daty chceme prolozit teoretickou zavislost, kterd je ovSem pfilis slozita na
analytické vyjadreni. Prolozte témito daty regresni spliny (s vhodné zvolenymi uzly
a vhodné zvolenym stupném).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkola

postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentait v kédu
vysvétlena potiebné syntaxe jazyka R. (Tesend str. @)
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Resent iloh ze seridlu

Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... nihodn3

a)

b)

d)

Zkuste vlastnimi slovy popsat, co je to nahodnd veli¢ina a jaké ma vlastnosti
(postaci vlastnimi slovy objasnit nédsledujici pojmy: ndhodnd veli¢ina, rozdéleni
nahodné veliciny, realizace nahodné velic¢iny, stredni hodnota, rozptyl, histo-
gram).

Vygenerujte grafy hustot pravdépodobnosti (pripadné pravdépodobnosti na-
byvéni jednotlivych hodnot) vSech v seridlu popsanych rozdéleni ndhodnych
veli¢in pro rizné typy parametri daného rozdéleni a popiste, jaky ma zména
parametru/u vliv na tvar hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodob-
nosti nabyvani jednotlivych hodnot).

Vygenerujte z priloZzenych dat histogramy a pokuste se urcit, ze kterého rozde-
leni tato data pochazeji.

Definujme si nahodnou veli¢inu X jako vysledek hodu ,férovou* Sestisténnou
kostkou (vSechna disla padaji se stejnou pravdépodobnosti). Urcete rozdéleni
nahodné veliciny X a dale spocitejte EX a varX.

Bonus Uvedte priklad dvou nahodnych velic¢in, které maji stejnou stredni hodnotu
i stejny rozptyl, ale maji riuzng rozdéleni.

Pro praci s daty a vykreslovani grafii pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vy-

reseni téchto tkoli postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci
komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe jazyka R.

)

Detailni odpovéd na tuto otazku dostanete prectenim 1. dilu seridlu, na tomto
pouzivaji k matematickému modelovani situaci, u kterych nemuzeme dopredu
s jistotou znét presny vysledek. Ndhodnou veli¢inu si mizeme predstavovat jako
proménnou, kterd ale nem4 jednu pevnou hodnotu (at uz znamou ¢i nezndmou),
ale mize nabyvat (s riznymi pravdépodobnostmi) riznych hodnot.

Rozdéleni ndhodné veli¢iny je potom to, ¢im je ndhodnd veli¢ina urcéend (po-
dobné jako je klasickd proménnd uréend svoji hodnotou). Rozdéleni ndhodné
veli¢iny muZe byt bud diskrétn{ (potom je toto rozdélen{ uréeno pravdépodob-
nostmi nabyvani jednotlivych hodnot), nebo spojité (potom je toto rozdéleni
urceno hustotou pravdépodobnosti).

Realizace ndhodné veliciny je hodnota, kterou dostaneme v konkrétnim ptipadé,
kdy budeme nadhodnou veli¢inu mérit.

Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny predstavuji jakysi zjednoduseny
popis ndhodné veli¢iny (plny popis je pravé rozdéleni ndhodné veli¢iny), jsou
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urceny nasledujicimi vzorci
EX =) kP(X =k),
k=1
varX = » kP(X = k) (k - EX)®
k=1

pokud se jedné o diskrétni ndhodnou veli¢inu, piipadné vzorci

EX = /xf(x)dx,

varX = / (x —EX)? f(z)dz

— 00

v pripadé, ze se jedna o spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f. Stfedni hod-
nota vyjadruje, jakou hodnotu bychom méli v priméru ocekavat pri konkrétni
realizaci ndhodné veli¢iny a rozptyl vyjadruje miru rozptylenosti ndhodné veli-
¢iny kolem jeji stiedni hodnoty.

Histogram je potom typ grafu, ktery vykresluje namétrend data (tedy realiza-
ce néjaké ndhodné veli¢iny) a slouzi k odhadovani typu rozdéleni, ze kterého
naméfend data pochazeji.

b) V seridlu byly uvedeny celkem Ctyfi nejcastéji se vyskytujici rozdéleni ndhod-
nych veli¢in (normélni, exponencidlni, Poissonovo a rovnomérné rozdéleni). Bu-
deme postupné vykreslovat hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodob-
nosti nabyvdni jednotlivych hodnot) pro tato ¢tyfi rozdéleni.

Zacneme normalnim rozdélenim, které, jak bylo uvedeno v seridlu, zavisi na
dvou parametrech ;1 € R, 6% > 0. Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdé-
leni je ddna vztahem

Grafy hustot normalntho rozdéleni pro réizné hodnoty parametri p, o2 mtizeme
vidét na obréazcich B§ a B9. Jak je z téchto obrazki patrné, parametr p ovliviiuje
pouze posun po ose  a parametr o> $kéluje graf hustoty v horizontalnim sméru
(laicky feceno graf rozsifuje nebo zuzuje).

Dalsi v seridlu uvedené rozdéleni je exponencidlni rozdéleni, které zavisi na
jednom parametru A > 0. Hustota pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni

je urcend vztahem
Ae ™ proz >0
flz) = { 0 jinak.

Grafy hustot exponencidlniho rozdéleni pro ruzné hodnoty parametru A jsou
vykresleny na obrazku f1J. Jak je na obrazku vidét, tvar hustoty pravdépodob-
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Obr. 38: Graf hustoty pravdépodobnosti normélniho rozdéleni pro rizné hodnoty

parametru pu

nosti exponencidlniho rozdéleni zustava stdle stejny, parametr A je zodpovédny
pouze za skalovani v horizontalnim sméru.
Poslednim v seridlu uvedenym spojitym rozdélenim je rovnomérné rozdéleni,
které zavisi na dvou parametrech —oco < a < b < co. Hustota pravdépodobnosti
rovnomérného rozdéleni je urcena vztahem

{ 7 proz € (a,b)

F@=9 0 jinak .

Grafy hustot rovnomérného rozdéleni pro razné hodnoty parametru a, b si mu-
zeme prohlédnout na obrazku @ Jak je z obrazku vidét, hustota pravdépodob-
nosti rovnomérného rozdéleni je nulovd mimo interval (a, b) a na intervalu (a, b)
nabyvé takové konstantni hodnoty, aby platilo P(a < X <b) = 1.

Jedinym v seridlu uvedenym diskrétnim rozdélim je Poissonovo rozdéleni, které
je urceno jednim parametrem A > 0. Pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych
hodnot jsou urceny vztahem

Ak
P(X =k) = e**ﬁ,k eN.
Grafy pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot pro riizné hodnoty pa-
rametru muzeme vidét na obrazku @2. Opét je vidét, Ze se tvar zavislosti prav-

dépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot pfi zméné parametru A neméni, ale
pouze skaluje v horizontdlnim sméru.

Vygenerované histogramy muzeme vidét na obréazcich @, @, @ a @ 7 téchto
obrazku lze odhadovat, Ze prvni vzorek dat pochézi z rovnomérného rozdéle-
ni, druhy vzorek z Poissonova rozdéleni, tfeti vzorek z normaélniho rozdéleni
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f(x)

Obr. 39: Graf hustoty pravdépodobnosti normélniho rozdéleni pro razné hodnoty

parametru o2

a ¢tvrty vzorek z exponencidlniho rozdéleni. Je nutno poznamenat, ze toto jsou
pouze odhady, nelze to chapat jako rigor6zni matematicky postup urcovani
typu rozdéleni.

Takovdto ndhodné veli¢ina muze nabyvat jen koneéné mnoha hodnot (jen hod-
not 1,2,3,4,5 nebo 6), proto se bude jednat o diskrétni ndhodnou veli¢inu.
Rozdéleni ndhodné veliciny X tedy bude uréeno vycétem pravdépodobnosti na-
byvani téchto jednotlivych hodnot, jelikoz podle zadani budou vSechny vysledky
hodu touto kostkou stejné pravdépodobné, musi platit

Toto je rozdéleni ndhodné veli¢iny X.
Pro vypocet stiedni hodnoty a rozptylu pouze dosadime do vzorci uvedenych
vyse. Dostdvame, Ze stfedni hodnota X je rovna

1 1
EX=1-2492.=4... .= =35.
6+ 6+ +6 6 3,5

Kdyz nyni zndme stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X, muzeme spocitat i jeji

rozptyl, ktery je roven

1 1 1 35
X =(1— 2.z 9 2.2 4., _ 2.2 22
var ( 3,5) 6 +( 3,5) 6—|— + (6 —3,5) 6= 12

Bonus: Tento kol je velice jednoduchy, staci ze seznamu nejcastéji se vyskytujicich

rozdéleni ndhodnych veli¢in vybrat dvé vhodnd rozdéleni (rtznd) a vhodné
navolit jejich parametry tak, aby se jejich stfedni hodnota i rozptyl rovnaly. Jako
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f(x)
2
Il

Obr. 40: Graf hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni pro ruzné
hodnoty parametru A.

priklad mtizeme uvést ndhodné veli¢iny X a Y, kde X bude mit exponencialni
rozdéleni Exzp(2) a ndhodné veli¢ina Y bude mit rozdéleni N(3,%). Pomoci
vzorct uvedenych v seridlu si kazdy mize ovérit, ze stfedni hodnota obou téchto

nahodnych veli¢in jsou rovny % a rozptyl obou téchto ndhodnych velic¢in je
roven i. Takovychto prikladi lze samozfejmé vymyslet mnoho, pro udéleni

bonusovych bodu sta¢i uvést jeden.
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Obr. 41: Grafy hustot pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni pro riuzné
hodnoty parametri a, b.
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Obr. 42: Pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot Poissonova rozdéleni
pro rizné hodnoty parametru .
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Obr. 43: Histogram prvniho vzorku dat.
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Obr. 44: Histogram druhého vzorku dat.
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Obr. 45: Histogram tretiho vzorku dat.
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Obr. 46: Histogram ¢tvrtého vzorku dat.
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Uloha IL.S ... odhadnuteln4

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu slouzi intervalovy odhad stiedni hodnoty
v normdlnim rozdéleni a uvedte jeho fyzikdlni interpretaci (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: fyzikalni interpretace odhadu stredni hodnoty, rozdil
tervalového odhadu, metoda zkraceného zapisu intervalového odhadu, nejistota
méreni). Neni potreba uvddét presnd matematickd odvozeni, sta¢i pozadované
pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru merenil.csv najdete namérené hodnoty urcité
fyzikdlni veli¢iny (uvazujte nejistotu typu B sg = 0,1). Zkonstruujte z téchto
dat bodovy i intervalovy odhad mérené fyzikalni veli¢iny a kratce interpretujte
jejich vyznam.

¢) Predpoklddejme, ze mérime urcitou fyzikalni veli¢inu a vime, ze vlivem pouzité
metody méreni budou mit namérend data rozptyl rovny konstanté c (nejistotu
typu B neuvazujte). Kolik musime priblizné provést méreni, abychom dosdhli
nejistoty meéreni mensi nez s?

d) V prilozeném datovém souboru mereni2.csv najdete data méreni stejné fyzikdlni
veli¢iny dvéma riznymi zpiisoby (nejistotu typu B neuvazujte). U které metody
byla pouzita mérici aparatura presnéjsi? Ktery zptisob méreni dal presnéjsi
vysledek méreni? U obou otazek své zavéry i strucné zduvodnéte.

Bonus: Zkuste odvodit, Ze v normalnim rozdéleni je vybérovy rozptyl nestrannym

odhadem skutec¢ného rozptylu (tj. stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna

skute¢nému rozptylu). Pro feseni tohoto tkolu miiZete pouzit libovolné zdroje (po-
kud je budete rddné citovat).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostfedi R. Pro vyreSeni téchto tkoli
postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu

vysvétlena potrebna syntaxe jazyka R.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pre¢tenim 2. dilu seridlu, na tomto
matickém modelu se vysledek jednoho méfeni urcité fyzikalni veli¢iny povazuje
za nahodnou veli¢inu, kterd ma normadalni rozdéleni a jejiz stredni hodnota je
rovna skute¢né hodnoté mérené fyzikalni veli¢iny. Znamena to, ze predpoklada-
me, Ze neexistuje zadny systematicky posun mérenych hodnot oproti skuteéné
hodnoté métené fyzikdlni veli¢iny (ptipadné se s takovymto systematickym po-
sunem vyporddévame jinak). Odhadovani stfedni hodnoty z realizac{ ndhodné
veli¢iny (tedy z naméfenych dat) je vlastné odhadovéni skuteéné hodnoty mé-
fené fyzikalni veliciny.

Hodnotu méfené fyzikalni veli¢iny nejsme nikdy schopni odhadnout ptesné.
Proto si definujeme dva typy odhadi: bodovy odhad a intervalovy odhad. Bo-
dovy odhad stfedni hodnoty je ¢islo, které na zakladé namérenych dat nejlépe
odhaduje skutecnou hodnotu mérené fyzikdlni veli¢iny (v piipadé normalné
rozdélené ndhodné veli¢iny je to vybérovy prumér). Protoze je bodovy odhad
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nepfresny, ve vétsiné pripadi si s nim nevystacime a musime zkonstruovat jesté
intervalovy odhad. Intervalovy odhad je interval, ktery s néjakou predem zvo-
lenou pravdépodobnosti pokryva skutecnou hodnotu mérené fyzikdlni veliciny.
Intervalovy odhad ndm navic oproti bodovému odhadu dava i jistou informaci
o tom, jak presné jsme mérenou veli¢inu zmérili.

V pripadé norméalniho rozdéleni m4 intervalovy odhad tvar

(T —tn,1-2 8K, Tn + tn,1-g5K),

kde T, je vybérova stiedni hodnota (vybérovy prumeér), sk je kombinovand
nejistota méfeni a lni-g je kvantil Studentova rozdéleni. Jeho nejdilezitéjsi
vlastnost je ta, Ze s pravdépodobnosti 1 —a pokryvé skutecnou hodnotu mérené
fyzikdlni veliciny.

Takovyto intervalovy odhad se velmi casto zkricené zapisuje jen jako

(ﬁi SK) .

Tuto zkrécenou formu zdpisu muzeme vnimat tak, ze pokud zvolime hladinu
spolehlivosti rovnou 0,68 (tedy o = 0,32) a mame dostatecny pocet méfeni
(alespont 30), potom se intervalovy odhad zkrati prdvé na tento zapis (diky
tomu, ze pro tyto hodnoty o a n plati tn,1-g = 1). Pfipadné z této zkrdcené
formy zépisu lze jednoduse pridanim prislusného kvantilu vyrobit intervalovy
odhad o jiné hladiné spolehlivosti.

Nejistota méfeni (kombinovand) je pravé ¢len sk. Vznikne jako kvadraticky
soucet nejistoty typu A a nejistoty typu B

Sk = /8% + 5%,

kde nejistota typu A je nejistota vyplyvajici z ndhodnosti méfenych dat (je
pfesné rovna vybérové smérodatné odchylce priméru) a nejistota typu B je ne-
jistota plynouci z ostatnich pfi¢in (hlavné nepfesnosti méfidla). Kombinovana
nejistota vyjadtuje jak presné jsme métrenou fyzikalni velicinu zmérili. Pri fyzi-
kéalnich experimentech je cilem mit co mozna nejmensi kombinovanou nejistotu
méfeni (tj. mit fyzikdlni veli¢inu zméfenu co mozné nejpresnéji).

V prilozeném datovém souboru se nachdzi 42 méreni urcité fyzikalni velici-
ny. Jako prvni spo¢teme vybérovou stiedni hodnotu (vybérovy prumér) podle

vzorce
n
_ 1 Z
Tpn = — Z; .
n
i=1

V nasem konkrétnim piikladé po dosazeni dostavame

42
_ 1 Z .
1=1

Toto je nas bodovy odhad métené fyzikalni veliciny.
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Pro konstrukci intervalového odhadu nejprve spocitdme vybérovou smérodat-
nou odchylku podle vzorce

1 n
= p— 2
Shn ] E_l (i — Tn)?.

V nasem konkrétnim pripadé dostédvame

S, = 412 — 4112 =1,7.

Nésledné spo¢teme vybérovou smérodatnou odchylku priméru (tedy nejistotu

typu A) podle vzorce
on= 22
vn
V nasem konkrétnim piipadé dostavame
Sn
V42

Nyni musime vyjadrit kombinovanou nejistotu méreni podle vzorce
sk = /8% + 5%,
kde sa, sp jsou nejistoty méfeni typu A a typu B. V nasem konkrétnim pripadé

dostavame
sk = /0,272 + 0,12 = 0,29..

Na tomto misté uz mizeme zkonstruovat intervalovy odhad, ktery bude mit
tvar

=0,27.

Sn =

(42,1 = t,,1-20,29,42,1 + £, 1_50,29), (73)

kde za o muzeme dosadit podle pozadované hladiny spolehlivosti. Intervalovy
odhad zapiseme standardnim zkrdcenym zapisem jako

(42,1+0,3).

Interpretace bodového odhadu mérené fyzikalni veli¢iny je, Ze je to na zakladé
namérenych dat nejlepsi odhad skuteéné hodnoty métrené fyzikalni veli¢iny. In-
terpretace intervalového odhadu (E) je, ze pravdépodobnost pokryti skutecné
hodnoty mérené fyzikdln{ veli¢iny timto intervalem je 68 %.

Pokud neuvazujeme nejistotu méreni typu B, potom kombinovand nejistota
méreni bude rovna pouze nejistoté typu A. Nejistota méfeni typu A je rovna
vybérové smérodatné odchylce priméru, kterd je vyjadrena vztahem

Spn =

Sy
S
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Na tomto misté si musime uvédomit, ze vybérova smérodatnd odchylka S, je
odhadem skute¢né smérodatné odchylky a pro velky pocet méreni bude jeji hod-
nota velmi blizkd préavé skutecné smérodatné odchylce. Skutecnd smérodatna
odchylka je ale rovna odmocniné skute¢ného rozptylu. Proto bude platit

W Ve [c
=S

Podminka v tloze je, aby byla tato nejistota méreni mensi nez néjaka konstan-

ta s, fesime tedy nerovnici
c
—<s.
n

Tuto nerovnici mizeme pomoc{ jednoduchych algebraickych tprav (s vyuzitim
znalosti toho, Ze obé strany nerovnice maji nezdpornou hodnotu) vytesit. Zis-
kame podminku

C<
— <n.
s2

Vidime tedy, Ze musime provést alespon pfiblizné -5 méfeni.

S vyuzitim vypocetniho prostfedi R mtizeme stejnym postupem, jaky jsme vy-
uzili v bodu b), vypoéitat vybérovou sttedni hodnotu, vybérovy pramér, vybé-
rovou smérodatnou odchylku a vybérovou smérodatnou odchylku praméru (tj.
nejistotu méfeni typu A) pro data pochazejici z obou metod méteni. Nebudeme
uz jednotlivé ukazovat dosazovani do vzorcd, jen uvedeme, ze vysledky mizeme
vidét v tabulce p4.

Tab. 24: Zakladni popisné statistiky pro data pochézejici z obou metod méreni

metoda 1 100 6,46 2,54 0,25 9,97
metoda 2 10 3,62 1,90 0,60 10,03

Jak je vidét z tabulky, obé metody méreni vedou na velmi podobny bodovy
odhad skutecné hodnoty méfené fyzikalni veliciny. Vybérovy rozptyl pro prvni
metodu meéreni je vyrazné vétsi nez pro druhou metodu méfeni. Toto ukazuje,
ze meérici aparatura a postup méreni, ktery byl pouzit u prvni metody meére-
ni, byl méné presny. Na druhou stranu je ale vidét, ze vybérovi smérodatna
odchylka pruméru (kterd v tomto pfipadé vyjadfuje kombinovanou nejistotu
méfeni nebot nejistotu typu B neuvazujeme) je vyrazné vétsi pro data pochd-
zejici z druhé metody méteni. Presnéji jsme tedy mérenou fyzikdlni veli¢inu
naméfili prvni metodou meérfeni. Na tomto misté je dilezité uvédomit si rozdil
mezi presnosti mérici aparatury a vyslednou kombinovanou nejistotou mérenti,
ta je totiz (jako v tomto piipadé) vyrazné ovlivnéna poctem provedenych mé-
reni. Tedy i s méné presnou mérici aparaturou lze zmérit presnéjsi vysledek,
pokud provedeme vice méreni.
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Jako pozndmku na zavér by se sluselo zminit, ze pro co nejpresnéjsi urceni
meérené fyzikalni veli¢iny by bylo v tomto pripadé optimélni zkombinovat da-
ta namérend pomoci obou metod. To ale zatim neumime, dozvime se to az
v pristim dile seridlu.

Bonus: Tato tloha je v podstaté jednoduché, jen je potreba nezaleknout se po-
nékud osklivéjsich vyrazi a neztratit se v algebraickych operacich. Budeme
v podstaté jen pocitat stfedni hodnotu ndhodné veliciny.

V rdmci algebraickych tprav vzniklého vyrazu budeme vyuzivat nékolik vztaht,
které nebyly uvedeny v textu seridlu nebot se tam nevesly. Vasim tkolem bylo
nastudovat si je. My je zde pro jistotu vSechny uvedeme.

Pro dvé nezavislé® ndhodné veli¢iny X a Y plati

E[X - Y] = E[X]-E[Y].

Stredni hodnota se chova linedrné, tedy pro ndhodnou veli¢inu X a dvé kon-
stanty a, b plati
ElaX +b =a-E[X]+5b.

Pro nédhodnou veli¢inu X s rozdélenim N (i, 0?) plati
E[X?|=p* +0°.
Toto vychézi z alternativniho vzorce na rozptyl
var(X) = E[X?] — (EX)?,

kde vime, ze var(X) = 0% a EX = pu, z éehoz uZ jen vyjadienim dostaneme
pozadovanou rovnost.
Déle je potfeba upozornit na to, ze nelze nijak jednoduse spocitat vyraz

B[(Xn)°]-

Jedinou moznosti je rozepsat si ho jako soucin dvou zévorek a déle algebraicky
upravovat. Jako posledni uvedeme, ze jsme pouzivali nasledujici zapis

> E[XP] = B[X7]+ - + E[X;] = n- E[X{].

Tento zéapis lze pouzit nebof ndhodné veli¢iny X, ..., X, maji vSechny stejné
rozdéleni.

Toto je vSe, co potfebujeme k tpravé naseho vyrazu (kromé prace se sumami
a zavorkami). Nyni staéi jen upravovat vyraz pro stfedni hodnotu vybérového
rozptylu a nakonec dostaneme pozadovany vysledek.

I Nezavislost je zde dilezit4, bez ni by tento vzorec neplatil.
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Blat] => [nilf}&w] -

1 — —
T -1 > {EIX?] - 2B[X:X,) + E[(X0)°]} =
i=1
n 2 2 ~ S n ~\2
— B[XT] n_lzl [XiXo] + = Bl(X0)’]
o 2 2y 2n 2 n <~ \21
= (0 ) — I BI(R)] 4 B[] =
n —_
= 2 [+’ — B[R] =
B n ) 1 n n EXX
- e LY Y | -
L i=1 j=1
B n ) ) 1 n ) 1 n n B
S AP DL RS DIDD E[Mﬂ] -
L =1 1=1 j=1,i#j
n o[ 2 2 n 2 nn—1)
B AR L B UL
_ n 02<177)+/‘L2(1777’I’L—1:|: n n—1 2: 2
n—11 n n n—1 n
Uloha IS ... limitni

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat postup konstrukce intervalovych odhadu stfedni
hodnoty v pripadé obecného rozdéleni mérenych dat (postaci vlastnimi slovy po-
psat ndsledujici: centralni limitni véta a predpoklady jejiho pouZiti, kovariance
a korelace (a jejich odhady), vicerozmérnd centralni limitni véta a predpoklady
jejtho pouziti, zdkon $iteni nejistot a kdy ho lze pouzit). Neni potieba uva-
dét presnd matematickd odvozeni, stacf pozadované pojmy a vlastnosti strucné
popsat.

b) V priloZzeném datovém souboru mereni3-1.csv najdete vysledky méreni urcité
fyzikalni veli¢iny v. Predpokladejme, ze si nemiizeme byt jisti, zda maji mérena
data normdlni rozdéleni. Vyjadrete nejistotu méreni této fyzikdlni veliciny (ne-
Jjistotu typu B neuvazujte), zkonstruujte intervalové odhady na zékladé CLV
a struc¢né interpretujte jeho vyznam. Jak by se zménily vysledky a interpretace,
pokud bychom méli k dispozici jen ¢tvrtinu méreni (feknéme prvni étvrtinu dat
z datového souboru)?
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c)

d)

Predpokladejme, ze nasim cilem je namérit fyzikalni veliciny x a y, které bude-
me chtit vyuzit pro dosazeni do vzorce

1 5

v=—zy".

2
Predpokladejme, Ze diky znalosti zptusobu méreni jsme si jisti, Ze jsou vSechna
meéreni na sobé nezavisla a ze zpracovani namérenych dat méreni mame nasle-
dujici vysledky, které jsou zaloZeny na velkém poc¢tu méreni (vice nez 30 méreni
kazdé fyzikdlni velic¢iny)

z=(5240,1),
y = (12,84 4+ 0,06) .

Urcete odhad fyzikalni veli¢iny v a nejistotu méreni fyzikalni veliciny v.
Néapovéda: Mohly by se vam hodit nasledujici vztahy:

ﬁ(llﬂ)_l?
oz \2"Y ) T 3Y >

ﬂ(lx 2)733
oy \2 v)=

Pomoci simulace ve vypocetnim prostredi R demonstrujte platnost centralni
limitni véty. Tj. generujte n-tice nezavislych realizaci nahodné veliciny, ktera
nemd normdélni rozdéleni (pro tento pripad pouZijte exponencidlni, rovnomér-
né a Poissonovo rozdéleni s libovolné zvolenymi parametry) a na histogramu
ukazte, ze pokud na data provedeme nésledujici transformaci

Ty — [
n y
Vn 5
takto transformovana data uz budou rozdélena priblizné podle norméalniho roz-
déleni N(0,1). (Soucdsti hodnoceni bude i hodnoceni vzhledu grafii — zejména
vhodné zvolené popisky os a legenda.)

Bonus: Predpokladejme, Ze nasim cilem je namérit fyzikalni veli¢iny x a y, které
budeme chtit dosadit do vzorce

2 .
v=gx siny.

Uvazujme nejobecnéjsi model méfeni (tj. mérend data nemaji normélni rozdéleni
a méreni ruznych fyzikalnich veli¢in na sobé mohou byt zdvisld). V datovém soubo-
ru mereni3-2.csv mame vysledky méreni fyzikalnich velic¢in x a y, urcete nejistotu
urceni veli¢iny v a zkonstruujte pro ni intervalovy odhad.

a)

Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prectenim 3. dilu seridlu,

Centrélni limitni véta je dilezitd pro zpracovani méfenych dat (zejména pro
intervalovy odhad stfedn{ hodnoty), o kterych si nemizeme byt jisti, Ze ma-
ji normélni rozdéleni. Pokud si oznac¢ime mérena data jako x1,...x,, potom
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centrdlni limitni véta ikd, ze ndsledujici transformace naSich dat (musime si
uvédomit, ze jde o ndhodnou veli¢inu, nebot zavisi na ndhodnych datech a ne-
mizeme tedy dopfedu zndt jeji hodnotu)
T —
n
vn 5.
konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1), nezdvisle na tom, jaké rozdéleniE
méla nase pivodni data. Matematicky zapsano plati
\/EI"S;“ L N, 1).

n

Pokud chceme v praxi pouzivat aproximace zalozené na CLV, musime si uvé-
domit, ze potifebujeme mit dostatecné velky pocCet méreni, aby byla takovato
aproximace presna. Obecné pravidlo zni:
e Pokud méame alespon 30 méreni, potom je aproximace pomoci CLV velice
presna.
e Pokud mame alespon 10 méreni, potom je aproximace pomoci CLV pouze
priblizna, ale stdle pomérné presni.
e Pokud médme méné nez 10 méreni, potom muze byt aproximace pomoci
CLV znac¢né nepresné.
Pokud mérime vice fyzikalnich veli¢in najednou, musime se zabyvat také tim,
zda nejsou naSe méfen{ zdvisld. Zavislost nasich méreni (tedy vlastné nédhod-
nych veli¢in) méfime pomoci kovariance a korelace, které jsou pro dvé ndhodné
veli¢iny X a Y definovany nasledovné

cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)],
cov(X,Y)
var(X) - var(Y)

corr(X,Y) = (X,Y) =

Korelace je vhodné znormovana kovariance (muze nabyvat jen hodnot od —1
do 1) a vyjadfuje, jak moc jsou ndhodné veli¢iny linedrné z4vislé (hodnoty ko-
lem 0 zna¢{ malou zdvislost, hodnoty blizké 1 nebo —1 znadi velkou zévislost).
Pokud jsou veli¢iny X a Y nezavislé, potom je kovarian¢ni i korela¢ni koefi-
cient roven 0 (obricend implikace ale neplati). V praxi je dulezité védét, jak
z namérenych dat odhadovat kovarianéni a korela¢ni koeficient. K tomu slouzi
vybérovy kovarianéni koeficient (resp. vybérovy korelaéni koeficient) definovany
jako
oV(X,Y) =D (@ —Tn) (i — Tn) »

=1
> (@i —Tn) (yi — Yn)
corr(X,Y) = =2
N ===t

2Ve skutecnosti je zde jesté podminka na koneény rozptyl.
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Na tomto misté musime poznamenat, ze pti vypoctu vybérového kovariancniho
(resp. korela¢niho) koeficientu musime vzdy pouzivat dvojice odpovidajicich si
méteni. Nelze postupovat tak, ze si méfeni libovolné sparujeme.

Existuje i vicerozmérna verze CLV, kterd se zaobird pripadem, kdy chceme
zmérit k fyzikalnich veli¢in 1)(1), . ,v(k>, dosadit je do vzorce

v=f (v(l),...,v(k>)
a nasledné chceme urcit nejistotu méfeni fyzikalni veli¢iny v a konstruovat pro
ni intervalové odhady. Vicerozmérna centralni limitni ikd, ze v tomto ptripadé
plati
f (U»Sll), RN vﬁlk)) —f (1)(1), . ,’U(k))
NGE
kde v je vibérovy primér méfeni i-té fyzikaln{ veli¢iny, v¥ je skuteéna hod-

nota i-té fyzikdlni veli¢iny a S? je vhodny normaliza¢ni koeficient, ktery se
spocte podle vzorce

L N, 1),

cov (v w(k))

2
__m Y of (=
cov(u(z),v(l)) COV(U<2),1I(k)) 901 (U)
af (= 8f (= NI N .
(Bv(fl) @ - av<fk'> (U)) n.znl . n.znk ’
of —
. — (U
a(v(k)mu)) ) v (k) ( )
JARTL Snk
(74)
kde

_ 1 %
V= (UT(H)? e 71)7(1,3) .
Pro pouziti vicerozmérné CLV opét plati podobna pravidla jako pro pouziti
jednorozmérné CLV, tedy:
o Pokud mame alespoii 30 méFeni kazdé fyzikalni veli¢iny vV, ..., v, po-
tom je aproximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presna.
e Pokud mame alespon 10 méreni kazdé fyzikdlni veli¢iny, potom je aproxi-
mace pomoci vicerozmérné CLV pouze pribliznd, ale stidle pomérné presna.
e Pokud mame méné nez 10 méfeni néjaké fyzikalni veli¢iny, potom mize
byt aproximace pomoci vicerozmérné CLV znacné nepresni.
V pripadé, Ze si ze znalosti pribéhu experimentu muzeme byt jisti, ze jsou
vSechna méfeni raznych fyzikdlnich veli¢in na sobé nezdvisld (coz je v praxi
velmi Casté), se vzorec na vypocet élenu S? velmi zjednodusf na tvar

— — 2
(1) (k)
or (vm ) (1)2 o (v”k> (k)2

FEOREN B PO L

S = 4+t
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Tomuto vzorci se Casto Fikd zdkon Sifeni nejistot (pfipadné zdkon propagace
nejistot).

V obou pripadech muzeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro vyslednou
fyzikdlni veli¢inu v. Ze znéni vicerozmérné CLV lze odvodit, ze plati

P (f (vfp,...,vﬁlk)) —u—gS < f(v(l),...,v(k)) <
< f (uﬁf),...,vﬁf)) —|—u1,%5> ~1—a.

Tedy intervalovy odhad pro skuteénou hodnotu vysledné fyzikalni veli¢iny v bu-

de mit tvar L
(f (u,(}),...,uﬁf)) :I:ul_%S) .

Fyzikové tento intervalovy odhad zapisuji zkracené jen jako

(f (on) £5)

a clenu S tikaji standardni odchylka.

V prilozeném datovém souboru se nachazi 40 namérenych dat, se kterymi bu-
deme pracovat. Nejprve musime spocitat vybérovy primér nasich dat podle
vzorce

40
1
0= ZOZ;QH =9,826.

Déle spocitdme vybérovou smérodatnou odchylku priaméru podle vzorce

40
1 3 v

i=1

S40 =

V nasem ptipadé, kdy neuvazujeme zadnou nejistotu typu B, vyjadiuje vybé-
rovad smérodatnéd odchylka nejistotu méreni.

Podle teorie odvozené v seridlu bude mit asymptoticky intervalovy odhad za-
lozeny na CLV o spolehlivosti (1 — a) tvar

(E + snul,%) .
Pokud pouzijeme standardni zkriceny zapis, vyjde ndm néasledujici vysledek
(9,83 £ 0,04) .

JelikoZ jsme pouzili velké mnozstvi dat (tj. vice nez 30), bude aproximace po-
moci CLV uz velice presnd. Tedy takovyto interval bude mit pravdépodobnost
pokryti skuteéné hodnoty mérené fyzikalni veli¢iny velice blizkou 68%.

Pokud bychom uvazovali, ze mame k dispozici jen prvni ¢tvrtinu méfeni (tj.
prvnich 10 méfeni), dostali bychom jiné hodnoty vybérového priméru a vybé-
rové smérodatné odchylky priaméru. Konkrétné bychom dostali

T10 = 9,92,
S10 = 0,06 .
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Intervalovy odhad pro mérenou fyzikalni veli¢inu by v tomto pripadé byl nasle-
dujici (pouZivame zkraceny zapis)

(9,92 4 0,06) .

Je ziejmé, Ze za pouziti jinych vstupnich dat dostaneme jiné ¢iselné vysledky
(i na tomto je vidét, ze vybérovy primér a vybérova smérodatnd odchylka pri-
meéru jsou ndhodné veli¢iny). V tomto ptipadé jsme provedli méné méfeni, takze
jsme vcelku logicky dostali vétsi nejistotu méfeni. V tomto pripadé je ale nutné
poznamenat, Ze nas intervalovy odhad byl zaloZen na pomérné mélo mérenich
(jen 10 méfeni), takze v tomto pfipadé aproximace pomoci CLV nemusi byt to-
lik presnd. Tento interval m4 tedy pravdépodobnost pokryti skuteéné hodnoty
mérené fyzikalni veli¢iny pouze priblizné 68%.

Odhad fyzikélni veli¢iny v se zkonstruuje jednoduse tak, Zze do funkce f dosa-
dime odhady fyzikalnich veli¢in = a y. V nasem pripadé dostaneme

1
Tn = f (@, Fn) = 5 5,212,847 = 428,65,

V tomto specidlnim piipadé, kdy muzeme méreni riznych fyzikalnich velicin
povazovat za nezavislé, miizeme na vypocet nejistoty méreni fyzikalni veli¢iny v
pouzit zékon sifeni nejistot. VSechny potirebné tidaje mame zadané, takze staci
dosadit. V tomto vzorovém feSenim budeme dosazovani délat postupné, aby
bylo vsem jasné, jak jsme na nas vysledek prisli.

2 2
_ of @n) \™ (02 of Wn) \ w2 _ \/(12)2 (2)2 2 (2 _
S = (ax Sn + 78:1/ Sn = 2yn Sn + (xnyn) Sn =

2
- \/(; : 12,842) 10,12 4 (5,2 12,84)% - 0,062 = 9,165

Kdyz bychom méli zapsat intervalovy odhad pro fyzikdlni veli¢inu v ve zkrace-
ném tvaru, vypadal by nasledovné

(4294 9).

S vyuzitim vypocetniho prostfedi R provedeme presné to, co se piSe v zadani.
Nejprve si zvolime prirozené c¢islo n. Toto ¢islo bude v nasem modelu pred-
stavovat pocet méfeni, které pri konkrétnim experimentu provadime (budeme
volit hodnoty v fddu nizkych desitek nebo jednotek, coz je typicky pocet mére-
ni pii fyzikdlnich experimentech). Déle zvolime pocet opakovan{ nasi simulace
(idedlné zvolit co nejvyssi, v nasem piipadé zvolime 10 000).

Nyni uz mizeme zacit se samotnou simulaci. V kazdé jednotlivém cyklu vygene-
rujeme n nezavislych realizaci ndhodné veli¢iny s urc¢itym rozdélenim, které neni
normdlni (v nasem pfipadé pouzivdme rozdéleni Exp(2), R(0,10) a Poiss(2)).
Z téchto n realizaci spocteme nasledujici transformaci

t= vt (75)

n
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kde p predstavuje skutecnou stiedni hodnotu rozdéleni, ze kterého jsme gene-
rovali pouzité realizace ndhodné veli¢iny (tedy % u exponencidlniho rozdéleni, 5
u rovnomeérného rozdéleni a 2 u Poissonova rozdéleni). Toto opakujeme celkem

10 000krat, ¢imz ziskdme transformace
t1,...,t10000 -

Pokud centrdlni limitni véta plati, potom by mélo byt rozdéleni takto trans-
formovanych dat velice podobné rozdéleni N (0,1). Toto ovéfime na histogramu
a budeme zkoumat zavislost podoby s rozdélenim N (0, 1) na volbé n.

Nyni uz_k samotnym v sledkum Prlslusne histogramy muzeme vidét na ob-
ﬁ a @ Ze vsech téchto obrazkl je vidét,

razcich
@) je pravé rozdéleni N(0,1),

ze limitni rozdelem transformace merenych dat (
presné jak rika CLV. Je dobré si povsimnout, Ze rychlost konvergence je pro

ruzné rozdéleni méfenych dat razna. Pokud ale provedeme alespon 30 méfent,
je uz rozdéleni transformace mérenych dat velice podobné rozdéleni N(0,1),
tedy aproximace pomoci CLV uz bude v takovychto ptipadech velice presna.

Exp(2) — 5 méreni

LY = = hustota N(0, 1)
! —— pozorovana data
1

1
|
I
I
1
|
I

03
—=

cetnost
0.2

Obr. 47: Histogram transformace mérenych dat pochdazejicich z exponencidlniho
rozdéleni pro 5 méfeni.
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Exp(2) - 10 méFeni

\
I'm = = hustota N(0, 1)
' —— pozorovana data
a2
o
3 o
R
Q
0
<
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[S)

-10 -5 0 5 10

Obr. 48: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencialniho
rozdéleni pro 10 méfeni.

Exp(2) - 20 méfeni

B
\
© It — = hustota N(0, 1)
I — pozorované data
'
1|
@ INEN
=] ] '
i} 1
1
1] "
o o
£ © '
{7 1
3
—
o
e -~ -
o

-10 -5 0 5 10

Obr. 49: Histogram transformace mérenych dat pochéazejicich z exponencidlniho
rozdéleni pro 20 méfeni.

223



FYKOS, XXX. roc¢nik

X
o
3 o
EO
Q
0
=
o
o
o

Exp(2) - 40 méFeni

U l‘ = = hustota N(0, 1)
1 —— pozorovana data

—=—=T=

-10 -5 0 5 10

Obr. 50: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencialniho

rozdéleni pro 40 méfeni.

R(O, 10) — 5 méfeni

DU
\
°© M — = hustota N(0, 1)
s — pozorovand data
1|
e i
=] i '
i} )
flh
3 o 1 '
1= o ] 1
{7 1
3 1 \
-
o | \
\
=]
o
[ T T T 1
-10 -5 0 5 10

Obr. 51: Histogram transformace méfenych dat pochdazejicich z rovnomérného
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R(O, 10) — 15 méfeni

4 = = hustota N(0, 1)
—— pozorovana data
[

Cetnost
0.2 0.3 0.4
|

0.1

N _atl

10

Obr. 52: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z rovnomérného
rozdéleni pro 15 méfeni.

Poiss(2) — 5 méfeni

- - hustota N(0, 1)
— pozorovana data
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Obr. 53: Histogram transformace méfrenych dat pochéazejicich z Poissonova
rozdéleni pro 5 méfeni.
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Poiss(2) — 15 méreni

= = hustota N(0, 1)
—— pozorovana data
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Obr. 54: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z Poissonova
rozdéleni pro 15 méfeni.

Poiss(2) — 30 méreni

n - = hustota N(0, 1)
— pozorovana data

0.4 0.5
|

Cetnost
0.3

0.1

Obr. 55: Histogram transformace méfrenych dat pochéazejicich z Poissonova
rozdéleni pro 30 méreni.
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Bonus: Jediné, co pro vyfeseni tohoto ikolu potfebujeme, je dosadit do viceroz-
mérné centralni limitni véty. Nejprve vypocitdme nejistotu urceni fyzikalni velic¢iny
podle vzorce ([/4). K tomu budeme potfebovat znét parcidlni derivace funkce f,
které maji tvar

of(@y) _ .,
9 2xsiny,
af(m7y) .2 .
oy z“ cosy

Nyni uz muzeme pséat, ¢emu se rovnd nejistota urceni fyzikdlni velic¢iny v

2 2 s%z)2 cov(a.y) 2%, siny,
S® = (2T, sinyY, Tn-CcOSYn) | —~ n - o
( n Yn n yn) cov(z,y) S<y)2 an COS Un, )
n n
kde pouzivame standardni znaceni. Za pouziti matematického softwaru (vypocetni
prostieni R) dostdvame, Ze nejistota urdeni veli¢iny v je

S =6,03.

Odhad veli¢iny v ziskdme pouze dosazenim vybérovych pruméria do nasi funkce,
tedy

E— _2 . —

Un = Tn, SINYy, .

Za pouziti matematického softwaru dostavame vysledek
v, = 51,57.

Vicerozmérna centrdlni limitni véta potom ¥ik4, Ze intervalovy odhad pro fyzi-
kalni veli¢inu v bude tvaru

(m:‘: Sul,%) .

Pokud pouzijeme zkraceny zapis intervalového odhadu a dosadime nase konkrétni
¢iselné vysledky, dostaneme
v=(5216).

Jelikoz médme dostateéné velky pocet méfeni obou fyzikdlnich veliéin (tj. vice nez
30) bude tento intervalovy odhad uz velice presny.

Jen pro zajimavost na tomto misté uvedeme, ze pokud bychom predpokladali
nezavisla data a pouzili bychom pouze zdkon Sifeni nejistot, dostali bychom vysle-
dek

v=(52+£7).

Vidime, Ze rozdil v ziskanych vysledcich neni velky, nicméné je nutné poznamenat,
ze takovyto postup neni spravny, nebof zanedbava korelaci v nasich méfenych
datech. V jinych prikladech z praxe uz muze byt chyba, které bychom se takovymto
zanedbanim dopustili, velmi velka.
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Uloha IV.S ... testovaci

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd testovdni hypotéz (po-
staci vlastnimi slovy popsat nasledujici: hypotéza a alternativa, chyba 1. a 2.
druhu, hladina testu, testova statistika, kriticky obor testu, p-hodnota testu pro
konkrétni namérend data). Neni potreba uvadét presnd matematickd odvozeni,
staci pozadované pojmy a vlastnosti strucné popsat.

b) V prilozeném datovém souboru testovanil.csv najdete namérené hodnoty urcité
fyzikalni veli¢iny. Pomoci jednovybérového t-testu otestujte, zda je skutecénd
hodnota meérené fyzikalni veli¢iny rovna 20. Dale predpokladejme, ze je nasim
cilem ukézat, Ze hodnota mérené fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20. PouZijte
vhodnou jednostrannou modifikaci t-testu k tomu, abyste toto tvrzeni overili
(dejte si pozor na spravné zvoleni hypotézy a alternativy).

¢) V prilozeném datovém souboru testovani2.csv najdete namérené hodnoty 2 riiz-
nych fyzikalnich velic¢in. Predstavujme si, Ze se jedna o méreni stejné fyzikalni
charakteristiky ale za riiznych vnéjsich podminek (teplota, tlak atd.). Pomoci
dvouvybérového z-testu otestujte hypotézu, Ze hodnota této fyzikalni charak-
teristiky je pro obé volby vnéjsich podminek stejna.

d) Pouzijte stejnd data jako v seridlové iloze z prvni série a pomoci Kolmogorovova-
Smirnovova testu urcete, ktery ze 4 vzorku dat pochazi z normalniho rozdéleni
a ktery vzorek pochazi z exponencialniho rozdéleni.

Bonus Predpoklddejte, ze méte k dispozici méreni 2 fyzikdlnich velic¢in (tedy 2

sady namérenych hodnot), kde jsou vSechna méfeni na sobé nezévisld. Odvodte

upraveny dvouvybérovy z- test, ktery by testoval hypotézu, ze skutecna hodnota
prvni mérené fyzikdlni veli¢iny je dvojnasobek skutecné hodnoty druhé mérené
fyzikalni veli¢iny. Pro udéleni bodi je nutné a postacuje odvodit podobu testové
statistiky a kritického oboru. (Nédpovéda: Pouzijte vicerozmérnou verzi CLV, kde
vhodné zvolite funkci f, a dale postupujte analogicky jako u odvozeni klasického
dvouvybérového z-testu)

Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkoli
postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu

vysvétlena potrebnd syntaxe jazyka R.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prec¢tenim 3. dflu seridlu,
Testovani hypotéz se pouzije v pripadé, kdy potfebujeme na zakladé namére-
nych dat rozhodnout o platnosti néjaké nasi domnénky (hypotézy) nebo tvrzeni.
Jak uz jsme rozebirali v predchozich dilech seridlu, reprezentujeme namétrena
data jako realizace uréité ndhodné velic¢iny (tedy naméfend data jsou ndhod-
na - pri kazdém méreni dostavame jiné hodnoty i kdyz pouzivame naprosto
stejny postup méreni). Testovani hypotéz lze chépat jako postup, ktery ndm
rika, zda jsou namérend data dostatecné reprezentativni a zda na jejich zakla-
dé miizeme pronéset zavéry o platnosti testované hypotézy (pripadné jaké jsou
pravdépodobnosti, Ze se dopoustime Spatného zavéru).
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Hypotéza a alternativa nam rikaji, ktera tvrzeni budeme testovat. Vzdy je nutné
k testované hypotéze sestavit alternativu, kterd bude opacné tvrzeni nez hypo-
téza (tj. plati bud hypotéza nebo alternativa, nikdy obé soucasné a vzdy alespon
jedna z nich). Hypotézu a alternativu musime vzdy zapsat pomoci matematic-
kych vyrazi (nejcastéji rovnosti nebo nerovnosti) a parametri uvazovaného
modelu.

Jelikoz jsou méfend data ndhodnd, muzeme (a¢ s malou pravdépodobnosti)
namérit v podstaté jakdkoliv data a nikdy si nemiizeme byt uplné jisti, jestli
je zavérecné rozhodnuti spravné. Pti formulaci zdvéru miazeme udélat celkem
2 druhy chyb (oznadili jsme si je jako chyba 1. a 2. druhu). Chyba 1. druhu
znamena, ze jsme zamitli hypotézu, kterd ale ve skute¢nosti plati. Chyba 2.
druhﬁnamené, ze jsme nezamitli hypotézu, kterd ve skutecénosti neplati (viz
Tab. R5).

nase rozhodnuti / skuteény stav ‘ plati hypotéza  plati alternativa

zamitdme hypotézu chyba 1. druhu Spravné
nezamitame hypotézu spravné chyba 2. druhu

Tab. 25: Tabulka moznych rozhodnuti a chyb

Hladina testu udéva pravdépodobnost chyby 1. druhu, znaci se obvykle a a jeji
hodnota se obvykle voli jako o = 0,05 (v pfipadé dulezitych experimentt nizsi).
Tuto hodnotu si musime vzdy zvolit na zacatku zpracovani dat.

Testové statistika je transformace namérenych dat, na zakladé které se bude-
me nasledné rozhodovat o (ne)zamitani hypotézy. Tato transformace musi byt
zvolena tak, abychom znali jeji rozdéleni za platnosti testované hypotézy (za
predpokladu, ze mdme dostatecny pocet méfeni, staci asymptotické rozdéleni).
Kriticky obor testu je mnozina hodnot testové statistiky (vétSinou interval nebo
sjednoceni dvou intervali), ve kterém za platnosti hypotézy lezi hodnota testové
statistiky jen s pravdépodobnosti « (hladina testu). Jinymi slovy je to mnozina,
kde by za platnosti hypotézy hodnota testové statistiky nejspise lezet neméla,
ale za platnosti alternativy je velkd pravdépodobnost, Ze zde bude hodnota
testové statistiky lezet. Kdyz méame v praxi provést néjaky test s pouzitim
namérenych dat, staci spocitat realizovanou hodnotu testové statistiky a zjistit,
zda lezi v kritickém oboru nebo nikoliv. Pokud lezi realizovana hodnota testové
statistiky v kritickém oboru potom zamitame platnost hypotézy, v opacném
pripadé platnost hypotézy nezamitame.

p-hodnota testu pro konkrétni namérena data predstavuje jakysi alternativni
zpusob rozhodovéni o (ne)zamitdni platnosti hypotézy (vysledek je vzdy na-
prosto stejny jako v pripadé postupu na zékladé kritického oboru, ale postup
rozhodovani je jiny). Kdyz mdme konkrétni naméfend data, potom definuje-
me p-hodnotu jako pravdépodobnost, ze bychom za platnosti hypotézy namérili
data, kterd by jesté vice protirecila testované hypotéze nez ta data, kterd jsme
naméfili. Rozhodovani o (ne)zamitani platnosti hypotézy na zékladé p-hodnoty
je jednoduché, hypotézu zamitame pravé tehdy kdyz je p-hodnota mensi nez
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=

ndmi pfedem urcend hladina testu a (v tomto pifipadé je pravdépodobnost
naméreni dat jesté vice protifecicich hypotéze malé, tedy jsme namérili data,
kterd hypotéze hodné protifeci). Statistické programy obvykle upfednostiuji
rozhodovani na zakladé p-hodnoty, kterou vétsinou spocitaji numericky.
Skute¢nou hodnotu méfené fyzikalni veli¢iny oznac¢ime jako p.. JelikoZz po-
vazujeme naméiend data za realizace ndhodné veli¢iny s normalnim rozdéle-
nim, stfedni hodnotou p, a koneénym rozptylem muzeme na testovani tako-
véto hypotézy pouzit jednovybérovy t-test. Zvolena hladina bude standardné
rovna a = 0,05. Testova hypotéza a alternativa bude ve tvaru

H:p, =20,
A pg #20.

Realizovana hodnota testové statistiky pii pouziti prilozenych dat vyjde jako

T, = \/ﬁ% =252,

n

Kriticky obor testu je tvaru

(7007 tnfl,%) U (tnfl,lfg ) OO) )

C =
C = (—o0, —2,06) U (2,06, c0)
a prislusnd p-hodnota pro namérend data vysla
p = 0,0187.

Na zékladé porovnani realizované hodnoty testové statistiky s kritickym oborem
a na zakladé p-hodnoty dospivime k zavéru, ze zamitdme platnost hypotézy.
Jako zavér tedy uvedeme, ze na zdkladé namérenych dat muZzeme prohlasit
(na hladiné spolehlivosti o = 0,05), Ze hodnota méfené fyzikalni veli¢iny neni
rovna po = 20.

Pri feseni druhé ¢asti tkolu je dilezité spravné zvolit testovou hypotézu a alter-
nativu. Volbu budeme provadét presné tak, jak je popsano v seridlu a sice tak,
ze budeme chtit vyvratit opak tvrzeni, které chceme potvrdit. Budeme tedy
usilovat o to vyvratit platnosti tvrzeni, Ze skuteénd hodnota métrené fyzikalni
je mensi nez 20. Toto opacné tvrzeni, které chceme vyvratit tedy zvolime jako
testovanou hypotézu. Testova hypotéza a alternativa tedy budou ve tvaru

H:p, <20,
A pg > 20.

Realizovana hodnota testové statistiky pfi pouziti prilozenych dat vyjde stejné
jako v predchozim pripadé, nebof pouzivame stejnou testovou statistiku

T, = \/ﬁ% =252,
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Kriticky obor tohoto testu se ale bude lisit

C = (th-1,1-a, ),
C = (1,71,00)

a prislusna p-hodnota pro namérend data vysla
p =0,009.

Vidime tedy, Ze rozhodnuti (jak na zdkladé porovnan{ realizované hodnoty tes-
tové statistiky s kritickym oborem tak na zdkladé p-hodnoty) je zamitnout
platnost testované hypotézy. Timto jsme tedy potvrdili platnost alternativy
(na hladiné spolehlivosti @ = 0,05), tedy tvrzeni Ze skutecnd hodnota méfené
fyzikdlni velic¢iny je vétsi nez 20.

Oznacime px a py skuteéné hodnoty mérené fyzikalni charakteristiky za dvou
ruznych vnéjsich podminek. Cilem naseho testu bude otestovat hypotézu, ze
jsou tyto dvé hodnoty stejné, k cemuz pouzijeme dvouvybérovy z-test. Tento
test byl podrobné popsan v textu seridld, proto ho uz na tomto misté nebude-
me podrobné popisovat a jen popiseme, jak se na takovyto pfipad konkrétné
pouzije. Testovana hypotéza a alternativa maji nasledujici podobu

H:px —py =0,
A:pux —py #0.
Realizovand hodnota testové statistiky za pouziti naméfenych dat vychazi jako

Tn = Ym — ¥

Znim = = 3,02.

2 2
52, | Sk,
n m

Kriticky obor je v tomto pripadé ve tvaru
C = (—o0,ug) U (ur_g,00),
C = (—00,—1,96) U (1,96, c0).
p-hodnota testu pro nase namétrend data nabyva hodnoty
p = 0,0043.

Vidime, ze na zdkladé porovnani realizované hodnoty testové statistiky s kri-
tickym oborem i na zakladé p-hodnoty testu zamitame testovanou hypotézu na
hladiné spolehlivosti o = 0,05. Zavérem tedy lze ici, ze jsme prokdzali (na hla-
diné spolehlivosti @ = 0,05), Ze hodnota méfené fyzikalni charakteristiky zdvisi
na vnéjsich podminkdch (tedy za dvou riznych zkoumanych vnéjsich podminek
je hodnota této fyzikdlni charakteristiky navzajem odlisnd).
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d) Budeme pouzivat jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviv test, ktery byl po-
psan v textu seridlu a ve vzorovém skriptu, zde jen pfipomeneme jeho nejdile-
normélni a exponencidlni rozdéleni) a namérend data, potom mizeme pomoci
Kolmogorovova-Smirnovova testu otestovat nasledujici hypotézu a alternativu

H : méfena data maji rozdéleni S,

A : méfend data nemaji rozdéleni S .

Testovou statistiku a kriticky obor testu uz v tomto ptipadé uvadét nebudeme,
nebot jsou prilis komplikovanéd, postac¢i ndm vystup ze statistického programu
R, kde bude uvedena p-hodnota pro konkrétni namérena data.

Postupovat budeme tak, ze pro kazdou sadu naméfenych hodnot (celkem 4
sady méfeni) provedeme dvakrdt Kolmogoroviv-Smirnoviv test, kde budeme
rozdéleni S volit jako normalni a exponencidlni. Pokud pro konkrétni sadu
naméienych hodnot Kolmogoroviv-Smirnoviv test zamitne hypotézu, ze tato
data pochazeji z normélniho (nebo exponencidlniho) rozdéleni, muzeme si byt
pomérné jisti, Ze z tohoto rozdéleni opravdu nepochdzeji (na hladiné o = 0,05).
V opacéném pripadé (tedy nezamitnut{ hypotézy) sice nemtizeme nase vysledky
interpretovat jako primé potvrzeni testované hypotézy, ale budeme v tomto
ptripadé povazovat za dostatecny davod k tomu tvrdit, ze hypotéza je platna®.
Vysledky takovychto testtt mizeme vidét v Tabulce @

Na zakladé téchto vysledki vidime, ze jediny vzorek, u kterého jsme nezamitali
hypotézu o normalnim rozdéleni, je Vzorek 3. Podobné jediny vzorek, u které-
ho jsme nezamitali hypotézu o exponencidlnim rozdéleni, je Vzorek 4. Jak uz
bylo diskutovano dfive, budeme tyto vysledky povazovat za dostatecné k tomu,
abychom tvrdili, ze data ve Vzorku 3 pochéazeji z normalniho rozdéleni a data ve
Vzorku 4 pochéazeji z exponencidlniho rozdéleni. Pozorny resitel tyto vysledky
porovna se zavéry o rozdéleni, ze kterého mérena data pochazeji, které jsme
udélali na zdkladé histogrami v seridlové tloze v 1. sérii, a zjisti, Ze jsou tyto
zavery stejné.

Tab. 26: p-hodnoty Komogorovova-Smirnonovova testu pro vsechny sady
meérenych dat a testovanych rozdéleni.

Normaélni rozdéleni  Exponencidlni rozdéleni

Vzorek 1 <272-10716 <2,2.10716
Vzorek 2 <22-10716 <272.10716
Vzorek 3 0,92 <22.10716
Vzorek 4 <22-1071¢ 0,46

SHloubavi &tenaii si mohou tyto udaje vyhledat na internetu, napr. https://en.wikipedia.
org/wiki/Kolmogorov-Smirnov_test.

4V praxi se vysledky takovychto testil jesté kombinuji s dalsimi metodami (napt. zkoumanim
pomoci histogramii) a na zdkladé kombinovanych vysledkt se formuluje zavér.
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Bonus: Na tomto misté si musime pripomenout znéni vicerozmérné centralni veé-
ty, kterd byla uvedena ve 3. dile seridlu. Vicerozmérnd verze CLV fikd, ze pokud
méfime nékolik fyzikdlnich velic¢in, ¢imz dostaneme odhady téchto veli¢in s nejis-

totou méreni
(v(1> + s%?) e, <v<k) + s;’jj) ,

potom pro tyto naméfené hodnoty a libovolnou diferencovatelnou funkce f bude

platit L
f (USLU, e ,m(f)) —f (v(l), e ,v(k))

VS

kde vV, ..., v™ jsou skute¢né hodnoty méfenych fyzikdlnich veli¢in a vyraz S2
ve jmenovateli je urCen vzorcem

2 N(0,1),

2 cov(v) w0
. Sny - W of
COV(U(Z)W(I)) COV(U(Q),U(k)) by @)
of (= 8F coviv v )L el v ) )
(@ @) | o
e af (=
' —y (U
cov(v®),0(D) ) 5ot (0)
T Varm Shp,

Jelikoz pracujeme se dvéma fyzikalnimi veli¢inami, budeme pouzivat dvouroz-
mérnou verzi CLV (tedy k = 2). Oznacime px a py skuteéné hodnoty mérenych
fyzikélnich veli¢in, nasim cilem bude otestovat, zda plati

px = 2py.
Jako alternativu budeme uvazovat jednoduse negaci této hypotézy. Hypotézu a al-
ternativu muzeme ekvivalentné zapsat jako
H:pux —2uy =0,
A PUx — 2,Ll,y 7é O .

Nyni budeme predpoklddat, ze nase testova hypotéza plati a ve dvourozmérné CLV
zvolime funkci f ve tvaru

flay) =z —2y.
Tuto volbu délame proto, aby ndm za platnosti testované hypotézy vyslo

f(llxvlh’) =0.

Testova statistika, kterou oznac¢ime jako 7', bude tplné stejnd jako vyraz ve znéni
CLV, tedy

_ fax,my) = flux,py)  bx — 20y
r= Ve e (76)
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kde ux, gy oznacuji vybérové priméry méreni prvni a druhé fyzikalni veliciny. Pro
tuto specialni volbu funkce f také dostaneme

2 ;:(X,Y)
=1 2 Sm  vem | (!
cov(X,Y) 32 -2/
Vninz n2

Z vicerozmérné CLV plyne, Ze testova statistika (@) za platnosti testované hypo-
tézy konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1). Urceni podoby kritického oboru
testu pro hladinu testu a bude tedy velmi podobné jako odvozeni podoby kritic-
kého oboru testu pro klasicky dvouvybérovy z-test (podrobné popséno v textu
seridlu). Kriticky obor tedy bude mit tvar

C = (~o0,ug) U (u_g,00),
po vy¢isleni pro o = 0,05
C = (—00,-1,96) U (1,96, c0) . (77)

Pozorny tesitel si sdm rozmysli, ze pravdépodobnost, ze za platnosti alternativy
padne realizovand hodnota testové statistiky do kritického oboru se se zvySujicim
poétem méfeni bliz{ 1 (naprosto stejnd dvaha jako je pouzita v seridlu pfi odvo-
zovani podobu kritického oboru pro dvouvybérovy z-test). Kriticky obor je tedy
zvolen optimalné.

Zavérem tedy muzeme ftici, Ze jsme odvodili podobu statistického testu k tes-
tovani hypotézy, ze jedna mérend fyzikalni veli¢ina ma dvojnédsobnou hodnotu nez
druhd métend fyzikdlni velicina, testova statistika tohoto testu je tvaru (/) a kri-
ticky obor je tvaru ([/']). Na zévér poznamenejme, ze Uplné analogicky by se dal
odvodit podobny test, kde bychom testovali hypotézu, Zze hodnota jedné mérené
fyzikdlni veli¢iny je k ndsobkem hodnoty druhé métené fyzikalni veli¢iny (kde k
mize byt libovolné redlné ¢islo).

Uloha V.S ... linearni

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd linedrni regrese (postaci
vlastnimi slovy popsat nasledujici: dva hlavni pripady aplikace linearni regrese,
pouzivany model, predpoklady modelu, postup volby prokladané funkce, zpi-
sob vyjadreni nejistot méreni, zékladni grafické metody regresni diagnostiky).
Neni potreba uvadét presnd matematicka odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.

b) V prilozeném datovém souboru linregl.csv naleznete vysledky urcitého fyzikél-
niho experimentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (x;,y;). Namérenymi daty
chceme prolozit teoretickou funkci, kterou je v tomto pripadé parabola, tedy
funkce tvaru

f(z) =az® +bx+c.

234



Resent iloh ze seridlu

c)

d)

Hlavnim cilem experimentu je ur¢it hodnotu koeficientu a (tedy koeficient u z2).
Urcete hodnotu tohoto koeficientu vcetné nejistoty meéreni. Neni potreba pro-
vadét regresni diagnostiku.

V prilozeném datovém souboru linreg2.csv naleznete vysledky urcitého fyzi-
kdlniho experimentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (x;,y;). Naméfenymi
daty chceme prolozit teoretickou funkci, kterou je v tomto pripadé logaritmicka
funkce, tedy funkce tvaru

f@)=a+b-log(x).

Hlavnim cilem zpracovani dat je vykreslit graf namérenych dat spolu s pro-
loZenou teoretickou zdvislosti. Vykreslete takovyto graf (véetné intervalového
odhadu pro proklddanou funkci) a stru¢né ho okomentujte (takovyto graf musi
mit vSechny ndlezitosti). Neni potfeba provadét regresni diagnostiku.
Predpoklddejme, ze mdme naméreny dvojice dat (x;,y;) a chceme jimi prolozit
linedarni funkcni zavislost, tedy funkci tvaru

fl)=a+bx.

Odvodte presnou podobu vzorce na vypocet hodnoty odhadi regresnich koefi-
cientti. MiizZete pouzit libovolnou ze dvou metod predstavenych v seridlu a také
libovolné jiné zdroje, pokud je budete radné citovat. Vzorec chceme opravdu
odvodit (tj. uvést vypocet), nikoliv pouze napsat.

Bonus: V ilohdch b) a c) provedte regresni diagnostiku a diskutujte, zda jsou
splnény vSechny potrebné predpoklady (pokud to jde, provedte také test vhodnosti
proklddané funkce a diskutujte jeho vysledky).

Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkoli

postaci drobné upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu
vysvétlena potrebnd syntaxe jazyka R.

)

Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen prectenim patého dilu serialu.
Na tomto misté popiseme jen opravdu nejzakladnéjsi véci.
Linedrni regrese se muze pouzit v pripadech, kdy méme namérend data ve formé
dvojic (z1,91),- - -, (Tn,Yn) a chceme jimi prolozit teoretickou funkéni zévislost,
kterd je linedrni v nezndmgych regresnich koeficientech (vice o pouzivaném mo-
delu v dalsim odstavci). Dva hlavni divody, pro¢ pouzivat linedrnf regresi jsou,
ze chceme nepiimo zméfit néjakou fyzikdlni veli¢inu (tedy hodnotu vybraného
regresnfho koeficientu) nebo Ze chceme vykreslit graf s naméfenymi daty, ve
kterém bude pro nazornost vykreslena teoretickd funkéni zévislost.
Nyni si blize popiseme model, ktery pfi aplikaci linedrni regrese pro nase data
predpokldddme. Linearni regresni model predpokladé, Ze méfend data splnuji
vztah

yi = Bo+ Bifi(wi) + -+ Brfr(w:) + e,

kde Bo, B1,- .., Bk jsou neznamé regresni koeficienty, které chceme odhadovat
pomoci namérenych dat, fi(z),..., fi(z) jsou zvolené prokldadané funkce a €; je
ndhodnd nepfesnost méfeni (tedy ndhodnd veli¢ina).
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Linearni regresni model mé 4 predpoklady, kterymi jsou
e Spravna volba prokladané funkce.
e Stejny rozptyl pro vSechna méfeni.
o Nezavislost jednotlivych méfeni.
e Normaélni rozdéleni nasich méreni.

Fyzik by se mél vzdy snazit pfi méreni dat zajistit splnéni téchto predpokla-
du (hlavné predpoklad o nezévislosti jednotlivych méfeni) a po pouziti metod
linedrni regrese zkontrolovat, zda byly vSechny potfebné predpoklady splnény
(o zpisobu ovéfovani splnéni predpokladu v dalsich odstavcich).

Abychom minimalizovali riziko Spatné volby proklddané funkce, je dobré volit
jen takové funkce, které maji urcité teoretické fyzikdlni opodstatnéni. Pokud
toto nebudeme dodrzovat, vystavujeme se nebezpeci, ze prokladanou funkci
zvolime Spatné a vsechny nase vysledky budou neplatné.

Podobné jako pti méfeni jedné fyzikalni veli¢iny muzeme i v pripadé linedrni
regrese vyjadrit odhady regresnich koeficienti a prokladané funkce véetné ne-
jistot méfeni. V textu seridlu byly uvedeny presné vzorce na vypocet téchto
nejistot, které zde nebudeme opakovat. V praxi je za nas bude vzdy numericky
pocitat matematicky software.

Jak bylo fec¢eno v predchozich odstavcich, vzdy by se méla ovérit platnost pred-
pokladu pouzitého modelu linedrni regrese. K tomu se pouzivaji residua modelu
definovana jako

wi =yi — Bo — Bufr(zs) — - — Bufuli)

kde BB, ey /é;c jsou odhadnuté hodnoty regresnich koeficientti. Pokud byly vSech-
ny predpoklady pouzitého linedrniho regresniho modelu splnény, méla by byt
residua navzijem nezdvisld a neméla by vykazovat zddnou (ani lokalni) za-
vislost na nezavisle proménné. Toto se muze nasledné ovérovat na vhodnych
grafech residui (napf. residua oproti nezdvisle proménné, residua oproti hodno-
tam prolozené funkce, residua oproti posunutym residuim atd.).

Ve vypocetnim prostieni R na¢teme poskytnuty datovy soubor na pomoci li-
nearni regrese namérenymi daty prolozime funkci tvaru

f(z) = az® + bz +c.

Vypocetni prostiedi R spocte podle vzorci uvedenych v textu seridlu pro za-
dany model odhady regresnich parametri véetné nejistot métfeni a uvede je
na vystupu. Pro tato konkrétni data a prokladanou funkci dostaneme odhad
regresniho koeficientu u 22

a=1,98

a nejistotu méreni tohoto koeficientu

sq = 0,10.
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Kdyz pouzijeme zkraceny zapis, mtizeme psat, ze jsme nepiimym mérenim urcili
hodnotu koeficientu a jako

a = (1,98 £0,10) .
Ve vypocetnim prostiedi R prolozime poskytnutymi daty funkci tvaru
f@)=a+b-log(x).

Vypocetni prostredi R spoc¢ita odhady regresnich koeficientii véetné nejistot mé-
reni podle vzorct uvedenych v textu seridlu. Pro nase konkrétni data dostaneme
hodnoty

a=(50+0,08),
b=(2,87+0,09),

kde vyuzivame klasické zkriceny zapis nejistot méreni. Na Obr. @ milzeme
vidét méfeni véetné prolozené funkce a intervalu spolehlivosti pro proklddanou
funkci s hladinou spolehlivosti 95%. Interval spolehlivosti je pomérné tzky,
coz znaci, ze jsme pomoci namérenych dat urcili prokldadanou funkci pomérné
pfesné. Nemélo by nas nijak pfekvapit, ze mnoho naméfenych bodu (vétsina)
padne mimo interval spolehlivosti pro proklddanou funkci. Toto je zptisobeno
tim, Ze kdyz zkombinujeme informaci ze vSech méreni pomoci linedrni regrese,
jsme schopni urcit hodnoty prokladané funkce velice presné.

y =a+blog(x) .
© — o nameéfena data o R
prolozena funkce e CEN
@ —---- interval spolehlivosti e o °
> N~
2
2
° © 7
=]
=
v
<
o 4

T T T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0

hodnoty x

Obr. 56: Graf s namérenymi daty, prolozenou funkéni zavislosti a 95% intervalem

spolehlivosti pro proklddanou funkci.

» o videt. 7 end P ,
7 tohoto obrazku muzeme vidét, ze prolozena funkce na namérend data sedi
pomérné dobre, ale je mozné, Ze je mirné porusen predpoklad homoscedasticity
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(vidime, ze rozptyl méfenych hodnot zdvisi na nezdvisle proménné). Ovérova-
ni splnéni vsech predpokladi se budeme podrobnéji vénovat v bonusové c¢asti
tohoto vzorového fesSeni.

V textu seridlu byly zminény celkem 2 metody, jak se daji vyjadiit odhady
regresnich parametru v linedrni regresi pomoci namérenych dat. Ve vzorovém
feSeni pro jistotu uvedeme oba mozné postupy.

i Jako prvni vyjadiime tyto odhady nalezenim minima soucétu ¢tvercu pomo-
ci jejich parcidlnich derivaci, které polozime rovny nule a vyresime prislusné
rovnice (obecny postup hleddni extrému funkei vice proménnych). Nejprve si
musime vyjadrit soucet Ctverci

n

S(a,b) = Z (yi — a — ba;)?
i=1
Tento soucet ¢tverci nyni parcidlné zderivujeme podle obou proménnych a a b
a tyto parcidlni derivace polozime rovny 0, ¢imz dostaneme

98(a,b) N~ o,
T_Z 2(ys —a—bx;) =0,

i=1

8Sab Z —2x; (ys —a—bx;) =0.

Nyni musime nalézt FeSeni této soustavy rovnic. Upravami téchto dvou rovnic

dostavame
n n
Zy,- —na—bZa)i =0,
i=1 i=1

n n n

2
E xiyi—ag xi—bg z; =0
i=1 i=1 i=1

Z prvni rovnice nyni dostavame, ze plati

Sy
i=1 =1

Toto vyjadreni mizeme nyni dosadit do druhé rovnice a dostdvame

imiyi fzn:xi %zn:yz fb%ixi fbix? =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

7 této rovnice uz se jednoduchymi algebraickymi tpravami dé odvodit vzorec
pro b, ktery ma tvar

n
:szyz

i:l

“-

1
A

n
1
DTy —

’b\_ i=1 %

n
> @l -
=1

T4

ﬁ\"
I~
™=

=1
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Zpétnym dosazenim potom ziskdme vzorec pro odhad parametru a ve tvaru

n 9 n
T T
i=1

K3

T
1 i

n

2 .
Z i~ % Ti
i=1 i=1

Timto jsme tedy odvodili vzorce na vypocet regresnich koeficienti pomoci mi-
nimalizace souctu ¢tvercd residui v nasem linedrnim regresnim modelu.

Nyni si v rychlosti uvedeme, jak by se dalo postupovat druhou alternativni
cestou, kterou jsme zminili v textu seridlu. Nejprve si musime uvédomit, jak
vypada matice modelu a vektor namérenych hodnot. V nasem konkrétnim pti-
padé budou mit tvar

TilYi

3=
NgE
NgE

1

=
vl

= |1

1 = 1
1 =z, Yn
Nyni stac¢i tuto matici a vektor dosadit do vzorce na vypocet odhadi regresnich
koeficient R
a
( 7 ) = xX"'x)"'x"y,

Pro snadnéjsi vypocet budeme postupné vycislovat uvedené matice. Nejprve se
budeme zabyvat matici X7 X, vyéislime tuto matici

1 T S .
- 1 .1 o noo2m
X' X= X . = B

n n
1 ... Tp . : 2
1 o, DIEIDIES

i=1 i=1

Nyni si musime spocitat inverzni matici (XTX) ~'. Budeme postupovat klasic-
kym zpusobem, ze si vedle této matice napiSeme jednotkovou matici a budeme
délat stejné radkové tpravy na obé matice az dostaneme misto puvodni matice
jednotkovou matici. Matice, kterd se potom objevi na misté puvodni jednotkové
matice bude hledana inverzni matice.

n

n
S a
=1

NgE
B
—
=)
S
™
8
—
o

~
Il
=
-
Il
-

NgE
&
<o
o
—
2
o
-
I3}
EAY)
|
3=
(‘\
e
8
~
[ V)
|
.
NgE
8
—

<
Il
-
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2 2
Soa(5) Eaa(E)
i=1 )

V priubéhu téchto tprav jsme pouzivali jen odeéitani ndsobku jednoho fddku od

druhého a nasobeni radkt konstantou. Konkrétné jsme v prvni tipravé odecetli

% > z;nasobek prvniho fddku od druhého. Ve druhé tipravé jsme druhy rddek
i=1

2

n n n
vydélili Y a7 -1 (Z ;cl> , nasledné jsme odecetli | z;ndsobek tohoto Fadku
i=1 i=1 i=1

od prvniho Fadku. Ve tieti Upravé jsme pouze vydélili prvni fadek cislem n
a upravili zlomek do hezc¢iho tvaru.
Nyni si musime vy&fslit i druhou matici X7Y. Dostavame

n
Y1 Zyi
1 ... 1 .
XTY = =] i
Yn i=1

Nyni mame vse pripraveno k dosazeni do vzorce na vypocet hodnot regresnich
koeficientti, po dosazeni dostavame

n / n 2 n / n 2 n
zzg—;(zzi) z(z) > u

_ i=1 i=1 i=1 ' wt
- 191

=1
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Vidime, zZe pfi pouziti obou postupli ndm vysly naprosto stejné vysledky, coz

neni nijak prekvapivé.

Bonus: 'V bonusu bude nasim tkolem provést regresni diagnostiku, kterou jsme
v ulohdch b) a ¢) nedélali.

Zacneme tulohou b). K tomu, abychom mohli posoudit, zda jsou vSechny pfed-
poklady linedrniho regresnitho modelu v tomto pripadé splnény, si potfebujeme vy-
kreslit jednotlivé grafy, které jsme detailné popisovali v textu seridlu. Na Obr. E
miizeme vidét namérend data a prolozenou funkci. Vidime, ze prolozena funkce na
nameéfend data dobfe sedi (spravné proklddd naméfend data a nejsou vidét zad-
né zndmky ruzného rozptylu méfenych dat). Na Obr. muzeme vidét hodnoty
residui vynesené v grafu oproti hodnotdm nezavisle proménné. V tomto grafu mu-
zeme vidét rovnomeérné rozprostiend residua okolo osy . Na Obr. Y muzeme vidét
vynesené hodnoty residui oproti hodnotdm prolozené funkce. Opét neni vidét zad-
na znamka podezielého chovani residui, ktera jsou rovnomeérné rozprostrené kolem
osy x. Nakonec jesté musime podle Obr. @ zkontrolovat nezavislost mérenych hod-
not. Na tomto grafu opét nevidime nic podezrelého, vSechna residua jsou ndhodné
rozprostfeny kolem pocatku souradnic s zadnou tendenci shlukovani v jednotli-
vych kvadrantech. Na zadnych z téchto grafi jsme nenasli zddnou zndmku toho,
ze by byl porusen néktery z pfedpokladii linedrniho regresniho modelu. Na zavér
tedy muzeme Tici, ze pouziti linedrni regrese bylo v tomto prikladé bezproblémové
a obdrzené vysledky mizeme povazovat za presné.

Nyni se budeme zabyvat ilohou ¢). Graf namérenych hodnot a prolozené funkce
muzeme vidét na Obr. pf. Z tohoto grafu muzeme vidét, ze prokladand funkce
na namérend data sedi pomérné dobre, ale je mozné, ze budeme mit problém
s poruSenim predpokladu homoscedasticity (mtzeme si vSimnout, ze naméfené
hodnoty v pravé ¢asti grafu maji véts{ rozptyl nez data na levé strané grafu). Na
Obr. muzeme vidét graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné. Tento
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graf potvrzuje nase podezreni o tom, ze méfenad data nemaji stejny rozptyl. I zde
je vidét, ze residua v pravé Casti grafu maji vétsi rozptyl nez residua v levé Casti
grafu. Na Obr. 2 mizeme vidét graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce. I na
tomto grafu muzeme pozorovat, ze mérenad data nemaji stejny rozptyl. Na druhou
stranu si ale musime uvédomit, ze rozdil mezi rozptyly neni nijak podstatné velky.
Na Obr. muzeme vidét graf residui oproti posunutym residuim. Opét miuzeme
pozorovat, ze residua nemaji tendenci shlukovat se v zadném z kvadranti a jsou
rovnomérné rozptylena kolem pocatku souradnic, coz znaci, ze nase méreni byla
nezavisla. Na zdvér muzeme Fici, Ze jsme z grafu sice vypozorovali, Ze nase méreni
neméla stejny rozptyl, ale poruseni tohoto predpokladu neni nijak vyrazné a bude
mit spiSe zanedbatelny vliv na platnost vysledki obdrzenych pouzitim linedrni
regrese.

Na zévér jesté provedeme statisticky test vhodnosti prokladané funkce v pri-
kladu ¢) (v ptikladu b jej provést nelze, nebot tam nemdme vice méfeni pro stejné
hodnoty nezévisle proménné). Tento test byl popsan v textu seridlu a proto ho
zde nebudeme podrobné opakovat, jen uvedeme, ze testova hypotéza a alternativa
maji tvar

H : Proklddand funkce je zvolena spravné.
A : Prokladand funkce neni zvolena spravné.
Pouzitim vypocetniho softwaru R dostaneme hodnotu testové statistiky pro nase

konkrétni data
CH=14

a p-hodnotu

p=0,24.
Vidime tedy, Ze nezamitdme testovanou hypotézu na hladiné spolehlivosti o =
= 0,05. Toto znaci (spolené s grafy popsanymi vyse), ze jsme proklddanou funkci
zvolili spravné.
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hodnoty y
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y=ax®+bx+c
—— prolozena funkce
o naméfené hodnoty

hodnoty x

Obr. 57: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z piikladu b).

residua

hodnoty x

Obr. 58: Graf residui oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu b).
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Obr. 61: Graf residuf oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu c).
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Uloha VLS ... nelinearni

a)

b)

d)

Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd nelinedrni regrese (po-
staci vlastnimi slovy popsat nasledujici: model nelinedrni regrese, zptisob od-
hadu regresnich koeficientii, vyjadreni nejistot odhadi regresnich koeficienti
a hodnot prokladané funkce, statistické testy hodnot regresnich koeficientii,
identifikovatelnost parametrii a zptsob volby proklddané funkce). Neni potie-
ba uvadét presna matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy a vlastnosti
strucné popsat.

V prilozeném datovém souboru regresel.csv naleznete dvojice hodnot (zi,y;).
Témito daty chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé sinusoida, tedy funkce tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

Vykreslete graf namérenych hodnot a prolozené funkce a strucné ho okomen-
tujte (takovyto graf musi mit vSechny nélezitosti). Neni potieba délat regresni
diagnostiku.

Népovéda: Dejte si pozor na identifikovatelnost parametrii v tomto modelu
a vhodné omezujici podminky na parametr c.

V prilozeném datovém souboru regrese2.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;).
Témito daty chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé exponenciala, tedy funkce tvaru

f(z) = a+ e,

Urcete hodnoty odhadi vsech regresnich koeficienti véetné nejistot méreni.
Napovéda: Grafickou metodou oveérte predpoklad homoskedasticity a v pripa-
dé potreby pro urceni nejistot méreni regresnich koeficientii pouzijte Whitetuv
(sendvicovy) odhad kovariancéni matice.

V prilozeném datovém souboru regrese3.csv naleznete dvojice hodnot (i, y;).
Témito daty chceme proloZit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto
pripadé hyperbola, tedy funkce tvaru

flz) =a+

br+c’

Vykreslete graf namérenych dat v podobé primérii a chybovych tisecek a pro-
lozené funkce a struéné ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny néle-
Zitosti). Provedte regresni diagnostiku.

Bonus: V prilozeném datovém souboru regresed.csv najdete dvojice hodnot (z;, ;).
Témito daty chceme prolozit teoretickou zavislost, kterd je ovsem prilis slozitd na
analytické vyjadreni. Prolozte témito daty regresni spliny (s vhodné zvolenymi uzly
a vhodné zvolenym stupném).

Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tkoli

postaci drobné upravit priloZzeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu
vysvétlena potrebnd syntaxe jazyka R.
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a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen prectenim patého dilu seridlu.
Na tomto misté popiseme jen opravdu nejzakladnéjsi véci.
Nelinedrni regrese se pouzije v pripadech, kdy chceme namérenymi daty pro-
klddat funkci, kterd neni linedrni v nezndmych regresnich koeficientech. Mate-
maticky model nelinedrni regrese je tedy takovy, ze uvazujeme mérena data ve
tvaru

yi:f(wi7507/617"~7/8k)+6i7

kde y; jsou namérené hodnoty zavisle proménné, x; jsou hodnoty nezavisle
proménné a &; je ndhodna nepfesnost meétreni, o které predpoklddame, ze ma
rozdéleni N(0,0?).

Na odhad regresnich koeficienti z namérenych dat pouzivime metodu maxi-
maélni vérohodnosti, kterd je v tomto modelu ekvivalentni metodé nejmensich
¢tvercu. Odhady regresnich koeficientid tedy volime tak, aby celkovy soucet

Ctvercu
n

> i — f(@i, Bos -, Br))’

i=1
byl co moznd nejmensi (odtud nézev metoda nejmensich étverci). V pripadé
nelinedrni regrese uz neexistuji explicitni vzorce na vypocet hodnot odhadnu-
tych koeficientti, tyto odhady musime hledat za pomoci numerickych metod
a matematického softwaru.
Podobné jako v linearni regresi mizeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro
hodnoty nezndmych regresnich koeficienti i pro hodnoty proklddané funkce.
V ptipadé nelinedrni regrese uz jsou ale vzorce na vyjadfeni téchto nejistot
zna¢né komplikované, proto jsme je v textu seridlu neuvadéli. Stacilo nam,
ze nam tyto nejistoty poskytne matematicky software na vystupu. Zminéné
intervaly spolehlivosti maji pro dostateény pocet méfeni (alespon 4-5 krét vice
méfeni nez nezndmych regresnich koeficient) nésledujici vlastnosti

P(,Bi € (B\iiul,%sfi)) =1-a,
P(f(x,ﬁ07...,ﬁk) € (f(m7éz)7...,6;)iul_%sﬁ(m))) =1-q,

K; . o v s z . . P v z
kde s je nejistota méfeni regresniho koeficientu a s () je nejistota méient

funkéni hodnoty prokladané funkce v bodé x.

V pripadé linedrni i nelinedrni regrese mizeme provadét statistické testy o hod-
notach regresnich koeficienti. Miuzeme tedy testovat hypotézy a alternativy
typu

H:pj=1,
A #9,
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kde ¥ je néjakd predem zvolena konstanta. Jako testova statistika se v tomto
pripadé pouzije nasledujici transformace namétrenych dat

r_Bi=9

K;

I
Sn

kde sf 7 je nejistota méfeni regresniho koeficientu. Kriticky obor takovéhoto
testu ma potom tvar

C=(-o0,ug)U(ui—g,00).

Jednoduchou tpravou by se dal tento test upravit k testovani jednostrannych
modifikaci zminéné hypotézy a alternativy.

Stejné jako v linedrni regresi je nutné volit za prokladané funkce jen takové
funkce, které maji néjaké fyzikdlni opodstatnéni. V opac¢ném pripadé se vy-
stavujeme velkému riziku Spatné volby proklddané funkce. Vsechny zavéry by
potom byly chybné.

V nelinearni regresi navic jesté vyvstava podminka identifikovatelnosti parame-
tra naseho modelu. Jednoduse feceno musi platit, ze pro rtizné volby regresnich
koeficientd musi byt proklddana funkce jina. V opa¢ném pripadé bychom totiz
nemohli jednoznac¢né urcit odhady hodnot regresnich koeficienti. Pokud mame
model s neidentifikovatelnymi parametry, tohoto problému se da vzdy zbavit
preparametrizovanim pomoci mensiho poctu parametri.

Namérenymi daty chceme proklddat teoretickou funkci tvaru

f(z) =a+b-sin(cz +d).

V tomto momenté si musime uvédomit, ze je to presné pripad, ktery jsme popi-
sovali v textu seridlu jako problémovy z hlediska omezeni na hodnoty parametru
a identifikovatelnost parametri.

Kdyz si vykreslime jednoduchy graf namérenych hodnot bez proklddané funk-
ce, vidime, ze méfend data maji priblizné tvar sinusoidy s periodou rddové m.
Pokud bychom nijak neomezili moznou hodnotu parametru c, ktery ovliviiuje
periodu sinusoidy, velmi pravdépodobné bychom dostali na vystupu z mate-
matického softwaru velmi velkou hodnotu tohoto koeficientu (nebot pro velkou
hodnotu periody by funkce sinus prosla naméfenymi daty velmi pfesné). Jelikoz
ale z grafu vidime, ze perioda mérenych dat bude pomérné nizka, pridame jesté
omezeni na hodnotu parametru c. Priddme si podminku, ze odhad parametru c
musi lezet v intervalu

(0,2),

coz odpovida periodé sinusoidy vétsi nez I (toto je z obrdzku jisté splnéno).

Dale si priddme omezeni na mozné hodnoty parametru d. Budeme chtit, aby
odhad tohoto parametru lezel v intervalu

(—m, 7).

Toto délame z duvodu identifikovatelnosti parametru v nasem modelu.
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S témito dvéma omezenimi jsou uz vsechny parametry v nasem modelu iden-
tifikovatelné a muzeme nechat matematicky software spocitat jejich odhady.
Po dosazeni naseho modelu véetné téchto dvou pozadavku do vypocetniho pro-
stredi R dostdvame na vystupu odhady regresnich koeficient, pomoci kterych
muzeme vykreslit graf proklddané funkce. Takovyto graf spoleéné s interva-
lovym odhadem pro proklddanou funkci muzeme vidét na Obr. @ 7 tohoto
grafu je vidét, ze prolozend funkce sedi na namérend data velmi dobre, takze
nemusime pridavat zadné dalsi omezujici podminky a muzeme takovyto model
prohlésit za finalni. Zaroven je vidét, ze jsme proklddanou funkci urcili pomérné
presné, jelikoz interval spolehlivosti je pomérné tuzky.

(=]
~ y = a+b.sin(cx+d)
o naméfené hodnoty
3 * prolozena funkce
- 95 % interval spol.
e
—
>
2 n
2 o7
<]
o
< o
=
0
S 4
]
<
5

hodnoty x

Obr. 64: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z piikladu b).

¢) Naméfenymi daty budeme chtit proklddat teoretickou funkci tvaru

f(z) =a+ e,

Vsechny regresni koeficienty v tomto modelu jsou identifikovatelné a neni zadny
problém s omezenosti nékterého koeficientu. Vse je tedy pfipraveno na vlozeni
do vypocetniho prostiedi R.

Matematicky software ndm na vystupu poskytne hodnoty odhadi regresnich
koeficient1i, na zakladé kterych miazeme vykreslit graf namérenych hodnot a pro-
lozené funkce, ktery muzeme vidét na Obr. . Z tohoto grafu dostavime velké
podezteni na poruseni predpokladu homoskedasticity. Toto jesté pro jistotu ové-
fime na grafu residui oproti hodnotdm nezévisle proménné, ktery miuzeme vidét
na Obr. p. Z téchto dvou grafi je nam jasné, ze predpoklad homoskedasticity
byl porusen a Ze pro urceni nejistot regresnich koeficientti budeme muset pouzit
Whiteiv (sendvicovy) odhad kovarianéni matice.
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y=a +ebx+c °
o naméfené hodnoty
proloZena funkce

hodnoty y

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

hodnoty x

Obr. 65: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z piikladu c).

Matematicky software R poskytl nasledujici odhady regresnich koeficienti a pri-
slusnych nejistot (vypocitanych na zdkladé Whiteova odhadu kovarianéni ma-
tice)

a = (2,49 £+ 0,08),

b=(3.6+0,7),

c=(-59+14).

Na zévér tohoto piikladu muzeme konstatovat, ze nejistoty méreni regresnich
koeficientu spocitané klasickym postupem (které v piipadé heteroskedasticity
nejsou spravné) se od nejistot méfeni regresnich koeficientii spocitanych pomoci
Whiteova odhadu kovarianén{ matice 1i${ maximéalné o 45 %.

Namérenymi daty budeme prokladat funkci

J@)=a+

br+c’

Je vidét, ze vSechny parametry jsou identifikovatelné a Ze nemuze nastat pro-
blém s omezenosti jednotlivych parametri, jelikoz prokladana funkce neni pe-
riodickd. MuZeme tedy rovnou pomoci nelinedrni regrese prolozit tuto funkci
naméfenymi daty. Graf prolozené funkce a naméfenych dat ve formé chybovych
usecek muzeme vidét na Obr. 7. Je vidét, ze prolozena funkce dobre sedi na
naméiend data. Zaroven nejsou vidét zadné zndmky heteroskedasticity. Mu-
zeme se tedy domnivat, ze byly vSechny predpokladu nelinedrniho regresniho
modelu splnény. Toto ovSem jesté ovérime podrobnéjsi regresni diagnostikou.

Na Obr. (g, resp. mizeme vidét graf residui oproti hodnotdm nezavisle
proménné, resp. graf residui oproti hodnotam prolozené funkce. Na obou grafech
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Obr. 66: Graf residuf oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu c).

vidime néhodny shluk bodu kolem osy x bez Zadné tendence shlukovani nad
nebo pod osou z ani rizného rozptylu residui v riznych ¢astech grafu. Mizeme
tedy usoudit, Ze jsme prokladanou funkci volili spravné a_ze namérend data
splnuji predpoklad homoskedasticity. Dale miizeme na Obr. [/( vidét graf residui
oproti posunutym residuim. Na tomto grafu vidime jen ndhodny shluk bodu
kolem pocatku souradnic bez znamek shlukovani v jednotlivych kvadrantech.
Miuzeme tedy usoudit, ze i predpoklad nezavislosti méreni byl pravdépodobné
splnén.
Na zavér tedy muzeme Fici, Ze regresni diagnostika neodhalila zddné zavazné
poruseni predpokladi nelinedrniho regresniho modelu. Toto prolozeni tedy mu-
zeme povazovat za splnéné a konstatovat, ze aplikace nelinedrniho regresniho
modelu na tato data byla v poradku.
Bonus: Nasim tkolem bude prolozit zadanymi daty regresni spliny. Nez zacneme
zadavat néjaké prikazy do matematického softwaru, musime si uvédomit, jakym
omezenim celime. Pfedné si musime uvédomit, ze nas datovy soubor ma celkem 89
méteni. Z toho vyplyvad omezeni na pocet regresnich koeficientti, ktery by nemél
prekrocit 15, aby na jeden regresni koeficient ptipadalo alespon 5 méfeni. V ideal-
nim pripadé bychom se méli snazit volit co nejmensi pocet regresnich koeficientt,
ale zaroven musi byt prolozenda funkce dostatecné presna. Dalsim omezenim je stu-
pen proklddanych polynomi. Musime si uvédomit, ze vysoky stupen prokldadanych
polynomt zvysuje pocet potfebnych regresnich parametri. Musime tedy opét vy-
vazit presnost proklddané funkce a pozadavek na co nejnizsi stupen proklddanych
polynomt. Podle teorie vylozené v textu seridlu zacneme se stupném 3 a pripadné
budeme déle, pokud to situace bude vyzadovat, stupen zvysovat.
Nyni uz muzeme zacit s prokladanim samotné funkce. Budeme postupovat pres-
né podle navodu v textu seridlu. Nejprve tedy jako uzly nasich regresnich splini
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Obr. 67: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu d).

zvolime ty body, ve kterych se nejvice méni chovani méfrenych dat, nasledné bude-
me tuto volbu upravovat (pfipadné pridévat vice uzli), abychom docilili spravné
podoby prolozené funkce.

Timto postupem jsme po nékolika iteracich dospéli k modelu, kde prokladame
polynomy tretiho stupné a uzly mame zvolené v bodech

1;1,8;2,2;3;4,5;5;6;6.5.

Na Obr. a muzeme vidét namérend data spolecné s prolozenou funkci. Je vidét,
ze takto zvolend funkce velice dobfe aproximuje namérend data, muzeme tedy
takovyto model prohlésit za findlni.

Na zavér jen poznamenejme, ze vyse popsana volba uzldi rozhodné neni jedina
spréavna. Kdybychom néktery z uzli o trochu posunuli, tvar prokladané funkce
by se témér nezménil a vysledny model by byl stale spravny. Je navic mozné, ze
podobny graf bychom dostali i pro zcela jinou volbu uzla.

253



FYKOS, XXX. roc¢nik

o
o
o o ° o
~ o oo °
°
%8 o
°
°
o2 8 °
o
I 8 B
= ° o
D 0 © 0o o
Kl o o °
°
Y ° ° H
°
° °
< |
i
°
T T T T
0.0 0.5 1.0 15

hodnoty x

Obr. 68: Graf residuf oproti hodnotdm nezavisle proménné z prikladu d).
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Obr. 69: Graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce z piikladu d).
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posunuta residua

residua

Obr. 70: Graf residui oproti posunutym residuim z ptikladu d).

regresni spliny 5

o naméfené hodnoty
—— proloZené funkce

N 95 % interval spol.

hodnoty y
1

hodnoty x

Obr. 71: Graf prolozenych regresnich splini namérenymi daty z bonusového
prikladu.

255



FYKOS, XXX. roénik

=
*‘g’cg& Akce FYKOSu

Podzimni soustfedéni v Zasece

Podzimn{ soustfedéni probéhlo v Zasece u Radostina nad Oslavou ve dnech 24. 9.—
2. 10. 2016.

Organizatori

Filip Ayazi, Markéta Caldbkovéd, Veronika Dockalova, Jakub Dolejsi, Petr Dole-
zal, Lubomir Grund, Miroslav Hanzelka, Erik Hendrych, Oldfich Holcner, Jakub
Jambrich, Dominika Kalasova, Karel Kolar, Lukas Ledvina, Mikulds Matousek,
Kristina Nesporova, Michal Nozicka, Ales Podolnik, Jakub Slama, Luk&as Timko

Uéastnici

Alzbéta Andryskovd, Jachym Bartik, Vit Beran, Jifi Blaha, Petr Doubravsky, To-
mas Dulava, Jindfich Dusek, Ivan Huddk, Ondfej Knopp, Lucie Kundratova, Matéj
Mezera, Vaclav Mikeska, Josef Minatik, Ladislav Nagy, Daniela Pittnerova, Zuza-
na Richterova, Katerina Rosické, Viktor Rosman, Jakub Ruzicka, Matéj Rzehulka,
Jakub Smolka, Dominik Stary, Stépan Stenchlik, Katefina Stodolova, Jan Stiele-
ek, Klara Sevéikové, Petra Stefanikova, Ladislav Trnka, Eva Vochozkova

ma
edemumé druZic

Prednéska o plazmatu.
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Ucastnici zachranuji skartované materidly.

Legenda

Do korporétni firmy FYKOS Entertainment bylo prijato 26 zaméstnancu na pozice
Senior programétorti, Junior programatori, sekretarek, stazistt a uklizecek. Firma
disponovala programem pro osobnostni rozvoj zaméstnanct s moznosti karierniho
rustu a sestupu. Snahou zaméstnanct bylo napiiklad vytvareni reklamnich banert,
odpis rozbité techniky, odhalovani pricin poskozeného zdznamu z kamer, praumys-
lové Spiondz, zachranovani skartovanych informaci, likvidace nehody po jaderném
vybuchu apod. Na konci byla sice firma vys$sim vedenim vytunelovina a vSichni
zaméstnanci byli propusténi, nicméné byla pro né alespon usporaddna zavérecna
party s koupanim v bazénu.

Jarni soustredéni v Domasové nad Bystrici

Jarni soustredéni probéhlo v Domasové nad Bystfici ve dnech 25. 4. — 2. 5. 2017.

Organizatori

Veronika Dockalova, Kristina Nesporova, Lubomir Grund, Jakub Dvorak, Karel
Kolar, Lukas Timko, Daniel Dupkala, Filip Ayazi, Jakub Jambrich, Jakub Dolejsi,
Markéta Caldbkovd, Michal Koutny, Michal Nozicka, Mikulds Matousek, Michal
Cervendak, Jakub Safin, Petr Dolezal, Ale§ Podolnik, Dominika Kalasov4, Martina
Dobronové (ndvstéva), Miroslav Broz (ndvstéva)

Uéastnici

Alzbéta Andryskovéd, Katefina Barotové, Vit Beran, Jif{ Blaha, Katarina Castu-
likova, Petr Doubravsky, Tom&s Dulava, Jindfich Dusek, Marie Grunova, Ivan
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Hudak, Jakub Jobus, David Kostak, Matéj Kratky, Radka Krizova, Lucie Kun-
dratové, Filip Novotny, Daniela Pittnerovd, Matéj Prokop, Zuzana Richterovi,
Katefina Rosicka, Viktor Rosman, Pavla Rudolfovd, Jakub Ruzicka, Dominik Sta-
ry, Stépan Stenchlik, Katefina Stodolové, Jan Stiele¢ek, Martin Vaviik, Eva Vo-
chozkova, Jifi Zelenka

Vyuka kouzel.

Legenda
Rok se s rokem segel a do gkoly Car a kouzel v Bradavicich bylo p¥ijato na 30
novych prvaki, aby se zde naucili kouzelnickému uméni. Po ndkupu vseho potieb-
ného vybaveni, predevsim htlek a habita, v pricné ulici se studenti prepravili do
Bradavic, kde na né ¢ekal tradiéni zafazovaci ceremonidl. Moudry klobouk vSechny
roziadil dle jejich vlastnosti a schopnosti do ¢tyt koleji — Nebelviru, Havrasparu,
McGonagallovou, ve kterém neopomnéla zduraznit prisny zékaz vstupu do chodby
vlevo ve druhém patre, a kone¢né vsemi oc¢ekdvand hostina.

Nésledujici dny travili studenti poctivym studiem kouzel fyziky, matematiky
a informatiky, doplnéné pravidelnymi turnaji ve famfrpalu a kazdodenni rannim
¢tenim Denniho véstce. Co by to ovsem bylo za skolni rok v Bradavicich, kdyby
nenastaly néjaké problémy. Hned v pribéhu prvniho dne nékdo ukradl ve vitri-
né vystavenou polovinu bezové hillky — pozustatek nejmocnéjsi hillky na svété a
také relikvie smrti. A tak se na popud feditelky McGonagallové rozbéhlo patra-
ni po ztracené druhé poloviné hilky, aby i ona nepadla do nespravnych rukou.
Navic, aby starosti nebylo mélo, zmizel profesor obrany proti c¢erné magii Sche-
meek, po chodbéach se zacaly objevovat hriizostrasné napisy s podpisem Gumidek
Sebermech a v tzkém profesorském kruhu kolovalo podezieni, ze feditelka se po-
sledni dobou chova néjak zvlastné. Po nékolika nebezpecnych patracich vypravach
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se studentim opravdu podarilo druhou polovinu bezové hilky najit a predat Mc-
Gonagallové. Jaké vsak bylo jejich prekvapeni, kdyz se ukazalo, ze Teditelka je ve
skutecnosti ztraceny profesor Schemeek, ktery se preménil do jeji podoby pomo-
ci mnoholi¢ného lektvaru, a skutecnd McGonagallova je uz nékolik dni zaviend v
krabici. Schemeekovi se tedy podlou Isti podafilo ziskat obé pilky hulky a s nimi
velkou moc. Studenti se jej vSak nezalekli, a i pres to, ze byli Schemeekem pre-
misténi nezndmo kam a pak dokonce docasné oslepeni, podafilo se jim spole¢nymi
silami Schemeeka Umbridge, alias Gumidka Sebermecha, lapit a tim ukoncit jeho
radéni. A kdoze vyhral skolni pohar? No prece Havraspar.

FYKOS/ Fyziklani

Soutézici diskutuji o feseni dlohy.

11. ro¢nik FYKOSiho Fyzikldni probéhl v patek 17. 2. 2017 v budovach Matema-
ticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Protoze zdjem o soutez stale narusta,
opét se soutézilo na vice mistech. Kategorie A soutezila v budové na Malé Strané,
kategorie B a C byly umistény v prostorach MFF na Karlové. Diky tomu se soutéze
zucastnil rekordni pocet 118 tymu. Do kategorii byly tymy rozfazeny podle ro¢niku
studia jednotlivych ¢lent. V kategorii A (tedy kategorii nejstarsich) zvitézil tym
il ve slozeni Mat&j Mezera, Jachym Bértik, Mat&j Coufal, Jan Hlavaé (vsich-
ni Gymnézium, Havlickiv Brod) a Vit Beran (Masarykovo Gymndazium, Plzen).
I druhy tym byl z Ceska a Slovéci tak spadli po 4 letech aZ na tiet{ misto. V ka-
tegorii B vyhral tym Kontrapunkt z Gymnézia Jana Keplera v Praze, v kategorii
C se z vitézstvi tésil tym z Gymnéazia Brno, t¥. Kpt. Jarose.
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Vitézné tymy prebiraji ceny.

Pravidla

Soutéze se tcastni druzstva s nejvyse péti ¢leny. Na zacatku soutéze dostane kaz-
dé druzstvo sedm piikladu. Za tspésné vyreseny piiklad si druzstvo pripise pocet
bodu, ktery zavisi na poctu pokust potrebnych k jeho vyreseni. Déle si od orga-
nizdtoru vyzvedne novy priklad. Samotna soutéz probihd 3 hodiny a jejim cilem
je samozrejmé ziskat co nejvétsi pocet bodi. Presnd pravidla jsou k dispozici na
webovych strankach seminare.

Vysledky
Stredoskolaci A
1.  Gymnazium Havlickav Brod, Masarykovo Gymnéazium, Plzen 194 b.
2. Gymnézium Opatov, Praha 193 b.
3.  Gymnézium Jura Hronca, Bratislava 190 b.

Stredoskolaci B

1.  Gymnazium Jana Keplera, Praha 169 b.
2. Gymnézium Grosslingova, Bratislava 158 b.
3. Gymnézium Komenského, Havirov 149 b.
Stredoskolaci C

1.  Gymndazium Brno, ti. Kpt. Jarose 139 b.
2. Gymnézium J. Ortena, Kutna Hora 137 b.
3.  Gymnézium F. Palackého, Valasské Meziric¢i 128 b.

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina véetne
bodovant jednotlivgch iloh je na nasich webovijch strdnkdch.
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Fyziklani online

Letos probéhl jiz Sesty ro¢nik internetové soutéze Fyziklani online. Konal se ve
stfedu 30. 11. 2016. Do soutéze se aktivné zapojilo 149 ceskych a slovenskych
stredoskolskych tymu, 48 zahrani¢nich stredoskolskych tymu a 51 tyma v kategorii
open, celkem tedy 248 tymi sestavajicich 1097 ucastnikii. Tim se prekonal lonsky
rekord v poctu zucastnénych o celych 19 tymaia.

Celkovym vitézem se stal tym Castrambe z kategorie open se ziskem 192 bodi.
Na druhé pricce se umistil tym FtdKopySk - fks.sk se 189 body a tfeti pozici ziskal
tym PMF se 166 body, oba dva rovnéz z kategorie open. Vitézem kategorie A
ceskych a slovenskych stredoskoldku se stal tym Hatalom se 139 body, ¢imz se
umistil na celkovém sedmém misté a prvnim misté mezi stfedoskolskymi tymy.
Ziskem 125 bodi se tym Cornuova spirdla dostal na prvni misto v kategorii B
a celkové 10. misto. Z tymu kategorie C na prvni pricku dosahl tym Gdda a Alfa
Sameci, ktery ziskal 68 bodt a celkové tedy skoncil na 58. misté. Nejlepsi zahrani¢ni
stredoskolsky tym Immolated Marmosets se umistil celkové 16. se 115 body.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy, maximélné péticlenny, tym obdrzel sedm tloh s jed-
noznacnym c¢iselnym vysledkem. Po zadani spravného vysledku do internetového
systému ziskal tym zadani nasledujici ilohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pficemz v pri-
béhu soutéze probéhla také pulhodinova hurry up ¢ast, v niz byly tlohy rozdéleny
do tif fyzikalnich témat a vyreseni kazdé tlohy bylo hodnoceno bonusovymi body.
Jelikoz se soutéz konala pfes internet, byly vSechny pomicky povoleny.

Vysledky

Stredoskolaci A

1. Hatalom 139 b.
2. Perturbace druhého tadu 121 b.
3. Kepleraci © 117 b.
4. GJH A 105 b.
5. Vombat 93 b.
Stredoskolaci B

1.  Cornuova spirdla 125 b.
2.  Hyperofabula ugongi dugongi 110 b.
3. Zlodéji polstarka 100 b.
4.  Fycusové 73 b.
5. Kontrapunkt 72 b.
Stredoskolaci C

1. Géada a Alfa Samci 68 b.
2. Albertove dievcata 60 b.
3. Co meno to pojem 59 b.
4. mcnadruhou 58 b.
5. Fanatickd pétka 52 b.
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Zahranic¢ni stfedoskolaci

1. Immolated Marmosets 115 b.
2. Jungle King 109 b.
EROHR E 88 b.
4. Branes 87 b.
5.  Resonance 85 b.
Open

1. Castrambe 192 b.
2.  FtaKopySk - tks.sk 189 b.
3. PMF 166 b.
4.  Smoluchowski’s team 162 b.
5. Fizzy wizzies 152 b.

Ve vijsledkové listiné jsou uvedeny pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina
véetné bodovdni jednotlivych dloh je k nalezeni na webovych strankdch soutéZe.

Fyzikalni Naboj

Domaci tym z Gymnazia Ch. Dopplera skoncil druhy v kategorii Juniofi.

V tomto skolnim roce FYKOS organizoval ve spolupraci se slovenskym FKS uz
podruhé soutéz Fyzikdlni Naboj. Néboj je soutéz, kterd probihd podobné jako
FYKOSi Fyziklani — 5¢lenné tymy béhem dvou hodin Fesi fyzikalni dlohy, pficemz
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se snazi ziskat co nejvice bodu za spravné feSeni. Kromé krat$iho ¢asu na feSeni
tloh se Naboj od Fyziklani lisi i po¢tem bodt za spravny vysledek — za ten soutézici
ziskajl vzdy jen jeden bod a za Spatnou odpovéd nedostévaji zadnou penalizaci.
Soutéz probihad soucasné na vice mistech, tento rok se kromé Prahy a Bratislavy
konala téz v madarské Budapesti nebo polském Gdansku. V Praze jsme i tento rok
soutéz organizovali na Gymnaziu Christiana Dopplera, které ndm ochotné poskytlo
prostory.

Za Ceskou republiku v Praze soutézilo 33 tymi. Na zékladé véku byly rozdéleny
do dvou kategorii — Juniofi a Seniofi.

Vitézné tymy, kat. Seniofi

1. (5.) Gymnazium Havlicktiv Brod, Staflova 2063, Havlickiiv Brod
2. (6.) Gymnéazium, Tomkova 45, Olomouc - Hejé¢in

3. (7.) Gymnézium Christiana Dopplera, Zborovska 45, Praha 5

zné tymy, kat. Juniori

1. (2.) Gymnazium, Spitalsks 2, Praha 9

2. (4.) Gymnézium Christiana Dopplera, Zborovské 45, Praha 5
3. (7.) Gymnézium, t¥ida Kapitdna Jarose 14, Brno

V zdvorkdch je uvedeno poradi v ramci mezindrodniho Zebricku. Kompletni vysled-
kovou listinu najdete na webu soutéze.

Den s experimentalini fyzikou

Uéastnici v laboratoti CVUT.
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Den s experimentdlni fyzikou (DSEF) je kazdoro¢ni akce FYKOSu, kterd umoz-
nuje studenttm stfednich skol nahlédnout do fyzikalnich laboratori. Letosni Den
s experimentdlni fyzikou probéhl dne 8. 11. 2016 v Praze. V dopolednich hodi-
nach studenti navstivili laboratore MFF UK v budové Ke Karlovu 5, Praha 2.
Zde se mohli dozvédét, pro¢ a jak fyzici studuji zivé bunky, jak funguje transmis-
ni a skenovaci elektronovy mikroskop, co je to akustickd emise a mnoho dalsiho.
Odpoledne odjela jedna polovina studentt do laboratore vysokych napéti a druhé
navstivila Cesky hydrometeorologicky tstav. Akce se ztidastnilo 65 studentti.

Cyklus prednasek pro stredoskolaky

Letosni rok prednéasek pro stredoskolaky obsahoval dohromady deset prednések,
po péti v obou semestrech. Témata v obou semestrech byla riznorodé. V zimnim
byla rozvijena zejména témata tzce souvisejici s mechanikou, v letnim jsme pak
podrobné rozvinuli téma integrace a po dlouhé dobé se opét vratili k experimentalni
fyzice a elektrodynamice.

Témata zimnich predndsek byla: Newtonovy srazky (Jifi Narozny), Zakony
zachovani (Lukéa$ Ledvina), Mechanické oscilitory (Patrik Svancara), Obyéejné
diferencidln{ rovnice (Tom4as Barta) a Nebeskd mechanika (Viktor Skoupy).

V letnich prednaskéch prednaseli pfedevsim dva prednésejici a jeden s netradic-
néjsim, ale zajimavym tématem: Ziklady integralu ve fyzice & Integraly ve fyzice
(Dominik Beck), Zpracovani méfeni (Daniel Slezdk), Vypocetni neurobiologie (To-
m4s Barta) a Magnetostatika (Daniel Slezdk).

R4di bychom vés pozvali na prednasky dalsiho roku. Seznamy videi se nachézeji
na strankach YouTube® nebo v seznamu predndsek FYKOSu®.

1 https://www.youtube.com/user/fykosak/playlists
2http://fykos.cz/akce/prednasky/archiv
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Poradi resiteli

v /7 Vv Vv o
Poradi resiteli
Kategorie prvnich rocniki
jméno skola P
Student Pilny MFF UK 380
1. Martin Vavrik G, Sumperk 313
2. Viclav Zvonicek G Brno, tf. Kpt. Jarose 305
3. Jakub Jobus G PdC, Piestany 284
4. Martin Schmied G Jihlava 283
5. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 231
6. Viktor Materna G Brno, tt. Kpt. Jarose 206
7. Matéj Prokop G Dasickd, Pardubice 191
8. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 156
9. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 117
10.—11. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 111
10.—11. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 111
12. Pavla Rudolfovd @G, Videnska, Brno 93
13. Matéj Krdatky PORG, Praha 90
14. Simon Brdzda G, Hlinsko 89
15. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hej¢in 87
16. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava 65
17. Petr Doubravsky Akademické G, Praha 58
18. Filip Novotny G Jihlava 48
19. Timea Szolldsovd G Grosslingova, Bratislava 43
20.—21. Lukds Hronek G, Pisek 39
20.—21. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 39
22. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek 37
23. Filip Wagner G Tisnov 34
24. Joyee Chen Portola HS, Irvine, USA 32
25. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 30
26. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 28
27. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek 25
28. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 23
29. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. 21
30. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava 17
31. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litomérice 16
32. Vojtech Jezek G Legionari, Pribram 14
33.—34. Somna Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. 12
33.—34. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 12
35.—36. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonec n. N. 10
35.-36. Bohumir Zirek G Volgogradska 6a, Ostrava 10
37. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Kralové 8
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 380

1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 344

2. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 320

3. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 264

4. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 252

5. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 243

6. Josef Minarik G Brno, tt. Kpt. Jarose 240

7. Jakub RuZicka G, Nymburk 177

8. Kristian Matustik G, Benesov 157

9. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 142

10. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 101

11. Jakub Smolka Slezské G, Opava 98

12. Dominik Bero G L. Svobodu, Humenné 88

13. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend 81

14. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 73
15.—16. Karel Balej G a SOS, Rokycany 59
15.-16. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hejé¢in 59
17. Veronika Vohnikovd Novy PORG, Praha 35

18. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté 28

19. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnov n. Kn. 25
20.—22. Martin Dinh G, Ttinec 17
20.—22. Daniel Martynek G, Ttinec 17
20.—-22. Stépdn Stryja G, Ttinec 17
23. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vahom 16

24. Andrea Binovd G, Cesks Lipa 15
25.—26. Josef Sabol G Chotébor 12
25.—26. Marie Vandkovad G Boticska, Praha 12
27.—28. Mdté Eke Gymnézium, sSOS a jazykova skola 11
27.—28. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnov n. Kn. 11
29. Kldra Nechanickd G Neumannova, Zdar n. S. 10

30. Viclav Bulin G, Plasy 9
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Poradi resiteli

jméno skola P

Student Pilny MFF UK 344

1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 273

2. Tomdas Dulava Matiéni G, Ostrava 238

3. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 188

4. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 165

5. Dominik Stary G, Benesov 164

6. Martin Okdnik G Tajovského, B. Bystrica 136

7. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 131

8. David Kostak G, Josefska, Praha 114

9. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Praha 91

10. Dawid Dvordk 7S a G, Konice 54

11. Daniela Hrbdcovd Wichterlovo G, Ostrava 47

12. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Mesto n. V. 37

13. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 34

14. John Richard Ritter G Masarykovo nam., Ttebic 33

15. Jiri Loffelmann G, Litoméricka, Praha 31

16. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovice 27

17. Andrej Holmes G Ruzomberok 24

18. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun 22

19. Markéta Jirmanovd BG B. Balbina, Hradec Kralové 20

20. Filip Keller G P. de Coubertina, Téabor 18
21.-22. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec 17
21.—22. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava 17
23. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice 16

24. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov 15
25.—26. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen 12
25.—26. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen 12
27.—28. Kristyna Davidkovd Biskupské G, Brno 11
27.-28. Jakub Kovdrik G, Hodonin 11
29. Ondrej Bilek SPS, Vlagim 9
30.—32. Tomds Hudcovic Jirdskovo G, Nachod 7
30.-32. Stépdn Kastowsky G, Hluc¢in 7
30.—32. Petr Semerdk Jirdskovo G, Nachod 7
33.—-37. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejé¢in 6
33.-37. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno 6
33.—37. David Némec G, Tanvald 6
33.—37. Tereza Poldkovd G, Budéjovické, Praha 6
33.—-37. Martin Repcik G, Olomouc-Hejé¢in 6
38. Lukds Vdvah G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice 5
39.—41. Ondrej Hajnys G, Dvir Kralové n. L. 3
39.—41. Jan Lindauer Prvni ceské G, Karlovy Vary 3
39.—41. Aneta Némcovd G, Boskovice 3
42. Filip Geib G M. M. Hodzu, Liptovsky Mikulas 2
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Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola p)
Student Pilny MFF UK 344

1. Jdchym Badrtik G, Havlickuv Brod 354
2. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 315
3. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 194
4. Kldra Sevétkovd G, Uherské Hradisté 187
5. Matéj Mezera G, Havlickuv Brod 166
6. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 146
7. Lucie Hronovd G Brno, t¥. Kpt. Jarose 123
8. Filip Novotny G Masarykovo nadm., Kromériz 116
9. Karel Jokai G, Spitélsks, Praha 68
10. Alzbéta Andriyskovd G, Olomouc-Hejé¢in 48
11. Premysl Stastny G, Zamberk 46
12. Jonds Fuksa PORG, Praha 42
13. Samuel Sipikal G Milana Rufusa 40
14. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 34
15. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava 33
16. Martin Vejvoda G Dobruska 31
17. Branislav Belko G Milana Rufusa 28
18. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina 19
19. Frantisek Zach G, Litomysl 18
20. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice 13
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava 10
22. Viclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. 6
23. Tomas Tesar G Jana Keplera, Praha 4
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DANIEL DUPKALA, MIROSLAV HANZELKA A KOLEKTIV

Fyzikalni korespondenc¢ni seminar
XXX. roénik — 2016/17

Predmluva: Daniel Dupkala

Ndmeéty uloh:
Karel Kolaf (IL2, IILP, IV.2, IV.4, V.1, V.2, V.3, V.2, VL4, VL5, VL.P, VLE),
Miroslav Hanzelka (I.1, 1.5, L.P, IV.3, V.4, VI.1), Michal Nozic¢ka (L.S, II.S,
IILS, IV.S, V.S, VLS), Jakub Dolejs{ (IL3, IIL4, IIL5, V.P, V.E), Lubomir
Grund (1.2, 1.3, L4, [I1.3), Michal Koutny (ILP, IIL1, IV.1, IV.P), Luk4s Led-
vina (I1.5, T11.2), Jakub Safin (IV.5, V.5), Jakub Dolezal (1.2), Erik Hendrych
(III.E), Dominika Kalasov4d (II.1), Mikuldas Matousek (IV.E), Lada Peksova
(I1.4), Marek Scholz (II.LE), Tereza Steinhartova (I.LE), Luk4s Timko (VI.3)

Autori resent iloh:
Jakub Dolejif (L5, L4, IIL4, IIL5, IV.3, IV.P, V.P), Michal Nozi¢ka (LE, LS,
ILS, IILS, IV.S, V.S, VLS), Markéta Calabkova (L1, IL1, IIL2, IV.P, VLE),
Karel Kolaf (IL2, IL5, IV.4, V.1, V.2), Mikul4$ Matousek (L3, ILE, IIL3, V.5),
Jakub Safin (IV.2, V.5, V.E, V1.2), Jakub Dvoiék (I1.3, V.3, VI.2), Daniel
Dupkala (1.2, IV.2), Lubomir Grund (1.4, I1.P), Peter Kubaséik (IV.1, VI.4),
Katefina Smitalova (III.P, IV.E), Filip Ayazi (VL5), Pavel Blazek (VI.1), Mi-
roslav Hanzelka (I.P), Tom4s Hrbek (IV.5), Jakub Jambrich (VI.P), Domini-

(V.E), Katefina Rosicka (IIL.E), Lukds Timko (VI.3)
Zpracovdni dat fyzikdlnich méreni: Michal Nozicka
Legenda podzimniho soustredéni: Michal Nozicka

Legenda jarniho soustredéni: Veronika Dockalova

Sazba: Markéta Caldabkova

Obrdzky a grafy: Michal Cervenak, Miroslav Hanzelka, Luka$ Ledvina, Mikulas
Matousek, Jakub Safin

Jazykové korektury: Kristina Nesporova

Odborné korektury: Miroslav Hanzelka, Jakub Dolejsi, Jakub Safin

Fyzikaln{ korespondenc¢n{ semindf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovidn Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziku.
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