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Serial: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

Uvod

Letosni seridl bude vénovan statistice a zpracovani dat fyzikdlnich méreni. Na prvni pohled
by se mohlo zdét, ze toto téma neni prilis fyzikdlni. , K ¢emu potfebuji statistiku?“, mohli
by si nékteri fyzikové a fyzicky pomyslet. Statistika je velmi dulezitd pro experimentélni fyziku
a nakonec i pro tu teoretickou. Vzdyt kazdy fyzikalni zdkon musi byt potvrzen (pfesnéjsi vyznam
slova ,potvrzen® si rozebereme v tomto seridlu) experimentdlnimi méfenimi, bez toho bychom
nemohli urcit, zda skutecné plati. Na konci tohoto seridlu budeme schopni pomoci matematické
statistiky a naméfenych dat potvrzovat nebo vyvracet riizna tvrzeni aspirujici na fyzikalni
zékony a osvojime si i mnoho dalSich ve fyzikalni praxi uzite¢nych znalosti a dovednosti.

V ramci zaddvanych prikladt se zaméfime hlavné na praktickou préaci s daty, nebot ta
je mnohem dulezitéjsi nez znalost teoretickych poucek. V dnesni dobé si uz nelze predstavit
provadéni slozitych matematickych vypoctid tuzkou na papife, proto i my budeme pouzivat
matematicky software, kterym bude vypocetni prostiredi a programovaci jazyk R. Doufame,
ze se vam podafi si ho zdarné nainstalovat ze stranky https://cran.rstudio.com/ podle na-
vodu distributora. Déle doporu¢ujeme pouzivat editor RStudio (volné ke stazeni ze stranky
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download2/). V pfipadé problému s instalaci
nas kontaktujte na e-mailové adrese nozicka@fykos.cz. Soucasti tloh v kazdé sérii bude také
price s redlnymi daty. Syntaxi jazyka R se budeme ucit z pfipravenych skriptu, které budou
doplnény vysvétlujicimi komentari.

Nyni uz se zaméfme na samotny obsah seridlu. Za¢neme vysvétlenim zdkladnich pojmn,
které budeme pouzivat.

Nahoda

Nahoda je takové casto pouzivané slovo, ale kdyz se poradné zamyslime, uvédomime si, ze je
vlastné velmi tézké definovat, co presné znamend. Na zacCitek si proto musime vyjasnit, co
budeme pod pojmem ndhoda ve zbytku tohoto seridlu mit na mysli. Je dobré zacit z druhé
strany, tedy uvédomit si, co je opakem slova ndhoda nebo ndhodny. Opakem slova ndhodny je
slovo deterministicky (Cesky néco jako ,urceny“), které tikd, Ze je vyvoj popisovaného systému
jednoznacné dan jeho aktualnim stavem. Jako ndhodné jevy tedy oznacime ty jevy, u kterych
nelze predem urcit, jakym zpusobem dopadnou. Jako takovy typicky ndhodny jev si mizeme
oznacit vysledek hodu kostkou. Nikdo doptedu nevi, jaké ¢islo padne na kostce. Kdyby nékdo
takovy existoval, uz by jisté byl diky vsem moznym hazardnim hram velice bohaty. Slovo ndhoda
tedy pro nés bude mit vyznam procesu, ktery zaridi, ze pfi stejnych pocatecnich podminkach
néjakého pokusu, mizeme na konci dostat rtizné vysledky.

Jak presné ta ndhoda funguje pro nas ted nebude podstatné. Naptiklad u zminéného hodu
kostkou miizeme Tici, ze poc¢atecni podminky nejsou vzdy tplné stejné. Vysledek hodu kostkou
zavisi na mnoha parametrech, napriklad rychlosti hodu, rotaci kostky, tvaru podlozky atd. Kdy-
bychom vsechny tyto parametry znali, byli bychom schopni podle fyzikdlnich zdkonu spocitat
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vysledek hodu. Problém je, ze takovychto parametru je prili§ velké mnozstvi na to, abychom
je mohli vSechny presné urcit. I kdybychom ale znali hodnoty vSech téchto parametri, ptislus-
né vypocty by byly natolik slozité, ze bychom se rozhodné ani za pouziti moderni techniky
nedopocitali vysledku diive, nez by kostka dopadla. Radsi proto fekneme, ze vysledek hodu
kostkou je ndhodny. I tak jsme totiz za pomoci matematické statistiky schopni presné popsat
a formulovat mnoho tvrzeni, kterd budou v téchto pripadech platit. Napiiklad ze kazdé ¢islo
bude padat stejné casto nebo ze pri velkém poctu hodu kostkou bude primér hozenych cisel
priblizné 3,5.

Nahodna velicina

Ustfedni pojem prvnfho dilu seridlu bude ndhodnd velicina. Ze stfedni $koly znate pojem pro-
ménnd, kterd oznacuje néjaké ¢islo. Proménnd miize mit zndmou i neznémou hodnotu, ale vzdy
je to jen jedna hodnota. Pod pojmem ndhodné veli¢ina budeme rozumét néco jako proménnou,
kterd ovSéem nemé jen jednu hodnotu, ale muze nabyvat rtuznych hodnot s rtznou pravdépo-
dobnosti.

Nahodné velic¢iny se Casto znaci velkymi tiskacimi pismeny. Jako ptiklad takové ndhodné
veli¢iny miizeme uvést vysledek hodu kostkou. Pokud si jako X oznac¢ime vysledek hodu férovou
Sestisténnou kostkou, nemuzeme dopfedu (tj. pfed samotnym hodem) mluvit o tom, jakou hod-
notu mé nadhodnd veli¢ina X. Jediné, o cem miizeme s jistotou néco fici, jsou pravdépodobnosti,
7e ndhodné veli¢ina X nabude uréité hodnoty.

Toto nés privadi k otézce, ¢im je takovd ndhodna veli¢ina urcend. Podobné jako u klasické
proménné se zajimame o jeji hodnotu, u ndhodné veli¢iny se budeme zajimat o tzv. rozdéleni
nahodné veli¢iny. Rozdéleni muzeme predstavit jako predpis, ktery ndm udéavé, jakych hodnot
a s jakou pravdépodobnosti ndhodnd veli¢ina nabyva.

Podle typu rozdéleni délime ndhodné veliciny na dvé hlavni skupiny, kterymi jsou diskrétni
a absolutné spojité ndhodné veli¢iny®

Diskrétni nahodné veliciny

Diskrétni ndhodnd veli¢ina je takova veli¢ina, kterd mlze nabyvat jen koneéné (nebo spocet-
né) mnoha hodnot. Typickym piikladem diskrétni ndhodné veliCiny je uz nékolikrat zminény
vysledek hodu kostkou, ktery mize nabyvat pouze hodnot z mnoziny {1, 2, 3,4,5,6}. Diskrétn{
nidhodné veli¢iny se popisuji velmi snadno, sta¢i ndm urcit pravdépodobnosti, ze ndhodna veli-
¢ina nabude konkrétnich hodnot z mnoziny moznych hodnot. Pro hod kostkou bychom mohli
psat

P(X=1)=P(X=2) = =P(X=6)=¢.

Toto je rozdéleni ndhodné veliciny X, ktera predstavuje vysledek hodu kostkou.

Spojité nahodné veliciny
Jisté kazdy hned poznal, Zze musi existovat i jiny druh ndhodnych veli¢in nez pouze diskrétni
nidhodné veli¢iny. Pokud bychom si za ndhodnou veli¢inu Y oznacili napiiklad teplotu, kterd

Ve skutecnosti existuji jesté i jiné typy ndhodnych velidin (néco mezi diskrétnimi a absolutné spojitymi),
ale témi se v tomto seridlu zabyvat nebudeme. Také misto absolutné spojitd ndhodné veli¢ina budeme pouzivat
zkracené jen spojitd ndhodnéd veli¢ina.
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bude zitra v 8:00 na meteorologické stanici v Rudolfinu v Praze (ne tu, kterou naméfime di-
gitdlnim teplomérem, ktery zaokrouhluje na nékolik desetinnych mist, ale tu, ktera skutecné
bude), jisté bychom si nevystacili s kone¢né mnoha moznymi hodnotami. Teplota miize nabyvat
libovolné hodnoty od absolutni nuly vyse, nejenom celych ¢isel. Takovychto hodnot je samo-
zfejmé nekoneéné (dokonce nespocetné) mnoho, proto nemizeme rozdéleni takovéto ndhodné
veli¢iny urcit pouze vyctem pravdépodobnosti, protoze téch pravdépodobnosti by muselo byt
nekonecéné (nespocetné) mnoho.

Spojité ndhodné velic¢iny se pouzivaji na modelovani téchto situaci, pro které jsou diskrétni
nidhodné veli¢iny nedostacujici. Rozdéleni spojitych ndhodnych veli¢in bude urceno tzv. husto-
tou pravdépodobnosti. Hustota pravdépodobnosti je funkce, kterd udava, jak pravdépodobné
jsou jednotlivé hodnoty. Presnéji je to funkce s vlastnosti, ze pravdépodobnost nabyvani néjaké
hodnoty z intervalu [a, b] ndhodnou veli¢inou je rovna obsahu plochy? pod kiivkou hustoty mezi
body a a b (viz obrazek 1). Jisté si uz kazdy sdm rozmysli, Ze nejvice pravdépodobné jsou prévé
ty body, kde hustota pravdépodobnosti nabyva nejvétsich hodnot.

Nahodné velicCiny ve fyzice

Po malém teoretickém tvodu se nyni zaméfime na praktické vyuziti nahodnych veli¢in ve fy-
zice. Ndhodné veli¢iny potkdme prakticky pti kazdém méreni fyzikalnimi pristroji. Jelikoz jsou
vSechny mérici pristroje nedokonalé, nenamérime vzdy skutecnou hodnotu mérené fyzikalni
veli¢iny, tj. nase méreni budou nepresna.

Jako priklad si miizeme uvést méfeni doby kyvu kyvadla stopkami. Doba kyvu kyvadla
nebude vzdy naprosto stejnd kvili vlivu nepatrnych pohybii vzduchu, které budou na kyvadlo
pusobit, nedokonalostem zavésu, dalsi nepfesnosti vzniknou na strané ¢lovéka mackajiciho stop-
ky vlivem jeho reakéniho ¢asu atd. Cislo, které uvidime na stopkéch, rozhodné nebude presné
doba kyvu kyvadla za idealnich podminek. V nasem modelu budeme hodnoty, které ziskavame
méfenimi, povazovat za ndhodné veli¢iny — podobné jako pti hodu kostkou.

Realizace nahodné veliciny — Méreni

Je dtlezité si uvédomit rozdil mezi ndhodnou veli¢inou a realizaci ndhodné veliciny. Nahodnou
veli¢inou budeme rozumét funkci, kterd ndm teoreticky popisuje vysledek néjakého procesu (hod
kostkou, fyzikdlni méfeni atd.). Realizaci ndhodné veli¢iny budeme rozumét vysledek tohoto
procesu v konkrétnim piipadé (napi. vysledek jednoho konkrétniho hodu kostkou).

Zejména je dulezité pochopit, Ze realizace ndhodné veli¢iny uz je jen konstanta (je to jedna
konkrétni hodnota), neni na ni nic ndhodného. Rozdéleni ndhodné veli¢iny potom popisuje
(uréuje pravdépodobnosti), jak budou vypadat jednotlivé realizace této ndhodné veliciny.

Fyzikalni méreni potom miuizeme chapat tak, ze ziskdvame realizace néjaké ndhodné veliciny
(o této ndhodné veli¢iné typicky nebudeme mit moc informaci). Statistické zpracovini namé-
fenych dat® se potom snazi ziskat co nejvice informaci o skuteéné hodnoté méfené fyzikalni
veli¢iny.

2Pro &tenéfe seznamené s integralnim poétem muiizeme uvést, ze se jednd o urcity integrédl z hustoty pravdé-
podobnosti od a do b. Znalost integralniho po¢tu nicméné neni vyzadovana, v tomto seridlu si plné vystacime
s grafickou predstavou.

30d této chvile budeme naméiend data chapat jako realizace n&jaké ndhodné veli¢iny a nebudeme uz to
v jednotlivych pripadech pfipominat.
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f(x)

P(a< X< b)

Obr. 1: Graficky vyznam hustoty pravdépodobnosti spojité ndhodné velic¢iny.

Zjednoduseny popis nahodnych velicin

Jak uz jsme fekli na zacatku, ndhodnou velicinu budeme popisovat jejim rozdélenim. To je
ovsem v nékterych pripadech velmi tézké a nesikovné. Predstavme si napriklad ndhodnou veli-
¢inu udévajici soucet ¢isel, které hodime na 10 kostkéch. Kolika moznych hodnot muze takovato
ndhodn4 veli¢ina nabyvat? Jaké je pfesné rozdélen{ takovéto ndhodné veli¢iny (tj. pravdépodob-
nosti jednotlivych moznych vysledki)? Jisté to neni nic, ¢im bychom se chtéli dlouze zabyvat,
nebot je to pomeérné slozité a pro ucely experimentalni fyziky neuzite¢né. V praxi bychom urcité
narazili i na mnohem komplikovanéjsi problémy. Musime si tedy zavést néjaky zjednoduseny
popis ndhodnych veli¢in.

Pro snazsi popis se zavadi pojem stredni hodnoty a rozptylu ndhodné veli¢iny. Je ovSem nutné
poznamenat, Ze stfedni hodnota a rozptyl nemusi plné uréovat rozdéleni ndhodné veli¢iny?, jen
ho zjednodusené popisuji.

4Tj. existuji dvé ndhodné velidiny s riiznymi rozdélenimi, ale obé maji stejnou stiedni hodnotu i rozptyl.
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Stredni hodnota

Stfedn{ hodnota udavé, jaké hodnoty ndhodnd veli¢éina v priméru nabyvd (jakou hodnotu
bychom méli v prauméru ocekdvat). Matematicky je pro diskrétni ndhodné veli¢iny definova-
na jako

EX = Zk:iP(X =ki),
i=1

kde {ki,...,kn} jsou vSechny mozné hodnoty ndhodné veli¢iny X (znaceni stfedni{ hodnoty E
pochdzi z anglického Ezpectation). Stfedni hodnotu diskrétni ndhodné veli¢iny lze interpretovat
jako vazeny prumér vsech moznych hodnot, kterych ndhodné veli¢ina muze nabyvat, kde vahy
jsou pravé pravdépodobnosti nabyvani.

Pro tplnost uvedeme i definici stfedni hodnoty pro spojité ndhodné veli¢iny. Poznamenejme
ovsem, ze pokud neznate integralni pocet, nemusi vas trapit, ze této definici nebudete rozumét,
déle v seridlu to nebude potieba. Pro spojité ndhodné veli¢iny je stfedni hodnota zadefinovdna
jako

EX = /xf(as)dm,

kde f je hustota ndhodné veli¢iny. Opét si tento vyraz lze vylozit jako vazeny integralni prumeér
vSech hodnot, kterych muze ndhodnd veli¢ina nabyvat.

Rozptyl

Rozptyl udava, jak moc je ndhodna velicina rozptylena okolo své stfedni hodnoty. Matematicky
je pro diskrétni ndhodnou veli¢inu rozptyl definovan jako

varX =Y (ki — EX)*P(X = k),
i=1

kde {k1,...,kn} jsou mozné hodnoty ndhodné veli¢iny (znaceni pochédzi z anglického Variance).
Tento vyraz ndm fiké, ze pii vypoctu rozptylu délame vazeny primeér druhych mocnin vzda-
lenosti moznych hodnot od stredni hodnoty. Druhd mocnina je zavedena proto, aby zvysovala
védhu odlehlych pozorovani.

Pro tplnost opét uvedeme i definici rozptylu pro spojité ndhodné velic¢iny, kterad ale nebude
dale v textu seridlu vyzadovana.

varX = / (z —EX)?f(x)dz,
kde f je hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.

Nejcastéji se vyskytujici rozdéleni nahodnych velicin

Na tomto misté uvedeme Ctyrti v praxi nejcastéji se vyskytujici rozdéleni nahodnych velicin, které
bude kazdy fyzik pravidelné potkavat. U kazdého rozdéleni uvedeme jeho hustotu v pripadé,
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Ze se bude jednat o spojité rozdéleni, nebo uvedeme vycet pravdépodobnosti v pripadé, Ze se
bude jednat o diskrétni rozdéleni. U kazdého rozdéleni také uvedeme stiedni hodnotu a rozptyl,
spravnost téchto tidaju si 1ze ovéfit dosazenim do pifslusnych vzorcu (vypocty byvaji zpravidla
velmi naro¢né, proto je zde nebudeme uvadét). Nakonec také zminime, kde v praxi muzeme
které rozdéleni potkat.

Normélini (Gaussovo) rozdéleni

Jednd se o spojité rozdélen{ uréené dvéma parametry p € R,0? > 0 (znacime ho N(u,c?)).
Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni mé tvar

Stiedn{ hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou®

EX =p,

Normaélni rozdéleni mivaji hlavné ndhodné veli¢iny vzniklé méfenim néjaké fyzikalni velic¢iny,
kterd mize teoreticky nabyvat viceméné libovolné hodnoty® (napiiklad hodnota elektrického
proudu v obvodu méfend ampérmetrem, méfeni teploty teplomérem atd.)

Exponencialni rozdéleni

Jednd se o spojité rozdéleni uréené jednim parametrem A > 0, znac¢ime ho Exp(\). Hustota
pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar

X proz>0
fla) = { 0 jinak.

Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou

EX =

)

_ ]

varX = Seh
Exponencidlni rozdéleni mivaji hlavné ndhodné veli¢iny vyjadrujici ¢as uplynuly mezi dvéma po
sobé jdoucimi opakujicimi se uddlostmi (napfiklad ¢as mezi jednotlivym radioaktivnimi rozpady
atomi v radioaktivni l4tce).

5Vsimnéme si, ze v pfipadé normélniho rozdéleni plati, e je jednoznaéné uréeno stiedni hodnotou a roz-
ptylem. U ostatnich rozdéleni to ale platit nemusi!
6 Ale tieba ¢as mezi dvéma udélostmi nemiize byt zadporny apod.
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Rovnomérné rozdéleni

Jednd se o dal3f spojité rozdélen{ uréené dvéma parametry a < b, znacime ho R(a, b). Hustota
pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar

1
o —a pro x S (a, b)
f(x)_'{ 0 jinak .

Stredni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou

a +b
EX =
2 b
(b—a)®
X=—".
var 12

Rovnomérné rozdéleni se pouzivda na modelovani udélosti, které maji vSsechny vysledky stejné
pravdépodobné.

Poissonovo rozdéleni

Jednd se o diskrétni rozdéleni uréené jednim parametrem X > 0 (zna¢ime ho Poiss())). Prav-
dépodobnosti maji nasledujici tvar

AP
P(X =k)=e R
Stiedni hodnota a rozptyl tohoto rozdéleni jsou

EX =),
varX = \.

Poissonovo rozdéleni maji zejména nahodné veli¢iny vyjadiujici pocet opakujicich se udalosti
v néjakém casovém intervalu (napiiklad pocet rozpadi atomu v radioaktivni latce za urdity
Casovy interval, pocet branek ve fotbalovém zdpase atd.).

Odhadovani typu rozdéleni

Kdyz jsme si nyni popsali, co je to ndhodné veli¢ina, realizace ndhodné veli¢iny (pokud nevite,
jaky je rozdil mezi ndhodnou veli¢inou a jeji realizaci, vratte se k odstavci Realizace ndahodné
veli¢iny) a uvedli jsme si seznam nejcastéji se vyskytujicich rozdéleni ndhodnych veli¢in, mohlo
by se zdat, Ze uz zname vSechno ze zdkladu statistiky. Bohuzel, neni tomu tak — ve skutecnosti
zname jen polovinu toho, co potfebujeme znéat. V praxi ndm totiz vétsinou nékdo d4 namérend
data (tedy vlastné realizace néjaké ndhodné veli¢iny), ale uz ndm nefekne (protoze to ani sdm
nevi) jaké rozdéleni tato ndhodnd veli¢ina méla. Jak se tedy dd poznat, z jakého rozdéleni
pochézeji namérend data?

K odhadu typu rozdéleni pomahé histogram. Histogram je vlastné forma grafického zna-
zornéni dat, kde si osu x rozdélime na nékolik intervali a nad kazdym takovym intervalem
zkonstruujeme sloupec takové vysky, kterd odpovida tomu, kolik naméfenych dat padne do
tohoto intervalu. Priklad histogramu muzeme vidét na obrazku.

Intuitivneé lze tvrdit, ze pro velky pocet namétrenych dat bude tvar histogramu velmi podob-
ny, jako je tvar hustoty pravdépodobnosti (ptipadné pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych
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hodnot) rozdéleni, ze kterého méfend data pochédzi. Nikdy vSak nemuzeme ocekévat, Ze histo-
gram bude mit presné takovy teoreticky tvar — bude se jen podobat!

Problém, na ktery pii konstrukci histogramu narazime, je volba poctu a $itky sloupci. Toto
je velmi slozité téma, o kterém bylo napsiano spousty knih a ¢lankt, my si ovsem vystacime
s nasledujicimi dvéma obecnymi pouckami:

e Intervaly volime vSechny stejné Siroké. Zacatek prvniho intervalu volime jako nejmensi

namérenou hodnotu, konec posledniho intervalu jako nejvétsi namérenou hodnotu.

e Pocet sloupcu volime jako
P, = /n,

kde n je pocCet méreni.

Prosty pohled na histogram a jeho srovnani s nejbéznéjsimi typy hustot pravdépodobnosti
(a pravdépodobnost{ nabyvani{) éasto odhali, ze kterého rozdéleni naméfens data pochdzi. Toto
si také vyzkousite v zadanych tlohach.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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Obr. 2: Ukéazka histogramu — v tomto pfripadé namérena data pochdzeji pravdépodobné
z normalniho rozdéleni.
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