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Uvodem

Mili FYKOSéci,

skolni rok se prehoupl do posledniho ¢tvrtleti a s nim prichazi Sestd a posledni série tohoto
nakroceno. Pokud tedy chcete vyuzit jedné z moznosti prominuti prijimacich zkousek na Matfyz
nebo pokud si prosté chcete dat diplom za rdmecek do vystavky, mate posledni Sanci zvysit svij
bodovy zisk. Sesté sérii vyjimeéné vévodi elektromagnetismus namisto mechaniky, takze budete
muset poradné nastartovat obvody ve vasi Sedé kire. Mladsi z vas, kteri si s elektfinou jesté moc
netykaji, jisté oceni hravou mechanickou experimentalni alohu. Posledni dil serialu zrekapituluje
probranou latku, ale také prozradi leccos zajimavého o chemickych reakcich z pohledu fyzika.
Spoustu vytecnych napadi pri feSeni preji vasi

Organizdtori
Zadani VI. série
Termin uploadu: 17. 5. 2016 23.59
Termin odeslani: 16. 5. 2016
Uloha VI.1 ... mam toho plnou hlavu 2 body

V roce 2015 byla udélena Nobelova cena za fyziku za experimentalni prokazani oscilace neu-
trin. O neutrinech jste uz jisté nékdy slyseli a mozné vite, Ze s latkou interaguji jen velmi slabé,
a proto dokézi bez zpomaleni proletét Zemi a jinymi velkymi objekty. Zkuste za pomoci lite-
ratury a internetovych zdroju urcit, kolik neutrin se v jednom okamziku nachézi v prumérném
¢lovéku. Nezapomente citovat zdroje!

Uloha VI.2 ... dioptricka 2 body

Pikosova kamaradka nosi bryle. Kdyz si je nasadi, jeji oCi se zdaji mensi. Je kratkozrakd ¢i
dalekozraka? Svou odpovéd dobte zdivodnéte.

Uloha VL3 ... jedeme z kopce 4 body

Autem o hmotnosti M jedeme nahoru do kopce a dolu ze stejného kopce se sklonem « stejnou
rychlosti v se zafazenym stejnym prevodovym stupném, a tedy stejnymi otackami motoru. Jaky
je rozdil tazného (do kopce) a brzdného (z kopce) vykonu motoru?

Uloha V1.4 ... fire in the hole 4 body

Pro ohrev plasmatu ve faznich zafizenich se pouzivaji svazky neutralnich ¢astic. V takovém
zalizeni se nejprve urychli ionty deuteria na vysokou energii a nasledné se prenosem naboje
neutralizuji, priCemz si zachovavaji témér ptivodni rychlost. Na tokamaku COMPASS maji
Castice na vystupu ze svazku energii 40keV a proud ve svazku tésné pred neutralizaci je 12 A.
Jaka sila ptisobi na generator svazku? Jaky je jeho vykon?
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Uloha VL5 ... zavody &astic 5 bodit
V homogennim magnetickém poli B = (0,0, Bo), Bo = 5-107° T obfhaji po kruznicich v roviné
xy dvé &astice, elektron s hmotnosti me = 9,1 - 1072 kg a nabojem —e = —1,6 - 107'° C a alfa

&astice s hmotnosti mye = 6,6 - 10727 kg a nédbojem 2e. Polomér trajektorie elektronu je 7. =
= 2cm, polomér trajektorie alfa Castice je rge = 200m. V jednom okamziku zapneme slabé
homogenni elektrické pole E = (0,0, Ep), Eo = 5-107°V.m~'. Urlete, jaké drahy se a spe
urazi kazda z castic za cas t = 1s od zapnuti elektrického pole. Pfredpokladejte, ze castice jsou
dostatecné vzdalené a nevyzafuji.

Uloha VL.P ... i-jablko 6 bodit

Vymyslete co nejvice zpusobu, jak sestrojit zafizeni, které poznd, jakym smérem je natoceno
vuci sméru tthového zrychleni a tuto informaci néjakym zptisobem prevede na elektricky signal.
(Zarizeni na zpusob akcelerometru v chytrych telefonech.)

Uloha VLE ... zidkeiny restitu¢ni koeficient 8 bodit
Pokud pustite hopik ¢i jiny pruzny micek na vhodny povrch, pak se za¢ne odrazet. Pti kazdém
odrazu se disipuje (ztrac{ do tepla, zvuku atd.) kineticka energie micku a ten proto nevyskoéi do
pocatecni vysky. Definujme koeficient restituce jako pomér kinetické energie micku po dopadu
ku kinetické energii pred dopadem. Zavisi koeficient restituce na vysce, ze které micek dopadal?
Vyberte si jeden vhodny micek a jeden vhodny povrch (méfeni na vice povrsich s vice micky
samozrejmé nalezité ocenime), na kterém proméfite zavislost koeficientu restituce na vysce, ze
které micek dopadl. Experiment nélezité popiste a provedte dostateény pocet méteni.

Uloha VLS ... zavére¢na 6 bodi
a) Najdéte v tabulkdch nebo na internetu, jak se zmén{ entalpie a Gibbsova energie pti reakci
2H, + O, — 2H,0,

kde jde o pfeménu plynt na plyn a odehrava se pri standardnich podminkach. Vypocitejte
také, jak se zméni entropie pti takovéto reakci. Vysledky udavejte vztazené na jeden mol.
b) Pro fotonovy plyn plati, Ze tok energie skrze plochu je dan vztahem
.3 kgn? 4
j=-—5=c
4 45h3¢3
Dosadte hodnoty konstant a porovnejte vysledek se Stefanovym-Boltzmannovym zikonem.
¢) Vypoditejte vnitini energii a Gibbsovu energii fotonového plynu. Dale pomoci vnitini energie
vypocitejte zavislost teploty fotonového plynu na objemu pfi adiabatickém rozpinani, tedy
pri procesu s 6Q = 0.
Ndpoveda: Zéakon pro adiabaticky déj s idedlnim plynem jsme odvodili v druhém dilu seridlu.
d) Vezméme si fotonovy plyn. Ukazte pro dQ /T, Ze pokud ho vyjidiime jako

6Q/T = frdT + fvdV,
tak funkce fr a fv spliuji nutnou podminku na existenci entropie, tedy ze

ofr(T,V) _ 0fv(T,V)
ov a or
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Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... uZ to tece 2 body; primér 1,89; fesilo 53 studenti

Tenky drat s odporem R = 100 m{) a délkou !l = 1 m, ktery je pripojen ke zdroji stejnosmérného
napéti U = 3V, obsahuje ve svém objemu N = 10?2 volnych elektronti, kterymi prispivd k toku
elektrického proudu. Urcete, jak velkou prumérnou (prfesndji stfedni) rychlosti se elektrony
v dratu pohybuji. Mirek uz zase slysel, Ze cdstice ve vodici tecou rychlosti svétla.

Prvnim krokem je zjistit, jaky protékd dratem elektricky proud. To je z Ohmova zdkona I =
= U/R = 30 A. Elektricky proud je definovan jako ndboj, ktery protede prurezem vodice za
jednotku ¢asu, tedy I = Q/At. Posunou-li se vSechny elektrony o (stfedni) vzdédlenost Al ve
sméru vodide, projde prurezem vodie ndboj Q@ = Al - Qcex/l. Celkovy ndboj volnych elek-
tront ve vodi€i uréime jako pocet elektroni krat ndboj elektronu (z tabulek elementdrni na-
boj e =1,6-107'° C) a ziskdme Qe = —1,6kC. Vyjidiime z vyse uvedenych rovnic Al a At,
podélime a ziskdme

Ql
H _ chlk
At Q
T
coz muzeme upravit na
Al I IU
Kt:v_ chlk N RNe’

Dosazenim zjistime, 7e stfedni rychlost elektronti v zadaném vodiéi je v = 2cm-s~'. Vypustili
jsme znaménko minus, nebot smér pro néds neni dilezity (elektrony se zfejmé budou pohybovat
ke kladnému pélu zdroje). Vidime, ze i kdyz tede drdtem velmi vysoky proud, elektrony se roz-
hodné nepohybuji rychlosti svétla, jak by si neznaly ¢lovék mohl naivné myslet. Poznamenejme
jesté, ze kdyby byl drat naptiklad médény, doslo by témér okamzité k jeho pretaveni.

Komentare k doslym resenim

Velmi mé& potésilo, ze u naprosté vétsiny feseni nebylo nic, co by bylo potieba opravit. Castym
nesvarem bylo uvddéni zbyte¢né mnoha desetinnych mist (dvé platné &islice jsou v tomto piipadé
vic nez dost). Mnoho z vas pridalo néjaky komentar k fyzikaln{ strdnce problému, napiiklad ze
vypocitand rychlost je stile jesté o dva az tii fady vyssi nez realné hodnoty, nebo vypocitali,
na jakou rychlost by byly elektrony urychleny danym napétim, pokud by nepisobil elektricky
odpor, pripadné vysvétlili rozdil mezi driftovou rychlosti elektronu a rychlosti siteni elektrického
pole, coz je skute¢na ,rychlost elektiiny* Takové véci ukazuji, ze se zajimate o vice véci okolo,
nez jen o fyzikalni vzorce.

Mikulds Matousek
mikulas@fykos.cz
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Uloha V.2 ... mnohoéasticova 2 body; prumér 2,00; fesilo 38 studenti

Meéjme nadobu, ktera je pomyslné rozdélena na dvé shodné disjunktni oblasti A a B. V nddobé
je n céstic, z nichz se kazdd nachdzi s pravdépodobnosti 50 % v c¢asti A a s pravdépodobnos-
t150 % v ¢dsti B. Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude v ¢dsti A na = 0,6n, resp. na = 1+n/2
Géstic. Reste promn =10 an = Na, kde Na = 6-10%® je Avogadrova konstanta.

Mirek md rdd zdkon velkijch cisel.

O tloze se 1épe premysli jako o posloupnosti bitd, jeden bit pro kazdou c¢astici. Kdyz je Castice
v ¢asti A, je hodnota 1, pro ¢astici v ¢asti B bude hodnota pfislusného bitu 0.

Pripad n = 10

Obé otazky se slily do jedné: ,Kdy je v Casti A 6 castic z 107 Predpoklddame, ze Castice
jsou navzdjem odliSitelné. Potom vSech moznych rozdéleni ¢astic mezi ¢asti A a B je 20 =
= 1024 (pocet vSech moznosti pro 10 bitll) a vSech moznych Sestic, které mohou v ¢asti A byt,
je (10) = 210. Tomuto se fikd kombinaéni ¢islo, které je definovano

(Z) —nl/[k - (n— k)],

kde symbol ! znamena faktoridl. Tedy pravdépodobnost, ze v ¢asti A bude pravé 6 céstic,
je p=210/1024 = 0,205.

Pripad n = Na

Prvni otdzka: ,Kdy je v ¢asti A pocet ¢astic roven 0,6 NA7“, druhd ,Kdy je v ¢asti A pocet
¢astic roven Na/2 + 17¢ Radi bychom pouzili stejny postup, ale ¢isla, kterd vychdzeji pfi
mezivypoctech, jsou moc velkd (zkuste si napiiklad spocitat 2Na to je mnohem vétsi &slo,
nez je kalkulacka schopna si zapamatovat). Musime tedy postupovat opatrné.

V prvnim pfipadu mé byt v ¢ésti A celkem 3N, /5 Eastic a v druhém piipadu je v ¢4sti A cel-
kem Ny /2+1 éastic. Pravdépodobnosti, ze tyto situace nastanou, jsou mensi nez pravdépodob-
nost, ze ¢astice budou rovnomérné rozdéleny (z vlastnosti kombinaénich ¢isel). Budeme tedy
pocitat pravdépodobnost, ze jsou ¢astice rovnomérné rozdéleny mezi obé poloviny. Spocitame
to stejné jako v prvni ¢asti, jen si budeme muset davat vétsi pozor.

Nejprve si povézme, jakou pouzijeme strategii. Radi bychom si shora omezili kombinacni
¢islo (2:) pro n jdouci k nekoneénu (pro jednoduchost), pokud mozno aby se ndm v tomto
odhadu vyskytovala néjakd mocnina dvojky, pak se pravdépodobnost bude hezky kratit. Tedy
si vyraz napiSme a upravujme:

(2n> _ (2n)! 1-2---2n 227(1-2---2n)

nln! (1.2...n)2.22" T (2-4---2n)2

n brio

To si jesté mizeme upravit:

227(1.2---2n) _22n1-3-5~~~(2n—1)_22n
(2-4---2n)(2-4---2n) 2.4.6---2n - P

Nyni budeme p odhadovat shora. Uvazme soucin:
1 1 1, 1-3 3.5 2n—-1)2n+1)

12 (1= 55) (1= ) (1=

42 =@2n+1)p°.

22 (zn)fz)*T2 Tz (2n)?
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Tedy:
1

1
PSS ———= < —.
V2n + V2n
Tak jsme si Sikovné omezili p. Tedy pravdépodobnost, kterou chceme spocitat, je:
2n
)

22n

=p<

5l
S

Pro velkd n je 1/v/2n opravdu malé &islo, presnéji pro Na je to zhruba 9,1 - 1073, Tedy
i obé pravdépodobnosti v druhé ¢asti se blizi nule, nebot jsou mensi nez pravdépodobnost, ze
rozdéleni je rovhomérné.

Je také uziteéné si uvédomit, v jakém pomeéru jsou viuci sobé pravdépodobnosti pro 0,6 Na
a Na/2+ 1. Kdyz si tyto pravdépodobnosti rozepiSeme podle vyse uvedeného vzorecku a po-
délime, dostaneme, ze pomér prvni pravdépodobnosti ku druhé je

(0,5Ns — 1)(0,5N5 —2)---(0,4Na +1)  0,5Na —1 05Ny —2 04Na +1
0,6NA(0,6Ny —1)---(0,5Na +2)  0,6Na  0,6Na—1 05Nx+2°

Vsimneme si, ze kazdy ze zlomk je mensi nez 5/6, tedy pomér pravdépodobnosti se d shora od-
hadnout &slem (5/6)% VA~ 10710227 coz je také malické. Tedy pravdépodobnost pro Na + 1
je fadové mnohem vétsi nez pravdépodobnost pro 0,6 Na.

Uloha se také dala pékné spoditat s vyuzitim Stirlingova vzorce pro odhad faktoridlu, ktery
odhaduje n! jako

o)

Po dosazeni by se vyrazy pokratily a vysly pravdépodobnosti blizici se nule — uz jenom jejich
(desitkové) logaritmy jsou p¥iblizné —2 - 1023, tedy jejich hodnoty jsou kolem 107219" Toto
feSeni je samoziejmé také uplné spravné, zde jsme ale chtéli ukazat, ze to jde spocitat i stie-
doskolskymi metodami. Stejné je ale tloha tézsi, nez je u jednoduchych tloh bézné, a to pri
opravovani samoziejmé bude zohlednéno.

Koment4¥ k bodovému hodnoceni: Uloha byla dost obtizna, proto bylo bodovéni upraveno.
Kdo spocital jen prvni jednodussi ¢ast, dostal jeden bod, za netplné reseni nebo pokus o spoc-
teni druhé Césti jsme déavali body dva. Kdo se zdarné dostal az do konce, dostal bonus, dva
bonusy dostalo jen nékolik mélo feSeni, kterd byla opravdu dobra (respektive byla lepsi nez
vzordk). Vsichni Fesitelé, kteff se o tlohu pokusili, si zaslouz{ pochvalu.

Markéta Caldbkovd
calabkovam@fykos.cz
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Uloha V.3 ... egyptska brina 3 body; prumér 2,65; fesilo 51 studentu
Ve starovékém Egyptu uméli vyrobit branu, ale jesté neznali mrize, tak bra- b

ny zavirali nilany (vdpencovymi kameny). Na obrdzku vidite 150 otroku

o hmotnosti m = 60kg, kteri pravé velmi pomalu oteviraji branu zavrenou Po| T
nilanem o hmotnosti M = 8t. Nilan presné (vzduchotésné) pasuje do kon- @

strukce nad branou ve tvaru kvadru, kterd ma vnitini rozméry a = 3m, 150md

b =0,5m a ¢ = 3m. Uvnitr konstrukce je na pocatku tlak po = 100kPa g [M]

a teplota Ty = 300K a je umisténa ve vysce H = 3m. Urcete, jak vysoko
Jjsou otroci schopni vlastni vahou nilan zdvihnout, jestlize se teplota vzduchu
neméni. Mirek rdd preddvd otrockou prdci jingm.

Nilan je zveddn na kladce, tedy silou stejné velikosti, jakou jsou otroci pritahovani k Zemi.
Otroci vazi 150m = 9t. Budou proto svoji vahou zvedat kdmen silou

F1 = Fotroci — Fhilan = (motroci - mnilan)97 (1)

kde g je gravitacni zrychleni, do té doby, nez se vrchni plocha dotkne konstrukce.

Jakmile se tak stane, uzavte nilan v konstrukci plyn. Pro vypocet budeme uvazovat idedl-
ni chovani plynu. Kdmen se bude chovat jako pist, ktery stlacuje plyn v konstrukci. Teplota
vzduchu se dle zadani neméni. Jednd se tedy o izotermicky déj. Teplota se v kazdém oka-
mziku vyrovnava s teplotou okoli, pracujeme tedy se sledem rovnovaznych stavi. Také plati
Boyletuv-Mariottuv zdkon pV = konst. Protoze objem plynu se bude snizovat, musi se tlak
plynu zvysovat. Na pist pusobi sila

F; = SAp = bcAp, (2)

kde S je povrch vrchni stény nilanu, b a ¢ jsou délky vrchnich hran a Ap je zména tlaku
v dtsledku zmény objemu (na nilan ptisob{ tlak plynu shora i atmosféricky tlak zdola, proto je
sila Gmérna jejich rozdilu Ap).

Oznacme stav, kdy se nilan zacne dotykat konstrukce, jako stav 0. Stav 1 nastane ve chvili,
kdy bude kladka v rovnovize. Nutné plati rovnice p1Vi = poVh. Tlak po znidme, objem Vg
spocitdme jako soucin délek hran abc. p; je vétsi nez po, oznacme si ho proto jako po + Ap.
V1 muzeme také vypocitat jako soucin délek hran. Délky b a ¢ se nezméni, ale ,vyska“ plynu
v konstrukci ano. Oznaéme si tento novy rozmér jako a’. Po dosazeni do Boyleova—Mariottova
zékona mame

poabe = (po + Ap)bea’

a—a

3)

Z rovnovahy na kladce (nilan se zvedd pomalu) vime, Ze kdmen se zastavi, pravé kdyz Fi = F>.
Porovnanim rovnic (1) a (2) zjistime, ze

Ap = po—7— .
a

(motroci - mnilan)bcg = Ap .
Dosazenim zmény tlaku z rovnice (3) a vyjddienfm a’ mdme téméi hotovo.

/
a—a
a’

pobC = (motroci - mnilan)g7
, poabc

a = .
(motroci - mnilan)g + pObC
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Ciselné @’ = 2,8m. My ale mame uréit, jak vysoko jsou otroci schopni nilan zdvihnout, to je
vzdalenost ((H — x) + (a — a')), kde H je vyska konstrukce nad zemi, x vyska nilanu, a vyska
samotné konstrukce a a’ koneénd ,vyska“ plynu v konstrukci. Vy&ku nilanu zjistime z hustoty
vépence, kterou miiZeme najit na internetu! Vezméme stfedni hodnotu 2800kg-m~2. Z toho
lze vypocitat vysku nilanu jako

- Mhilan

o Qnilanbc.
Ciselné z = 1,9 m.

Vzdalenost R, o kterou otroci zvednou kdmen, je R = H — x + a — a’. Po &selném dosazen{

méame R = 1,3m.

Katerina Smitalovd
katka@fykos.cz

Uloha V.4 ... bezpedna jizda 4 body; prumér 2,81; fesilo 36 studentt

Méme auto, které se blizi kolmo ke zdi. Ridi¢, ktery v auté jede, by se ale chtél priblizovat ke
zdi bezpecné. Jaky by muselo mit auto pribéh rychlosti, aby vzdalenost od auta ke zdi v kazdy
okamzik odpovidala draze, kterou by auto s okamzitou rychlosti v té chvili urazilo za T = 2s7?

Karel premyslel nad bezpecnou vzddlenosti.

V zadani médme slovné popsanou zavislost okamzité rychlosti na vzdalenosti od zdi. Vyjadiime
ji ze zndmého stiedoskolského vzorce

s
v(s) = =.
(5) = 7
Ziskat zavislost na Case uz je podstatné slozitéjsi, musime resit diferencialni rovnici
ds(t s(t
() __stt) W
dt T

Zaporné znaménko v rovnici musi byt, abychom se ke zdi priblizovali a ne se od ni vzdalovali.
Reseni se d4 uhodnout, hleddme funkci, jejz derivace je ndsobkem piivodni funkce. To spliuje
exponencidlni funkce tvaru f(z) = €®, v naSem piipadé je to

®
Sl

¢i jeji libovolny nésobek. Z pocatecnich podminek zjistime konkrétné

s(t) =soe™ T,

Sl

kde so je vzdalenost v Case t = 0. Zavislost rychlosti na case pak ziskdme pomoci vztahu v =
= s/T, obdrzime

7Z vlastnosti této funkce vidime, zZe 1idi¢ se ke zdi blizi bezpecné, protoze v konec¢ném case do zdi
nenarazi. Rychlost je vzdy zdpornd, nebot se méfend vzdélenost s(t) v ¢ase zmensuje. Snadno
miizeme urcit, jakd byla poc¢atecni rychlost vg pro zvolenou pocatecni vzdéalenost so. Pocatecni
rychlost bude pfi zvySovani hodnoty daného T klesat.

! https://sk.wikipedia.org/wiki/Vapenec
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Formalné 1ze diferencidlni rovnici (4) Fesit jak pres separaci proménnych, tak pfes charak-
teristicky polynom linearni diferencialni rovnice. Jako piiklad uvedme prvni z metod, aplikace
by v ndznaku vypadala takto:

ds _ s

dt~ T’

dt——zds
S

/dt:—/zds7

s
t=-Tlns+C,
s :C’e_%7

kde C je integrac¢ni konstanta (na kazdém fadku nabyvd obecné jiné hodnoty). Za doméci kol
si muzete zkusit postup pres charakteristicky polynom.

Komentare k doslym Fesenim

Mile mé prekvapilo, kolik z vas dokazalo vyTesit diferencidlni rovnici, prestoze se jedna o ucivo
vysoce nad ramec stfedoskolského uciva. Déle mi prislo zajimavé, kolika zptsoby se da diferen-
cidlni rovnice ,,obejit“, at uz pres posloupnosti, nebo numerické reseni. Ale prekvapivé mnoho
z vas zapomind pridavat integracni konstanty.

Mikulds Matousek
mikulas@fykos.cz

Uloha V.5 ... Rolling Stones 5 bodii; primér 2,44; fesilo 27 studenti

Na naklonéné roviné stoji koule s nehomogennim rozlozenim hustoty. Zname tihel sklonu naklo-

Vv

lou k roviné) a smérem z kopce doli. V zdvislosti na téchto parametrech podrobné rozeberte,
jak se bude dal vyvijet pohybovy stav koule. Koule na roviné neprokluzuje.
Tohle si chtél Kuba spocitat uz odmala.

Pristupme k problému rozborem momentu sil pusobiciho na kouli vzhledem k ose prochézejici
bodem dotyku s rovinou (bod D) a kolmé k obrdzku 1. Ze znaménka tohoto momentu budeme
soudit, jakym smérem se zacne koule valit. ProtoZze na kouli ptisobi pouze jeji tiha a podlozka,
volime jako vztazny bod (resp. osu) takovy, kde do momentu mluvi pouze tihova sila. V bodé D
na néj totiz pusobi jesté normalova reakéni sila od podlozky a tec¢nd tieci sila. Vzhledem ke
stredu koule bychom tedy museli do celkového ptisobictho momentu sil zapocitat jesté vliv tfeci
sily. Treci silu nelze zanedbat — bez ni by se koule nemohla otécet, ale pouze klouzat.

Nejprve si rozeberme, kde je jaky tuhel na obrazku 1. Spojnice SD se od svislého sméru
odklani o «, a tedy od vodorovného sméru o n/2 — a.

k bodu dotyku D (kladna smérem do kopce). Tu si mizeme vyjadrit jako
r:=—Rsina + tsin(p + a).
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Obr. 1: N&ért situace. Cést a) ukazuje pocateéni parametry, ¢ast b) dopocétené viyznamné
uhly. Velikosti tthla jsou pouze orientaéni.

Pokud bude pro vsechny ¢ platit » < 0, bude se koule urcité uz jen valit doli. Pokud neplati
ostrd nerovnost, muze rovnost nastat pouze v izolovanych bodech (konkrétné pouze v jednom,
a to ve ¢ = t/2 — ). V tomto bodé je koule ve vratké rovnovédze - pfi sebemensi vychylce na
libovolnou stranu bude platit » < 0 a koule se rozjede dola.

Hledejme, jakym nastavenim parametri dosdhneme toho, aby alespon na néjakém interva-
lu ¢ bylo r > 0. Do vyrazu pro r prispivd kladnou hodnotou pouze druhy c¢len, ktery bude
maximéln{ pro sin(¢ + ) = 1. Odtud dostdvdme prvni{ vysledek, ze zajimavé véci se mohou dit
pouze, pokud plati

t> Rsina.

Déle tedy rozebirejme jen tento pripad, protoze jinak koule prosté sjede dola.
Nyni najdéme hodnoty ¢, ve kterych nastava rovnovaha, jinak feceno r = 0. ReSenim této
rovnice dostdvame dvé Feseni (otoceni o 2 nds nezajimd), které si oznacime jako 8 a ~,

. (R .
B = p1 = arcsin (? sma) -,
. (R. )
Vi=¢2=n—a—arcsin{ sina) .

Z oboru hodnot funkce arcsin je vidét 8 < v a z obrazku je zfejmé, ze 8 € (0,7/2 — &), a tedy
plati také v € (n/2—a, n—2a). Nyni muzeme fici, Ze pro ¢ € (3,7) je r kladné, jinak je zdporné
(pohybujeme se pouze na intervalu (—4,2x — ¢§), kde thel § € (0,n) pozdéji Sikovné zvolime,
abychom mohli fikat, co je déje pro ¢ na intervalech, nikoli jejich sjednocenich).

Pro ¢ € (0,7/2 — ) se pti valeni dolli zvySuje r a pro ¢ € (n/2 — a, 7 — 2a) se pfi valeni
dolu snizuje r. Rozmyslete si, Ze proto plati, ze v [ je stabilni rovnovaha a v 7 vratka.

Pokud ¢o € (8,7), pojede koule nahoru, bude zrychlovat, po pfekroceni hranice r = 0 bude
zpomalovat, az zastavi. Nasledné se rozjede doli, bude zrychlovat, zpomalovat a nakonec zastavi
opét ve o (ZZE). Proto pro vSechny ¢o mezi § a v bude koule kmitat. Také pro néjaky interval
zdpornych o bude koule kmitat (pravé zde poprvé zastavila koule v predchozim mysleném
pokusu).
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Naleznéme zaporny mezni tthel —§, do kterého bude jesté koule kmitat. Urcité plati —6 € (—=, 0),

. R .
s1no¢<?sma,
. <R. )
o < arcsin ?sma .

ci ¢ = a dale pokracovalo ve sjezdu dola.

Pokud se koule rozjede z —d, bude zrychlovat z kopce dolt, pak zpomalovat, az zastavi
mezi B a ~. Protoze pro vSechny thly mezi 8 a v vCetné, existuje néjaky thel ¢ € (—mx,0),
kde se koule zastavi a obrati, musi —d odpovidat pravé . Nyni kouli vypustime z bodu ¢o =
= —0 a ona zastavi v -, mezi obéma stavy se tedy zachovdva potencidlni energie (kinetickd je
nulovd). To také znamend, ze tézisté je ve stejné vysce. Pfi prechodu od —§ ke « sjede koule
rovnici pro

R(y+0)sina — ¢ (cos(d — a) —cos(a+7v)) =0.
Levou stranu rovnice ozna¢me jako h(d). Kvili linedrnimu ¢lenu plati, Ze pro vysokd kladna
¢isla h(d) roste do nekonecna a pro vysoka zdpornd ¢isla (v absolutni hodnoté) klesd h(d) do
minus nekone¢na. Pro derivaci h(d) plati

h'(6) = Rsina + tsin(§ — a) > Rsina(l +sin(d — a)) > 0.

Tedy h(9) je rostouci na (0, ) a rovnice h(d) = 0 mé préavé jedno feseni. Protoze pii vypusténi
koule z 7 se koule nékde zastavi a obréti (a to nékde je pfesné —d), musi to Feseni byt z ptipust-
ného intervalu. Rovnici sice nelze vyftesit obecné, ale pro libovolné konkrétni hodnoty t, o, po
z ni numericky dostaneme pozadovanou dolni mez —d (resp. dostaneme 9).
Pfi rozjezdu z ihlu —§ se koule zastavi v tihlu 7, ktery predstavuje vratkou rovnovihu mezi
kmitanim a sjezdem z kopce dola. Proto je i —d vratkou pozici, nicméné ne pozici rovnovaznou.
Ted uz mame vSechny tdaje potiebné k findlnimu rozboru.

1. t < Rsina« koule pojede dolu
2. t> Rsina

o o € (—6,7) koule bude kmitat okolo ¢ =
e Yo =—9 vratkéd pozice mezi kmitdnim okolo 8 a sjezdem dolu
e Yo =7 vratkd rovnoviha mezi kmitdnim okolo 8 a sjezdem dolu
e o € (v,2n —0) koule pojede doli
Nezapomente vsak, ze 3,7, d jsou parametry zavislé na t, o, R.
Nyni si jesté rozeberme limitni pfipady z naseho rozboru. Pro a = 0 bude koule kmitat
na misté (zkuste si vypocitat hodnoty é a 7). Pro @ = n/2 sjede koule dol pro libovolné ¢,

protoze musi byt nutné mensi nez R. Pro t = 0 pojede koule dola a pro ¢t = R bude koule
kmitat nezavisle na sklonu kopce.
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Zvl1ast musime vzit pripady, kdy maji oba dva parametry svou limitni hodnotu. V pripadé t =
= 0, = 0 se nic dit nebude a pro t = R,a = 1n/2 koule sjede doli. Zbylé dva piipady uz
odpovidaji predchozimu rozboru, a sice pro t = R, = 0 bude koule kmitat a prot = 0,a =
= 1t/2 sjede koule dolu.

Komentare k doslym reSenim

Chtéli bychom upozornit na takovou klasickou chybu, Ze na kouli nepiisobi tfeni. Je tomu vSak
naopak, tfeni hraje v pohybu koule velmi zdsadni roli. Bez tieni by se koule viibec neotacela
a pouze klouzala doli. Tfeni ptusobi v bodé dotyku s naklonénou rovinou smérem proti po-
hybu koule (podél kopce) takovym zplisobem, Ze méni hybnost a moment hybnosti koule, ale
zachovava jeji energii. Zanedbani valivého tfeni a odporu prostfedi uz je na misté.

Toto je duvod, pro¢ je vyhodné pocitat rotaci kolem bodu dotyku, protoze vi¢i nému mé
treci sila nulovy moment. Pokud pocitdte moment sil pusobici na kouli viéi jejimu stredu,
musite vyjadrit z dalsich pohybovych rovnic).

Dalsim ,nesvarem“ v doslych resenich bylo, Ze jste pouze okomentovali situace, které mohou
nastat. V tloze 5 se vSak ocekéva pocitani pii jejim fesen{ (na rozdil od tloh P, popt. nékterych
jednoduchych). Z toho dtivodu neslo udélit za slovni rozbor vice nez jeden bod.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz

Uloha V.P ... metrova 5 bodii; priamér 2,73; Fesilo 40 student

Jak vsichni vime, v jeskynich stfedni Evropy je docela zima, okolo 4 °C. Pro¢ je v metru docela
teplo cely rok? Uvoliiuje se vice tepla z pritomnych lidi, nebo spiSe z technického zazemi?
Napadla Lukdse pri cekdani na metro.

Nejprve se zamysleme, jak je to s témi jeskynémi. Kdyz dohleddme teploty? v eskych jeskynich,
zjistime, Ze se pohybuji zhruba od 6 °C do 14 °C. V jeskynnich systémech tedy zfejmé muze byt
i pomérné vysoka teplota. Divod, pro¢ jsou jedny chladnéjsi a jedny teplejsi, je celkem prosty.
Je to ddno propojenim s venkovnim prostfedim. Pokud se v jeskyni nachdzi podzemni ¢ést
toku feky, budou v jeskyni velké teplotni vykyvy v pribéhu roku, nebot v zimé se teplota
vody nachézi v intervalu od 0°C do 4 °C, zatimco v 1été miZe bezpeéné presahovat 20 °C. Bez
podobnych vnéjsich vlivli se teplota v jeskynich udrzuje na dlouhodobém teplotnim primeéru
venkovntho vzduchu? ktery v Ceské republice ¢nf 7,5°C? Geotermalni energie v rozumnych
hloubkach jesté nehraje roli, nebot jeji nariist v zemské ktife ¢ini pfiblizné 0,025 °C-m ™15
Nyni se podivejme na situaci v prazském metru. Cim se 1isi? V prvé fadé si musime uvédo-
mit, o jakych castech metra se bavime. V povrchovych ¢i mélce hloubenych stanicich se nebude
teplota prilis liSit od venkovniho prostiedi. Jde tedy predevsim stanice metra ve vétsi hloub-
ce, jaké nachdzime napf. na lince B (nejhlubsi je stanice Namésti Miru, jejiz nejnizsi bod je
v hloubce® 51 m). Pro fyzika to mfize byt trochu zklaméni, ale zdéivodnéni vyssich teplot v me-
tru je pomérné prosté — zajistuje ho vzduchotechnika. V metru jsou jednak vétrany sluzebni

2Pfevzato z referSe https://is.muni.cz/th/327651/prif_b/Novakova_reserse.pdf.
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Volumetric_heat_capacity#Thermal_inertia
“http://portal.chmi.cz/historicka-data/pocasi/uzemni-teploty
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Geothermal_gradient

6https ://www.metroweb.cz/metro/TECH/vzduchotechnika.htm

11


mailto:krasnykuba@fykos.cz
https://is.muni.cz/th/327651/prif_b/Novakova_reserse.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Volumetric_heat_capacity#Thermal_inertia
http://portal.chmi.cz/historicka-data/pocasi/uzemni-teploty
https://en.wikipedia.org/wiki/Geothermal_gradient
https://www.metroweb.cz/metro/TECH/vzduchotechnika.htm

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXIX ¢islo 6/7

a technologické mistnosti kvili komfortu zaméstnanct (to neni pro nase ucely pfilis zajimavé)
a jednak je tam zfizeno tzv. hlavni vétrani. Funguje v letnim a zimnim rezimu. V chladnych
obdobich je vzduch z mezistani¢nich prostori odvadén do stanic, zatimco v 1été se smér vétrani
obrati. Z toho nijak neplyne, ze se v 1été v metru zchladime. Skutecné, v metru mize byt i vétsi
horko nez na povrchu. To by nas nemélo prekvapovat, v hornickych sachtdch tomu neni jinak.
Ochladit nds muze leda proudici vzduch tlaceny blizici se vlakovou soupravou.

Zbyva vsak zjistit, odkud se bere teplo v mezistani¢nich tisecich. Geotermdlni energii jsme
jiz zavrhli — bliZe k povrchu se sice mizu dostat ohfatd spodni voda (znédte napf. geotermdlni
jezirka), ale z metra je veskera priisakova voda odsdvéna’ Potfebujeme tedy odhadnout, kolik
tepla se vytvoFi pfi provozu metra. Celkova roéni spotieba elektfiny metra je® 225 GWh. Jelikoz
metro v dlouhodobém primeéru neprekonava zadny vyskovy rozdil, prevede se veskerd energie
v dusledku na teplo, at uz pri prekondvani treciho odporu, brzdéni nebo pti Jouleové ohfevu
vodiét — budeme poéitat s piibliznou hodnotou 8 - 10'*J za rok. Tunely v metru pojmou
zhruba 8 - 10° m?® vzduchu? ktery mé tepelnou kapacitu C = 10°J-K~'. Kdyby se ohiival
v metru pouze vzduch, zvedla by se jeho teplota za pouhy den o zhruba 200 °C. Je vSak ziejmé,
ze velké mnozstvi tepla pojmou stény — jakou ¢ast, to nedokdzeme dobie odhadnout. Spokojime
se tedy s tim, ze energie k tvorbé tepla mame dostatek.

Pro¢ neni tedy teplo i ve stanicich? To mizeme zdavodnit tim, Ze se metro pohybuje a tedy
i spotiebovavé energii predevsim mimo stanici — to vSak neni prilis silny argument. Protiar-
gumentem nidm jest prosté rozlehlost stanic. Jednoduse receno v nich je obsazen vétsi objem
vzduchu, jehoz ohfati trva i diky jeho Spatné tepelné vodivosti déle.

Jesté musime zminit jeden aspekt, a tim jsou lidé. Clovék vyzaiuje jako &erné téleso s vy-
konem 100 W; tuto p¥ibliznou hodnotu lze ziskat ze Stefanova-Boltzmannova zdkonal® Prazské
metro prepravi v priméru 1,6 - 10° osob denné. Pokud odhadneme, Ze kazdy &lovek stravi
v metru zhruba 15 min ~ 1000s, zjistime, Ze za rok vyzai{ energii 6 - 10'3 J. To je o ¥4d méné
nez teplo vyprodukované metrem. Jako nezanedbatelny se vliv vyzatovani lidskych tél projevi
az ve vozu metra, kde se stisnény prostor vyhreje rychleji. Zde naopak dominuje pred teplem
z technického provozu.

Nase poznatky jsou tedy nasledujici — zvysena teplota v metru oproti jeskynim je ddna odvo-
dem teplého vzduchu z mezistani¢nich prostor, kde byl vzduch ohtat v dusledku disipace tepla
pfi provozu metra. Teplo vyzarované lidmi nabyva vyznamu pouze ve stisnénych prostorech,
jako je napriklad viz metra.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Uloha V.E ... fotograficka 7 bodii; primér 4,38; fesilo 37 studentt

Pomoci digitdlniho fotoaparatu zmeérte frekvenci stridavého proudu v siti. Postaci i chytry
telefon s vhodnou aplikaci, ktera umozni nastavit presnou hodnotu expozic¢niho casu.
Populdrni predndsky z fyziky na strednd.

7http: //www.enviweb.cz/clanek/doprava/89645/odpadove-hospodarstvi-prazskeho-metra
8http://www.dpp.cz/dopravni-podnik-mezirocne-usetril-na-energiich-167-mil-kc/
9 http://fykos.cz/rocnik26/reseni/reseni5-5.pdf
19Podle https://en.wikipedia.org/wiki/Black-body_radiation#Human_body_emission zodpovidaji dalsi zptso-
by ztraty tepla (predevsim konvekce) za méné nez polovinu celkového ztratového vykonu, nas odhad je tedy
postacujici.
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Teorie

Principem tlohy je vyfotografovani néjakého zdroje svétla, tieba poulicni lampy, se zndmym
expozi¢nim ¢asem fotoaparatu a za souc¢asného pohybu fotoapardtu. Je-li vhodny zdroj ptripojen
k siti, kde ho zivi stfidavy proud, na rozmazané fotografii uvidime jeho blikani. Spocteme-li
pocet bliknuti a vydélime ho expozi¢nim c¢asem, ziskdme bud primo frekvenci v siti, nebo jeji
dvojnédsobek, podle pouzitého zdroje. Podivejme se, jaké zdroje a pro¢ mizeme pouZit.

Obycejné zarovka s wolframovym vldknem se pri prichodu elektrického proudu rozzhavi
a zacCne svitit. Pouzijeme-li stfidavy proud z elektrické sité, jeho frekvence je tak velkd, ze za
dobu, kdy vldknem neprochézi zddny (nebo jen velmi maly) proud, se vldkno nestihne zchladit,
a bude tedy svitit nepietrzité. Zarovka tedy neni vhodnym zdrojem pro tento experiment.

Lepsi to bude se zarivkou. Ta je tvorena dlouhou sklenénou trubici se dvéma elektrodami,
kterd je naplnéna rtutovymi parami a argonem. Pfi pruchodu elektrického proudu nastava
v trubici doutnavy vyboj, ktery vyzaruje prevazné v ultrafialové oblasti. Toto zareni dopadd na
stény trubice, které jsou pokryty luminoforem, ktery zareni preméni na viditelné svétlo. Zarivka
sviti pouze tehdy, kdyz ji prochazi proud — je-li pripojena ke stiidavému zdroji, nebude svitit
nepretrzité jako obycejné zarovka, ale bude ,blikat“. Toto blikdni mé vysokou frekvenci, je tedy
pro lidské oko nepostfehnutelné, lidé vnimaji zafivku jako kontinudlni svételny zdroj (mtze vSak
byt skrytym nebezpecim pro epileptiky v ndkupnich centrech). Na rozmazané fotografii nicméné
toto blikani zachytit 1ze. Protoze sviceni zatrivky nezavisi na sméru prochazejictho proudu, jen
na jeho velikosti, zaznamenand frekvence je oproti té v siti dvojndsobnd (béhem jedné periody
proudu v siti zafivka dvakréat blikne).

Trochu jiné to bude, je-li zdrojem obyéejnd LED (light-emitting diode). Je to polovodico-
va soucédstka, kterd je tvorend P-N prechodem. Jeho typickou vlastnosti je rozdilné chovani
vuci prochéazejicimu proudu pro opac¢né sméry pruchodu. Je-li zapojena v propustném sméru,
protéka ji proud a dioda emituje svétlo. Je-li zapojena v zédvérném sméru, proud ji neprochézi
(pokud ovsem do diody nepoustime ptili§ velké napéti, abychom dosdhli prirazného napéti).
Pripojime-li diodu ke zdroji stridavého proudu, propusti proud vzdy jen v jednom sméru, proud
bude tedy diodou prochdzet vzdy jen polovinu periody (jednocestny usmérniovac). Naméfend
frekvence blikdni LED bude pfimo rovna frekvenci proudu v siti. Pouzijeme-li tzv. mustkové
(Graetzovo) zapojeni ¢tyt diod, bude proud propoustén v obou smérech (dvoucestny usmériio-
vaé). V takovém pripadé namérime opét frekvenci blikdn{ LED dvojnésobnou oproti frekvenci
proudu v siti.

Experiment

K experimentu byl pouzit mobilni telefon s fotoapardtem, kterym byly fotografovany lampy
pouli¢niho osvétleni v Praze. Snimky byly schvalné pofizovany ,rozmazané“, abychom mohli
nasledné zjistovat pocet bliknuti lampy za dobu expozice snimku. Jelikoz z vyroby predinstalo-
vana aplikace na fotografovani v telefonu neuméla zaznamenévat expozicni ¢asy u jednotlivych
fotek v ¢lovékem citelné podobé, bylo potieba si stdhnout jinou aplikaci, kterd to umoznuje.
Takova aplikace je napriklad Camera FV-5 Lite, ktera je zdarma ke stazeni pro mobilni telefony
s OS Android na Google Play Store.

Piiklad snimku, ktery byl pofizen, muzeme vidét na obrazku (2). Na obrazku (3) potom
miizeme vidét vyrez, na kterém je v detailu vidét blikdni lampy. Z tohoto detailniho obrazku
miuzeme urcit pocet bliknuti lampy béhem doby expozice snimku. Pti fotografovani je potfeba
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fotoaparatem pohybovat spravnou rychlosti, abychom ziskali snimky, ze kterych budeme schopni
néco vycist.

Obr. 2: Ukédzka rozmazaného snimku pouli¢ni lampy. Barvy snimku byly invertoviny
a nasledné byl preveden do skaly Sedé.

Meéreni a vyhodnocen/

Zachytili jsme 14 rozmazanych snimkt pouli¢ni lampy, u nichZ zndme expoziéni ¢as (ten se
u jednotlivych snimku lis). Z kazdého snimku jsme vybrali jednu lampu a u nf jsme uréili
pocet bliknuti a zjistili jsme expozi¢ni dobu snimku. Jelikoz nebylo vidy mozné presné urcit
pocet ¢érek na snimku (jedna ¢arka predstavuje jedno bliknuti), museli jsme obéas pocet ¢arek
odhadovat (napt. dvé pul¢érky na zac¢dtku a konci celé prerusované ¢ary daji dohromady jednu
celou ¢arku). Toto éislo jsme spolecné s expoziéni dobou snimku zanesli do tabulky (1).

P1i vyhodnocovani naméfenych dat nejprve u kazdého méreni vydélime pocet bliknuti lampy
expozicni dobou snimku, ¢imz ziskdme naméfenou frekvenci blikdni lampy, a z téchto ¢isel
nasledné spocteme vybérovy priumeér a vybérovou smérodatnou odchylku. Timto postupem
dostdvame, ze frekvence blikdni lampy je (98,4 4+ 1,8) Hz.

Jelikoz jsme celou dobu chtéli uréit frekvenci proudu v elektrické siti, musime si uvédomit,
ze pouli¢ni lampy blikaji s dvojndsobnou frekvenci, nez je frekvence proudu v siti (viz odstavec
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Obr. 3: Detail rozmazaného snimku pouli¢ni lampy.

Tab. 1: Namérené hodnoty poctu bliknuti lampy.

expozicni Cas
S

pocet bliknuti lampy

1/10 10
1/10 10
1/12 8
1/14 7
1/10 10
1/14 7
1/10 11
1/10 10
1/10 11
1/12 8
1/10 9
1/14 6
1/14 7
1/14 7

Teorie). Musime tedy namétfenou frekvenci blikdn{ lampy vydélit dvéma. Po aplikaci vzorct na
praci s chybami dostdvame, ze frekvence proudu v siti je tedy (49,2 + 0,9) Hz.

Zavér

Zmérili jsme frekvenci proudu v elektrické siti vyuzitim faktu, ze zarivky pfi prichodu stii-
davého proudu nesviti spojité, ale blikaji s frekvenci zavislou na frekvenci proudu, ktery jimi
prochézi. Ackoliv ma toto blikdni frekvenci kolem 100 Hz, byli jsme schopni ho pomoci fotoa-
paratu zachytit. Je zndmy fakt, Ze stfidavy proud v elektrické siti ma frekvenci 50 Hz, coz je
v souladu s vysledkem naseho experimentu 49,2 Hz. V nasem experimentu jsme potidili celkem
14 fotografii, které jsme déle zpracovavali, coz nam stacilo na to, abychom méli chybu méreni
0,9 Hz. Pokud bychom pozadovali vysledek s vétsi presnosti stacilo by provést vice méfeni, coz
uz jsme ale na tomto misté nepovazovali za nutné.

Michal NoZicka Dominika Kalasovd
nozicka@fykos.cz dominika@fykos.cz
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Uloha V.S ... prirozené proménna 6 bodt; pramér 3,90; fesilo 20 studentt
a) Pouzijte vztah pro entropii idedlniho plynu S(U,V, N) z feseni treti seridlové tilohy

k—1
SW,v.N) = Snrm [ LY 4 npso.
2 ER’I’LF‘

2

a vztah pro zménu entropie
1 P I
=5 - N
ds TdU + TdV Td

a vypocitejte chemicky potencidl jako funkci U, V a N. Upravte dale na funkci T, p a N.

Pomicka: Prectete si o derivacich a malych zméndch v druhém dile serialu. Nyni by uz mélo
byt ziejméjsi, Ze koeficienty jako 1/T pred dU spoditate jako parcidlni derivaci S(U,V,N)
podle U. Nezapomerite na uzitecny vztah In(a/b) =Ina —Inb a Ze n = N/Na.
Bonus: Vyjadrete timto zpiisobem i teplotu a tlak jako funkce U,V a N. Eliminujte zavislost
tlaku na U, abyste dostali stavovou rovnici.
b) Je chemicky potenciél idedlniho plynu kladny, nebo zdporny (so povazujte za zanedbatelné)?
¢) Co se bude dit s plynem v pistu, pokud je plyn napojeny na rezervodr s teplotou T;? Pist
se miize volné pohybovat a z druhé strany na néj nic neptisobi. Popiste, co se bude dit,
pokud dovolime jen kvazistatické procesy. Kolik prace takto dokdzeme extrahovat? Plati, ze
se takto minimalizuje volnd energie?

Pomitcka: Na vypocet prace se vaim miuze hodit vztah

b
/ ldar:zlné.
L T a

d) Entalpii jsme definovali jako H = U+pV, Gibbsovu energii jako G = U —TS+pV. Jaké jsou
prirozené proménné téchto potencialu? Jaké termodynamické velic¢iny dostaneme derivacemi
téchto potencialii podle svych prirozenych proménnych?

e) Vypocitejte zménu grandkanonického potencidlu dS2 z jeho defini¢niho vztahu Q = F — uN.

Janci se snaZil predstavit si chemicky potencidl.

1. Vypoditajme najprv bonus, pretoze je jednoduchsi! Chceme parcidlne derivovat S podla U,
tak dostaneme 1/T. VyuZijeme, Ze In(...) zo vztahu pre S(U,V, N) vieme napisat ako

In(U) + ¢éleny, ktoré na U nezavisia.

Pred nimi stoji este faktor snR/2, ktory na U tiez nezavisi, teda pri derivovani vSetky
tieto dalsie ¢leny vypadni. Ostava teda len
0

1 _0SWU,V,N) s _s 1
7= Pl _2nR8U1nU —QnRU.

To je ale kalorickd rovnica U = snRT'/2.
Podobne pre V, In(...) zo vztahu pre S(U, V, N) rozpiseme ako

In(V*™') + &leny, ktoré na V nezavisia.
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Znova, po derivovani ostane len derivicia tohoto ¢lena a eSte si spomenieme na 1n(V”71) =
= (k—1)InV a poéitame
p OS(UV,N) s 0 s 1
—=—""—=-nR(k—-1)z=InhV =_-nR(k—-1)=.
T oV gk =gy =Dy
Pretoze kK = 