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Uloha IILS ... aplikaéni 6 bodt; pramér 3,75; fesilo 28 studentti
a) V textu seridlu jsme vyuzili priblizny vztah pro v/1 4+ h?, kde h je mald hodnota. Zkoumejte,

b)

jak presna je to aproximace. Jak moc se miize h lisit od nuly, aby se aproximovand a presna
hodnota lisily o méné nez deset procent? Podobnou aproximaci miiZzeme provést pro libovol-
nou rozumnou funkci pomoci tzv. Taylorova rozvoje. Pokuste se na internetu najit Tayloruv
rozvoj napiiklad pro funkce cosh a sinh kolem bodu h = 0, zanedbejte ¢leny vyssi nes h?
a najdéte pribliznou mezni hodnotu h, kdy se aproximovana a presna hodnota lisi o 0,1.
Uvazujme vinovou rovnici pro klasickou strunu ze serialu a necht je struna pevné upevnéna
na jednom konci v bodé [z;y] = [0;0] a na druhém konci v bodé [z;y] = [l;0]. Pro jaké
hodnoty w, a, a a b je vyraz

y(z,t) = sin(azx) [a cos (wt) + bsin (wt)]

resenim vlnové rovnice?

Tip Dosadte do pohybové rovnice a vyuzijte okrajové podminky.

V minulém dile seridlu jsme porovnavali hodnoty akce pro rizné trajektorie ¢astice. Nyni
vypoctéte hodnotu Nambu-Gotovy akce pro uzavienou strunu, ktera od casu 0 do casu t
stoji na misté v roviné (z',x?) a mé tvar kruhu o poloméru R. Mame tedy

X(1,0) = (er, Reos o, Rsin o, 0)

pro o € (0,2n). Nacrtnéte déle, jak vypadd svétoplocha této struny (na posledni, nulovou
komponentu zapomerime) a jak vypadaji édry konstantniho T a .

V textu seridlu jsme vyuzili aproximace

\/1+h2z1+%h2.

Dosadime-li par hodnot do obou stran vyrazu, zjistime, ze pro mala h lze vztah povazovat
za prakticky presny (relativni odchylka od pfesné hodnoty je pro h = 0,1 pouhych 0,001 %).
Rozdilnost pravé a levé strany vSak pro vyssi hodnoty h stoupé. Pro h = 1 je to jiz 6 % rozdil
a pro h = 10 nelze uz ani mluvit o aproximaci.

Jakd je tedy hodnota h, aby byla odliSnost pravé a levé strany pravé 10 %? Tuto hodnotu
urc¢ime feSenim nasledujici rovnice

140,5h° —V1+h2
V14 h?

Po dvou umocnénich na druhou dostaneme kvadratickou rovnici v k2, jejim# feSenim do-
stavame dvé realnd feseni h = £1,195. Hodnota h se tedy muze liSit od nuly maximalné
o 1,195, aby byla pfesnost aproximace maximélné 10 %.

Podobnou aproximaci lze provést i pro dalsi funkce. Specidlné pro sinus a kosinus mame
rozvoje

0,1.
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Cim vice ¢lenti v Taylorové rozvoji funkce vezmeme v tvahu, tim lepsi dostédvime aproximaci.
Jednotlivé Cleny se obvykle lisi fadové. V ptipadé sinu dava napiiklad prvni ¢len pro h =
= 0,5 piispévek 0,5, zatimco druhy ¢len 0,02 a nasledujici pouhych 0,000 3. Clen nésledujic
po ¢lenu, do kterého uvazujeme rozvoj, pak muzeme povazovat za odhad chyby aproximace.
V nasem pifpadé uvazujeme jen &leny do h? v rozvojich vyse a nésledujici &len pak uréuje
ptibliznou chybu. Pro h odpovidajici chybé 0,1 pak mdme podminku

h3
6
h4
24

~ 0,1,
~0,1.

Resenim dostdvAme v prvnim piipadé mezni hodnotu 0,843 a ve druhém pifpadé 1,245
(hodnoty udévame v radidnech). Tento odhad chyby neni daleko od skute¢né hodnoty, ktera
je 0,854 a 1,261.

b) Dosadme navrhovany tvar feSeni do vlnové rovnice

8231(.%, t) _ CQ 82?!(1:7 t)
ot? Ox?

:O’

kde jsme oznadili rychlost §fieni viny ¢ = (Tpl)/m. K tomu potfebujeme umét parcidlné
derivovat podle x a t. Derivujeme-li parcidlné podle jedné proménné, povazujeme ostatni
proménné za konstanty a tedy pro prvni derivace

% = sin (az) [—awsin (wt) + bw cosw] ,
w = acos (ax) [acos (wt) + bsinwt] .
T

Pro druhé derivace pokracujeme podobné a vSimnéme si, ze

Oy(x, t)

2
N0 — Py,
y(x,t
TULD — —ay(a,0).
Dosazenim do vlnové rovnice a vydélenim y(z,t) dostdvdme tedy podminku
2_ 2.2
w®=ca’.

Nyni uvazujme okrajové podminky, podle kterych musi byt v kazdém case ¢

0= y(07 t) =0,
0 =y(l,t) = sin (al)[a cos (wt) + bsin (wt)],

kde prvni podminka je trividlné splnéna a druhd dava restrikci na hodnoty «. Protoze je
¢len v hranaté zavorce obecné nenulovy, musi byt nulovy sinus, tedy

al=rmn,
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kde n je celé ¢islo. V pfipadé n = 0 mame vSak trividlni (nulové) feseni a zaporné hodnoty n
odpovidaji jen fesenim s opacnym znaménkem prefaktort, tedy zaméné a — —a a b — —b,
které nejsou nikterak omezené. Proto mizeme uvazovat jen prirozena n.

Maéame tedy moznd feSeni vlnové rovnice

y(x,t) = sin (az)[a cos (wt) 4 bsin (wt)],

kde
n _Tc

a=gn, w=-n
a hodnoty a a b mohou byt libovolné. Tyto hodnoty lze urcit ze znalosti pocatecni konfigurace
struny.
Poznamenejme jesté, ze ¢islo n odpovida poctu ,kopecku“ sinu, které se na strunu ,,vejdou*.
Reden{ pro rtizna n pak odpovidaji riiznym médam kmit4n{ struny. O tom si jesté povime
v dalsim dile serialu.
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Obr. 1: Svétoplocha uzaviené struny z prikladu c).

¢) Kruhova struna stojici v prostoru (pro daného pozorovatele) opisuje v Casoprostoru plést
valce tak jako na obrazku. Na obrazku jsou také vyobrazeny cary konstantniho 7 a o, které
Ize snadno urcit ze znalosti parametrizace.
Vypoétéme hodnotu akce ze znalosti parametrizace pfimym dosazenim. Cary konstantni-
ho 7 a ¢ jsou na sebe kolmé a muzeme tedy dosazovat do vyrazu
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My ale mame po zderivovani kazdé slozky

oX
E - (0707070)a
2—: = (0,—Rsino, Rcoso,0).

Velikosti téchto ¢tyFvektort jsou tedy (vzpometime na prvni seridl a tlohy k nému, kde jsme
tyto velikosti pocitali)

2

oxX 5

ar| T

x|’

2| =R?*sin®0 + R%cos’o = R?.
Oo

Dosazenim do vyrazu pro akci a dvéma integracemi konstanty dostavame konecné
T t 2n
S[X(r,0)] = ——0/ / cRdrdo = —2rRTt .
c
0o Jo

V tomto specidlnim ptipadé lze hodnotu akce také uhddnout. Z textu seridlu vime, ze hod-
nota akce odpovidd povrchu svétoplochy vyndsobenému prefaktorem —7p/c. Povrch plasté
vélce (bez podstavy) o poloméru R a délce ct (viz zadani) je roven 2nRct a hodnota akce
bude tedy & = —2nTy Rt, coz je hodnota, kterd nam vyse vysla. Poznamenejme ovsem, ze
tomu tak nemusi byt vzdy, protoze plocha je mérend metrikou ds a jeji naivni vypocet muze
déat obecné jiny vysledek.
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