Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 23.1I1.S

23. roénik, tloha II.S ... zdhada meotaru a rybi oko (6 bodu; prumér 2,60; tesilo 10
studenti)

a) Mozn4 jste si vsimli, Ze mezi zdrojem a priihlednou podlozkou na fdlie je v tradiénim
meotaru za ucelem soustredéni svétla vlozena dost zvlastni ¢ocka, ktera vypada spis jako
ryhovand deska (viz také tloha VI.2 ze XVII. ro¢niku). Vznikne tak, Ze standardni plosko-
vypuklou cocku rozfezame na soustiedné prstence, z kazdého si nechame jen uplny konec
a vysledek opét slozime, takze ziskdme néco jako ,o0sové symetrické pahorkaté sklo“ (viz
obrézek).

Obr. 1. Cocka z meotaru

Takto vznikla ¢ocka ma vsude stejny sklon jako pivodni spojka, a podle Snellova za-
kona tak ocekdvame, Ze bude stejné dobfe soustiedovat svétlo. Naproti tomu, z pohledu
Fermatova principu, uz kazdé drdze neprislusi stejny ¢as, nebot jsme v riiznych mistech
odebrali riizné tlusté vrstvy skla — napriklad tplné nejkratsi ¢as ted odpovidd cesté po
optické ose. Zda se tedy, ze Fermatiiv pricnip selhdvd — podle néj by ¢ocka soustiedovala
jen svétlo jdouci po optické ose a nefungovala tak, jak ma. Rozhodnéte kdo ma pravdu:
Snell, Fermat? A proc¢?

b) Najdéte drahy paprskii ve dvojrozmérné situaci, kdy zavislost indexu lomu na vzdélenosti r
od pocatku je dana funkci
n(r) = 1o

¢) (Bonus.) Vlozime-li do prostoru s proménlivym indexem lomu bodovy zdroj svétla, mize

se stat, ze se velka cast paprskii, které z néj vychazeji, sejde v jednom bodé, jako je tomu

v pfipadé spojné cocky. Takto vznikly bod pak nazyvame obrazem bodu piivodniho. Popiste

geometrické zobrazeni zdroj — obraz, které timto zpiisobem indukuje prostiedi s indexem
lomu z predchozi ulohy.

7 Kroniky Dalimilovy.

Stary zndmy meotar

Jak Snelltiv, tak i Fermattiv princip davaji v nasi situaci spravnou pfedpovéd, je jen tieba
je spravné interpretovat. Vysvétleni pomoci Snellova zékona je jednodussi: Nové vznikla ¢ocka
ma v kazdém misté stejny sklon jako ta pivodni, a vSechny prochézejici paprsky se tedy
na Sikmych rozhranich budou lamat stejné, jako by se jednalo o nezménénou ploskovypuklou
cocku.

Abychom dostali spravnou odpovéd i z Fermatova principu, musime pouzit jeho spravnéjsi
verzi, kterd fika, ze svétlo Sifici se mezi dvéma body si vzdy vybere drahu se staciondrnim
Casem, tedy drahu, kterd odpovida lokadlnimu (ne nutné globalnimu) extrému celkového ¢asu
na skupiné v8ech moznych drah. Nyni vSe funguje tak, jak ma, protoze pohybujeme-li se jen
v ramci jednoho prstence, cas potfebny pro prichod ztustava stejny, staciondrni. Tim, ze jsme
z kazdého prstence odebrali danou vrstvu skla, jsme vytvorili jakésy ,schody“ — kazdému
prstenci odpovida ruzny cas, ktery se zvySuje se vzrustajici vzdalenosti od optické osy, v ramci
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jednoho prstence se ale neméni. I Fermativ princip tedy pfedpovid4, ze svétlo bude k cesté do
ohniska prochéazet skrz vSechny ¢asti ¢ocky, stejné jako tomu bylo pred roziezdnim, a zdanlivy
paradox je vysvétlen. Bylo by podezrelé, kdybychom ze Snellova a Fermatova principu obdrzeli
protichtidné zavéry, vzdyt jsme, byt na jednoduchych situacich, ukézali, Ze jsou ekvivalentni!

Otézkou zustava, co se déje na rozhranich mezi prstenci. Geometrickd optika stacit ne-
bude, protoze zde pozorujeme skokovy nartst ¢asu, tedy konec¢né velkou zménu ¢asu v méritku
kratsim, nez je vlnova délka pouzitého svétla. Proto mizeme ocekavat, ze zde do hry vstoupi
vinové vlastnosti svétla, tedy predevs§im interference. Na zavér bychom méli podoknout, ze
nové vznikla ¢ocka nebude mit zcela identické vlastnosti jako jeji ploskovypukla predchudkyné
ani z hlediska geometrické optiky (jak si spravné vsiml Jakub Vosmera). Odebrani vrstev skla
totiz posouva mista, odkud se dale paprsky §ifi k optické ose, a soustfedovani' nebude do-
konalé. V praktickych situacich je ale tento posun zanedbatelny, a v pfipadé potfeby se da
kompenzovat spravnou tupravou sklonu jednotlivych prstenci.

Podivny index lomu

Jelikoz index lomu
no

zéavisi jen na vzdalenosti od stfedu, mizeme vyuzit trvzeni ze zavéru seridlu, podle kterého se
bude zachovavat opticky moment hybnosti

n(r) = (1)

L = n(r)rsina = konst , (2)
kde « je thel mezi paprskem a pravodi¢em. Po dosazeni (1) do (2) dostaneme

rsina
a?+r2 c, (3)
kde C' = L/noa” je konstantni. Nyni bychom mohli, stejné jako vétsina fesiteli, dosadit do (3)
za sin o pomoci derivace r’ podle ihlu ¢ polarnich soufadnic a fesit vzniklou diferencidlni
rovnici pro 7(¢). Tento postup je mozné dovézt az do konce, ale diky svoji zdlouhavosti a nutné
znalosti pokrodilejsich technik integrovani do FYKOSu spiSe nepatii, jak také naznacuje nizka
uspésnost fesitelu, ktefi se touto cestou vydali. Misto toho pouzijeme trik.
Divejme se na trajektorii jako na funkci parametru drahy s

ds® =dr® + 72 dgo2
a ozna¢me ¢(s) thel, ktery svird tec¢na trajektorie v bodé s s osou z. Zkoumejme veli¢inu

do
ds’

ktera tika, jak rychle se trajektorie staci, posunujeme-li se podél ni. Pro diferencialni prirustek
d¢ plati
d¢ =da+dep,

1) V pripadé meotaru bychom méli ict spi§ ,zrovnobé&ziiovani®.

-2-



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 23.1I1.S

kde druhy ¢len na pravé strané je oprava k da v diisledku staéeni radidlniho sméru (promyslete).

Mame tedy 4 d q
¢ _do 4y

ds ds ds°
Prvni ¢len pravé strany upravime za pomoci vztahu cosads = dr na

(4)

da cosada  dsina
ds cosa ds dr ’

a muzeme aplikovat rovnici (3)
da d (d® r? — a?
—=C—|—+4r|=0C—5—.
ds dr ( r + > r?

S druhym ¢lenem pravé strany (4) méme méné préce

dﬁ_rdgﬁ_sinazcﬁ—&—az

ds r ds T r2

)

a konec¢né po secteni obou vyraz dostavame
2 2 2 2
@ZCT — 2 4ol ta = 2C = konst .
ds r? r?
Pohybujeme-li se tedy rovnomérné podél trajektorie, tecna k ni se staci konstantni rychlosti
2C radidnd na metr. Jingmi slovy, trajektorii musi byt kruznice o poloméru R = 1/2C, kde
konstanta C' zavisi na po¢ate¢nich podminkach (viz nize).

Bonus

Méjme dan bod A ve vzdalenosti ro od poé¢atku soufadnic (viz obrézek). Vzhledem k isotro-
pii prostoru si ho mizeme bez jmy na obecnosti zvolit na ose x. Zajimalo by nas, jak vypada
mnozina vSech paprski, které z néj vychazeji, zejména pak jejich pruseciky. Kazdy paprsek
je urcen uhlem o, ktery svird s osou =z v bodé A,

a podle predchozi ¢asti tedy bude opisovat kruznici
o poloméru
1 re +a?

R=—"—=—"———.
2C 27r¢ sin a

Kde takovy paprsek protne osu x podruhé? Ozna-

¢ime-li tento priseéik A’(ao), tak z obrazku jedno- Qo
duchou geometrickou tivahou dostaneme o)
’ . a? A’ o o A z
|A'A| = 2Rsinag =19+ — .
To

Poloha bodu A’ tedy nezavisi na ag a vSechny pa- Obr. 2. Paprsek

prsky vychazejici z A se protnou ve stejném bodé A’, ktery lezi také na ose z, a to na opacné
strané ve vzdalenosti a? /7o od pocatku. Takto ziskané zobrazeni zdroj — obraz muzeme zapsat

vektorové jako
o2

r o — ——=r
|r[?
Resitelé s lepsim geometrickym vzdélanim v tomoto zobrazeni rozpoznaji kruhovou inverzi
vzhledem ke kruznici se stfedem v pocatku a polomérem a sloZenou s inverzi souradnic.
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Motivace pro dalsi studium

Ty z vas, ktefi uz slyseli o hyperbolické geometrii, a koneckonct i ostatni, urc¢ité zaujme,
jak se odpovédi na otazky (b) a (c) zméni, kdyz prohodime znaménko ve jmenovateli (1), tedy
budeme pocitat s indexem lomu
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