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Mili resitelé!

Dostavate do rukou zadani druhé série svého oblibeného Fyzikalniho korespondencéniho
seminafe. Doufdme, Ze se vdm nase tlohy budou libit a poslete ndm sva feSeni, na ktera jiz
nyni netrpélivé ¢ekame.

Radi bychom véas také vSechny pozvali na Den otevienych dveri Matematicko-fyzikalni fa-
na adrese http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/. Na DODu se také budete moci setkat
s organizatory FYKOSu a bude k dostani i ro¢enka 22. ro¢niku.

Aktualni déni v seminari sledujte na strankach http://fykos.mff.cuni.cz/, kde naleznete
zadani a feSeni vsech 1loh, aktualni potradi, diskuzni férum a rovnéz zde muzete uploadovat
své soubory s resenim.

Pfejeme vam spoustu krasnych chvil nad tlohami FYKOSu a té$ime se s vami na vidénou

na jarnim soustfedéni. Organizitori

Zadani Il. série

Termin odeslani: 14. prosince 2009

Uloha II.1 ... kalamita

Jeden z organizatoru jel vlakem domu a zapadl ve vanici. Z dlouhé chvile pocital snéhové
vlo¢ky padajici za oknem. A napadlo jej — kolik jich je asi v jednom kilogramu snéhu? Provedl
kvalifikovany odhad a spokojené umrzl. Co mu vyslo?

Uloha II.2 ... rusit krok
Jak rychle mame jit po visutém mosté, abychom jej co nejvice rozkmitali? Ulohu vhodné
parametrizujte a nasledné vyfeste.

Uloha II.3 ... brnkacka

Prodéva se véalecek, na kterém jsou malé vystupky. Véalecek otaceje se brnka o hranu ocelové
desticky, kterd je nafezand na prouzky rozdilné délky. Ve skladbé na valecku se vyskytuji
vSechny noty v daném neprazdném rozsahu (dejme tomu stupnice C dur). Dokazete zjistit
tvar funkce konci nafezanych prouzka?

Uloha I1.4 ... Méirovy pruZiny

Kutil Mara si doma sestavil takovouto hracku: Na dfevény kruh
do jedné pfimky prochazejici stfedem disku pfimontoval dvé zarazky
(stejné daleko od stfedu), mezi které na dvou pruzinach o tuhosti k
napnul zavazi o hmotnosti m. Zavazi muze bez tfeni klouzat po disku.
Mara hracku polozil na stil a roztocil okolo osy disku tthlovou rych-
losti w, pficemz zavazi mirné vychylil z rovnovazné polohy. Kvalita-
tivné popiste pohyb zdvazi, a pokud si vérite, vypocitejte jej (za bo-
nusové body).

Obr. 1. Pohled shora
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Uloha II.P ... telekineze

Odkud bere magnet energii na zvedani véci, kdyZ magneticka sila nemutze konat praci?
Lorentziv vzorec F = g (v x B) fika, ze magneticka sila je kolma na rychlost pohybujiciho se
naboje, a tedy pouze méni jeho smér hybnosti.

Uloha II.E ... metronom

Hrajete-li na hudebni nastroj, urcité obcas mate problémy udrzet rytmus. Navrhnéte ex-
periment a zméite, jakou frekvenci (adert o stil, stiski klavesy,...) dokaze ¢lovék nejlépe
udrzet. Existuje néjaka korelace mezi ni a jinymi pfirozené se vyskytujicimi jevy?

Serial na pokracovani

Kapitola 2: K Fermatovu principu a jesté dal

Fermatdv princip

Ve druhém dile naseho seridlu o svétle se budeme nadale zabyvat predevsim takzvanou geo-
metrickou optikou, tedy tou Casti nauky o svétle, ktera se zabyva situacemi, kdy je vinova délka
zkoumaného zafeni mnohem mensi nez typickad velikost méficich pristroji, a vlnovou povahu
svétla tak v podstaté muzeme ignorovat. Prakticky to znamené, Ze na svétlo se zde misto jako
na pohybujici se vlnu divame jako na tzky paprsek ¢i soustavu paprski, leticich prostorem.
V minulém dile jsme hovotili o Huygensové principu, ktery nam fiké, jak zkonstruovat celo
svételné vlny v daném okamziku, zname-li jeho tvar v libovolném predchéazejicim case. Neni
vsak moc jasné, jak tento princip pouzit pro uzké svételné paprsky a odvodit tak naptiklad,
jak se bude paprsek pohybovat v prostiedi s proménnym indexem lomu. Zkusme tedy najit
pravidlo, podle kterého se paprsky svétla fidi.
piipadé odpovéd zndme: svétlo se bude pohybovat po pfimce. Co kdyz mu dame do cesty
zrcadlo? Presnéji feceno, mame-li dva body, A
a B libovolné umisténé na jedné strané zrcadla
(viz obréazek), kudy se bude z bodu A pohybo-
vat svétlo, aby dorazilo pravé do bodu B? Kdyz
pomineme moznost pfimé cesty, ocekdvame, ze
paprsek poleti rovné k néjakému mistu na zrca-
dle, od toho se odrazi a odtut poputuje pfimo do
cile. Zbyva zjistit, od kterého bodu T zrcadla se
paprsek odrazi.

Odpovéd nasli uz Rekové okolo podatku na-
Seho letopoctu: Postavime-li svétlu do cesty
libovolné mnozstvi zrcadel, bude se vzdy Sifit Obr. 2. Odraz a dopad
tak, aby celkova urazena draha byla co nejkratsi.

V naSem pfipadé to znamend, ze bod T musime nastavit tak, aby soucet |AT| -+ |TB| byl
co nejmensi, a zde nAam pomuze geometricky trik. Kdy# zakreslime B’ jako zrcadlovy obraz
bodu B, viimneme si, ze |AT| + |TB| je to samé jako |AT| + |TB’|, tedy délka cesty z A do B’
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skrz T. Ale ta je nejmensi, kdyZ vSechny tii body A, T a B’ lezi na pfimce, z ¢ehoZ uz plyne
rovnost thli «, vyznacenych na obrazku. Dostali jsme tak znamé pravidlo odrazu a dopadu.

Plati ale zminény ,,princip nejkratsi drahy*“ opravdu vzdy? Nam uz znamy piiklad dvou
prostiedi s rozdilnymi indexy lomu ukazuje, Ze ne, vzdyt lomend dréha, kterou predpovida
Snelliv zakon, rozhodné neni nejkratsi cesta z A do B na nasledujicim obrazku 3.

Pierra de Fermat tedy nékdy okolo roku 1657 napadlo misto drahy, kterou svételny pa-
prsek urazi, uvazovat nad Casem, jenz mu dand trajektorie zabere, a vyslovil slavny princip
nejkratsiho ¢asu, dnes znamy také jako Fermativ princip:

Mame-li dany pocdtecni a koncovy bod trajektorie, paprsek svétla se mezi
nimi bude $irit tak, aby mu cesta zabrala nejkratsi moznou dobu.

Pii pohledu zpét na obrazek znazornujici lom svétla, které prechazi z opticky ridsiho
do opticky hustsiho prost¥edi (tj. m1 < mn2), zjistujeme, Ze Fermativ princip kvalitativné
spravné predpovida lom , ke kolmici“. Protoze se A
paprsek s§ifi pomaleji ve druhém prostiedi, snazi . ;
se v ném jit po kratsi draze, ne vSak té nej- i
kratsi mozné (tedy kolmé na rozhrani), nebot
ta by zase vedla k prilis dlouhé draze v prvnim n1
prostredi. Vysledkem je tedy jistd kompromisni,
mirné lomend draha. Abychom ukézali, ze Fer-
mattv princip predpovidad presné zakon lomu, z
musime konec¢né trochu pocitat. b

Priklad — Snelliiv zakon lomu z Fermatova
principu d
Ukazte, ze pro trajektorii s nejkratsim casem
plati n1 sin a = n2 sin 8.

Obr. 3. Snell a Fermat

Reseni

Oznacme a a b vertikalni vzdélenosti bodu A a B od rozhrani a d jejich horizontalni vzdalenost
(viz obrazek). Obecny paprsek dopadne do mista vzdaleném z od paty kolmice spousténé
z bodu A na rozhrani. Celkovy ¢as pro takovou drahu pak vychazi

_ Va? + 22 n Vb2 + (d — )2
o V1 V2

t(x)

Abychom nagli minimum ¢ v zavislosti na x, polozime derivaci rovnou nule.

= % (n1\/a2 + 22 + n2y/b% + (d — m)2) :

dt 1
0=+ ==
dz c

% d-z
Vit Rt d-ap

T d—x

n =n ,
'Va? + 22 2\/b2+(d—x)2

coz je ekvivalentni ndm jiz zndmému zakonu lomu

neboli

nisina = nasin 3.

Prestoze vidime, Ze vSe funguje, jak mé, musime se pfiznat, ze jsme Fermattuv princip uvedli
v podobé, ktera je jen specidlnim pfipadem spravného a obecné platného zakona. Ve skutecnosti
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se totiz paprsky vzdy nepohybuji po draze s nejkratsim casem, ale po dréaze, na které je Cas
staciondrni. To jednodusSe feCeno znamena, ze pozménime-li virtualné spravnou trajektorii
témér nepatrnym, ale libovolnym zpusobem, celkovy cCas, ktery ji prislusi, se prakticky nezméni.
Situace je tedy podobna, jako kdyz hleddme stacionarni body funkce f(z): derivace f'(z)
je nulovd v mistech, kde malé posunuti po ose = nezpisobi téméf Zadnou zménu v f(z).
V nasem ptipadé ale misto stacionarnich bodu funkce z redlnych ¢isel do realnych ¢isel hledame
stacionarni trajektorie zobrazeni ze vSech myslitelnych trajektorii do redlnych &isel.! Spravné
drahy paprski tedy mohou byt lokalni ¢i globdlni minima, maxima ale i obdoby ,sedlovych
bodu“. Matematickéd disciplina, kterd se zabyva timto typem problému, se nazyva wvariacni
pocet (variaci § f funkce f rozumime jeji obecné diferencidlni pozménéni) a je nedilnou soucésti
matematického aparatu fyziky.

Od sosovky, sosovice ke kvantové mechanice

Pomoci Fermatova principu muzeme elegantné vysvétlit funkci spojné ¢ocky. Posvifme na
ni z jedné strany bodovym zdrojem umisténym na jeji optické ose a sledujme paprsky letici
od této osy pod rtznymi thly. Trik ¢ocky spociva v tom, Ze ¢im vice je paprsek odchyleny od
osy, tim tenci kus skla mu stoji v cesté, a idedlni ¢ocka ma pravé takovy tvar, aby vSechny
myslené paprsky sbihajici se na druhé strané do jednoho bodu odpovidaly presné stejnému,
minimalnimu ¢asu, nezavisle na thlu odklonu od optické osy. Jinymi slovy, pro kazdy paprsek
odchyleny od osy se draha navic ve vzduchu presné vyrusi s krat$i drahou opticky hustym
sklem. Svétlo se tedy nemize rozhodnout, kudy se §itit, a nezbyva mu nez zkusit vSechny cesty
skrz ¢ocku, nebot vSechny odpovidaji minimalnimu casu.

Podobné tvrzeni davaji vzniknout spousté otazek: Co to znamena, ze se svétlo rozhoduje?
Jak miize pfedem védét, které drahy odpovidaji nejkrat$im castim? Casteéna odpovéd na tyto
otazky je pékné formulovana v prvnim dile Feynmanovych predndsek z fyziky v kapitole Princip
nejkratsitho casu a jejich analyza nas opét vede k hledani hranice mezi vlnovou a ,,paprskovou*
povahou svétla. Vime totiz, ze svétlo v daném paprsku je schopné jistym zptisobem prozkoumat
bezprostiedné sousedici drahy a zjistit, na které je celkovy ¢as pohybu nejkratsi. Vzdalenost,
na kterou je svétlo schopné prozkoumavat okolni drahy je ale fddové rovna jeho vlnové délce,
a nutime-li ho prochéazet uzsimi misty, zadné paprsky fidici se Fermatovym principem nepozo-
rujeme.

To nas privadi blize k analogii mezi optikou a mechanikou. Podobné, jako jsme v optice vy-
slovili princip nejkratsiho ¢asu pro paprsky, mizeme i v klasické mechanice misto Newtonovych
zékond pouzit takzvany princip nejmensi akce: definujeme Lagrangian

L= %mv2 -V
jako rozdil kinetické a potencidlni energie. Princip nejmensi akce tvrdi, Ze hmotny bod se bude
pohybovat tak, aby primérna hodnota Lagrangidnu byla co nejmensi.> Zajemce odkazujeme
na FYKOSI serial o teoretické mechanice z roéniku 2004/05.

Analogie vSak sahé jesté mnohem d&l. Podobné, jako je paprskova optika vyjadfend Ferma-
tovym principem jen pfibliznou verzi pfesnéjsi a mnohem bohat$i teorie vlnové optiky (které
se zacneme vénovat v nasledujicim dile), tak se na po¢atku dvacatého stoleti ukazalo, ze kla-

1) Takovému zobrazeni se obvykle fika funkciondl.
2) Opét bychom misto nejmensi méli psat stacionarni.
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Castice chovaji Castecné jako vlny, které spliiuji rovnici velice podobnou té pro svétlo. To uz
ale opravdu prekracujeme ramec tohoto dilu.
Optickd hybnost
Vratme se ted od povidéni k pocitani; u analogie s mechanikou ovSem jeSté zlistaneme.

Mozné jste slySeli, ze symetrie mechanického systému souviseji se zachovanim fyzikalnich ve-
li¢in. Nezavisi-li naptiklad potencialni energie na soufadnici z, bude se zachovavat hybnost
v tomto sméru.?

dvg

m —— = konst.

dt
Podobné, je-li silové pole kulové symetrické, jako naptiklad v pfipadé gravitacniho pole Slunce,
bude se zachovavat vektorova veli¢ina zndma jako moment hybnosti

r X p = konst.

Pro hlubsi pochopeni vztahu symetrii a zdkont zachovani opét doporucujeme zavérecné dily
seridlu o teoretické mechanice z osmnéctého roc¢niku.

Dokazeme najit podobné ,zakony zachovani“ i v paprskové optice? Kupodivu ano a i zde
se nam budou velice hodit pf#i praktickych vypoctech. V geometrické optice chceme nejcastéji
zjistit, jak se bude pohybovat paprsek v prostiedi se spojité se ménicim indexem lomu n(z, y, z).
My budeme az do konce tohoto dilu pro jednoduchost uvazovat jen tlohy se spojitym indexem
lomu n(z,y) na dvourozmérné plose, a paprskem popsanym funkeci y(z). Jakou veli¢inu bychom
méli nazvat optickou hybnosti? Z analogie s mechanikou bychom si prali, aby se z-ova slozka
optické hybnosti zachovavala, pokud index lomu zavisi jen na y. V takovém ptipadé mizeme
rozsekat nasi plochu s indexem lomu na infinitesimélni pasky rovnobézné s osou z, takze n
se v ramci jednoho pasku témér neméni, a na kazdé rozhrani mezi nimy pouzit Snelliv zakon
lomu! Ten nam ¥ika, ze veli¢ina n(y) sin o, kde «(x) je thel, ktery paprsek svird v daném misté x
s rovnobézkou na osu y, je stejna pod i nad rozhranim, coz mizeme vyjadrit diferencialné jako

n(y) sin (a(z)) = n(y + dy) sin (a(z + dz)) .

Muzeme tedy projit kolik rozhrani chceme, ale n(y) sin a se od poéateéniho do koncového bodu
nezméni. Tato veli¢ina je navic diky faktoru sin o imérnd x-ové slozce rychlosti paprsku, takze
ji mizeme sméle oznacit za optickou hybnost, ackoli fyzikalni rozmér hybnosti nema.

Ze zakona zachovani optické hybnosti pfimo vyplyva diferencidlni rovnice pro y(z). Zbyva
vyjadrit sin a. Z vypoctu

dx _ 1
V(dz)2+(dy)2 14y

sin (a(z)) =

obdrzime

W g (1)
/1 + y/2
kde k je konstanta pro celou trajektorii. Ziskavame tak diferencialni rovnici, ktera se da ve
vétsiné jednoduchych pripadi fesit analyticky.

3) Dtvod je prosty: neméni-li se potencialni energie v daném sméru, nemize v ném pusobit zadna
sila, a neni co by ménilo celkovou hybnost.
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Piiklad — linearni index lomu
Najdéte trajektorie paprskt v materidlu s indexem lomu n(y) = no(y/a) pro y > 0.

Reseni
V nasem pfipadé rovnice (1) nabyva tvar

nogzk 1+ (y')2.

Jelikoz posunutim jakéhokoli feseni podél osy = dostaneme opét resSeni, staci se omezit na
ta, kterd maji y'(0) = 0, a vSechna ostatni dostaneme vhodnym posunutim.* Z pocate¢nich
podminek 3'(0) = 0 a y(0) = yo tak mizeme urcit konstantu

k:nowy
a

2
y/: (i) _17
Yo

kterou uz muzeme fesit separaci proménnych s vysledkem

y(z) = yo cosh <i) .

Paprsky tedy budou mit stejny tvar jako fetézy uchycené ve dvou bodech a volné visici v ho-
mogennim gravitacnim poli. Na dalsim obrazku jich na ukazku par nabizime. VSimnéte si
predevsim, Ze zaddny z paprskli nikdy neprotne osu y = 0, nebotf oblasti s nizkym indexem
lomu, a tedy vysokou rychlosti svétla, je efektivné odpuzuji.

Y

coz po dosazeni vede k rovnici

0 x
Obr. 4. Trajektorie svétla pro linearni index lomu

4) Zkuste si promyslet proc.
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Opticky moment hybnosti

Jako tfesnicku na dortu jesté bez odvozovani uvedeme, ze v pfipadech, kdy index lomu
zévisi jen na vzdélenosti od pocatku r = /22 + y2, existuje zachovavajici se veli¢ina analogicka
momentu hybnosti. Vypocitame ji jako

L=n(r)rsina,

kde « je tentokrat thel mezi paprskem a pruvodi¢em daného bodu.

Tim jsme zavrs§ili nase putovani geometrickou optikou. Pokud se vam tento dil zdal mate-
maticky az pfili§ naro¢ny, netruchlete, protoze v tom pristim zacindme uplné odznova — poprvé
se podivame do svéta vlnové optiky.

Uloha I1.S ... zdhada meotaru a rybi oko

a) Mozné jste si v8imli, Ze mezi zdrojem a prihlednou podlozkou na félie je v tradiénim
meotaru za Ucelem soustiedéni svétla vlozend dost zvlastni cocka, kterd vypada spis jako
ryhovana deska (viz také tloha VI.2 ze XVII. ro¢niku). Vznikne tak, Ze standardni plosko-
vypuklou ¢ocku rozfezame na soustfedné prstence, z kazdého si nechame jen uplny konec
a vysledek opét slozime, takze ziskdme néco jako ,o0sové symetrické pahorkaté sklo“ (viz
obrézek).

Obr. 5. Cocka z meotaru

Takto vznikl4 ¢ocka mé vsude stejny sklon jako pivodni spojka, a podle Snellova z&-
kona tak ocekdvame, ze bude stejné dobfe soustfedovat svétlo. Naproti tomu, z pohledu
Fermatova principu, uz kazdé draze nepiislusi stejny ¢as, nebot jsme v riiznych mistech
odebrali rtizné tlusté vrstvy skla — napiiklad Gplné nejkratsi ¢as ted odpovida cesté po
optické ose. Zda se tedy, Ze Fermativ pricnip selhdava — podle néj by cocka soustredovala
jen svétlo jdouci po optické ose a nefungovala tak, jak ma. Rozhodnéte kdo ma pravdu:
Snell, Fermat? A proc¢?

b) Najdéte drahy paprskii ve dvojrozmérné situaci, kdy zavislost indexu lomu na vzdélenosti r

od pocatku je dana funkci n
0

¢) (Bonus.) Vlozime-li do prostoru s proménlivym indexem lomu bodovy zdroj svétla, mtize
se stat, ze se velkd Cast paprski, které z néj vychazeji, sejde v jednom bodé, jako je tomu
v pripadé spojné ¢ocky. Takto vznikly bod pak nazyvame obrazem bodu pivodniho. Popiste
geometrické zobrazeni zdroj — obraz, které timto zptisobem indukuje prostiedi s indexem
lomu z predchozi tlohy.

n(r) =
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