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21. roénik, tloha IV .4 ... zachrariite ledvinu (4 body; primér 2,33; fesilo 15 student)

UOOZ*! zjistil, 7e mafie disponuje mobilnimi valeénymi lasery, které jsou vSechny fizeny
z centraly v horském pohrani¢nim sidle Obernieredorf, vzdaleném od zbrani maximalné 50 km
(ve vétsi vzdalenosti je signal uz slaby a nespolehlivy). Z centraly sleduji déni v podsvéti
v Karlovych Varech, na které vSechny lasery mifi, aby udefily v pravy cas.

Pomozte nevinnym obyvatelum Karlovych Vart nalézt vhodny tvar, pfip. i umisténi spojité
zrcadlové plochy, ktera by pokud mozno vSechny laserové paprsky odrazila nejlépe na Fidici
centralu! Problém muzete fesit v roviné, ale zejména ocenime prostorové feSeni, pokud existuje.
Samoziejmé je pozadovan dukaz, aby Karlovarsti penize neinvestovali zbytecné.

K oprdsent znalosti a dovednosti z geometrie zadal Pavel Brom.

V prvnim kroku feseni je vhodné preformulovat zadani na ¢isté geometricky problém, ktery
budeme fesit s pouzitim geometrickych a fyzikalnich tivah. Mobilni lasery v podstaté urcuji
paprsky ndhodnych sméri, které vSak maji jednu vlastnost spole¢nou — protinaji se v jediném
misté (Karlovy Vary), které si mizeme dovolit nahradit bodem F (focus). Rovnéz Fidici centralu
Obernieredorf si nahradme bodem G (gangsters, gauners). Preformulované zadéni v idedlnim
piipadé (tzn. vSechny paprsky se odrazi do bodu G) zni: K pevnym bodim F, G hleddme
spojitou plochu (v prostoru), kterd kazdy libovolny paprsek jdouci do jediného bodu (F) odrazi
do jiného bodu (G).

Po fyzikalni strance predpokladame pfimocaré sireni paprski ve vzduchu a platnost zdkona
odrazu, ktery je vsak dusledkem obecnéjsiho Fermatova principu. Pravé v této tloze mizeme
elegantné vyuzit Fermatav princip, ktery ¥ika, ze svétlo se §ifi pravé po Casové extremalnich tra-
jektoriich; v tomto pfipadé extremalnimi rozumime nejkratsi casové spojnice, tedy i nejkratsi
z hlediska uraZené dréhy, nebot rychlost §ifeni svétla ve vzduchu piedpokldddme konstantniZ.
Je zifejmé, Zze primka prochézejici body F a G zaroven predstavuje osu symetrie problému, a
tedy postaci fesit problém v roviné tuto pfimku obsahujici. Prostorové feseni pak dostaneme
snadno rotaci nalezené kfivky kolem osy FG. MuZeme se navic pokusit odhadnout tvar takové
ktivky k pevnym bodtm F, G (viz obr. 1).

Zakresleme do obrazku jeden libovolné vybrany laser L. K realizaci Fermatova principu
vypustime vSechny laserové paprsky v uréitém okamziku z kruznice [, a protoZe jeji polomér
|LF| = ¢1 = konst. probéhnou za stejny ¢as, dorazi do jejiho stfedu F rovnéz ve stejny okamzik,
coz pozadujeme v duchu Fermatova principu. Nyni jim vsak do cesty postavime odraznou
plochu, ktera mé vechny paprsky soustfedit do jiného jediného bodu G. Zadny paprsek, zadny
bod odrazné plochy by v duchu Fermatova principu nemél byt vysadni, tedy ocekavame, ze i po
odrazu vsechny paprsky dorazi do bodu G ve stejny okamzik za predpokladt nasi realizace.
Bod odrazu pro laser L ozna¢me T a vedme jim tefnu (tenou rovinu) ¢ k hledané kiivce
(odrazné plose). VSechny paprsky musi urazit stejnou drahu |LA| = ¢z = konst., tedy osova
soumérnost s osou ¢ musi zobrazit bod G na A, tzn. |GT| = |TA|. Jestlize si uvédomime, ze
rozdil vzdalenosti v absolutni hodnoté

IGT| = ITF|[ = [|GT| + |[TL| — [TL| — |TF|[ = [(|GT| + [TL|) — (|TL| + [TF|)| =
= [(ITA[+ |TL]) = (ITL| + [TF])| = [[LA| = [LF|[ = |c2 — c1] = konst.,

1) Utvar pro odhalovani organizovaného zlo¢inu

2) Nakreslete si rovinné zrcadlo, oko a predmét, nap¥. tycku, a rozmyslete si, Ze zobrazeni rovin-
nym zrcadlem vyuzivajici zakona odrazu Fermattv princip automaticky spliuje. Vyuzijete vlastnosti
zobrazeni (osové soumérnosti) a trojihelnikovou nerovnost.
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odhalujeme zajimavou vlastnost, ze rozdil vzdélenosti libovolného bodu (T) kfivky od dvou

pevné danych bodt (F a G) je konstantni. To je geometrickd definice hyperboly (v roving),

resp. rota¢niho hyperboloidu v prostoru®.

Obr. 1. Odrazné plocha

Navic jsme béhem feSeni objevili zajimavou vlastnost kuzelosecek: Sférickd plocha vraci
paprsky jdouci ze stfedu kiivosti zpét do stfedu. VSechny paprsky vychézejici z jednoho bodu
do jiného odrazi pravé jen rotacni elipsoid. Nyni jsme zjistili, ze rotac¢ni hyperboloid soustiedi
vSechny paprsky sméfujici do jednoho bodu (primarniho ohniska) do jiného (sekundarniho
ohniska). Odsud plyne, pro¢ sekundarni zrcatka oblibenych astronomickych teleskopti (Cas-
segrainiiv dalekohled) maji tvar pravé rota¢niho hyperboloidu. A kone¢né rota¢ni paraboloid
odrazi rovnobézné paprsky (jdouci z ohniska v nekoneénu) do svého ohniska. Soucasné jsme
oduvodnili ndzev ohnisko pro tyto vyznamné body.

Nezapomernime na diskusi k pavodnimu problému. Dobte vime, Ze hyperbola mé dvé vétve
a obé nutné splnuji pozadavek tlohy. Dale si vzpomeneme na vyznamné primky k vétvim
hyperboly, tzv. asymptoty, k nimz se hyperbola blizi v nekone¢nu. Zde uplatnime zadanou
okolnost, ze lasery nemohou byt déle od centrdly (G) nez jista vzdalenost, tedy diky omezeni
prostorového thlu pfichozich paprska tloha ma vzdy feseni, kterych je v principu nekonecné
mnoho.

Shriime, Ze hledanou spojitou odraznou plochu predstavuje rotacéni hyperboloid, pfi¢emz
vzdalenost sidel (ohnisek) |FG| odpovida dvojnasobku excentricity (2e) a maximalni vzdalenost
centraly G od lasert L vymezuje prostorovy thel pro mozné asymptotické kuzele. Ke zvolené
vétvi hyperboly (pfed uplatnénim rotaéni symetrie problému) a ke zvolenym asymptotam exis-
tuje prislusna velikost velké a malé poloosy. Tim jsou tvar i poloha odrazné plochy jednozna¢né
urdeny a zaroven predpokldddme, ze celé mésto F (Karlovy Vary) bude za ni schovédno — plocha

3) Zajemcum doporucujeme precist si analogické autorské reseni tlohy II1.4 ze XVII. ro¢niku, kde je
navic uveden primy dukaz hypotézy, ktery lze rovnéz preformulovat pro hyperbolu ¢i rovinné zrcadlo.
Reseni se lisi v technickém detailu myslenkové realizace Fermatova principu. V piipadé hyperboly jsme
museli laserovy paprsek vyslat z vnéjsi obalkové kruznice do stfedu, zatimco u elipsy mohla byt jakasi
vnitini kruznice degenerovana na pouhy bod — jedno z ohnisek — a konstantni rozdil vzdalenosti presel
v konstantni soucet.
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jim nebude prochazet. Z obou vétvi hyperboly bychom ziejmé doporudili tu blizsi ke Karlovym
Vartim, zejména kvuli tspofe materidlu, a tedy i financnich prostfedki.

/ , hyperbola

Obr. 2. Porovnéani hyperboly a elipsy

Jediny Jan Hermann tesil problém uzitim Fermatova principu, za coz byl odménén prémi-
ovym bodem. Mnoho fesiteld doporucilo postavit rovinné zrcadlo kolmé na spojnici obou sidel
a pfesné v poloviné jejich vzdalenosti. Tato rovinna plocha predstavuje zvlastni pripad naseho
obecného Feseni (konst. rozdil ¢z — ¢; = 0), jde sice o méné Gsporné feseni, ale spravné a s di-
kazem bylo ocenéno 3 body. Za jiné kuzelosecky nez hyperbolu jste podle celkové argumentace
mohli obdrzet nejvyse 1 bod, za prijatelny dikaz svého tvrzeni dal$i 1 bod. Nékolik fesiteli by
nechalo postavit kulové zrcadlo, coz je zajimavy navrh, uvazime-li, ze tvar kuzelosecek pobliz
vrcholl lze pomérné dobfe vystihnout tzv. oskula¢ni kruznici — tento argument vSak neuvedl
nikdo. MuZeme jen spekulovat, pro¢ nam feSeni neposlal sdm karlovarsky rodék, ale nejspis

o ném mafie dobfe védéla ... Pavel Brom

paja@fykos.mff.cuni.cz
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