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21. roénik, tloha I.4 ... zachraiite pivo (4 body; primér 3,14; Tesilo 44 studenti)
Nakladni automobil jedouci rychlosti v veze lahve piva. Ridi¢ si ndhle v$iml, Ze po ujeti
vzdalenosti d ho ceka nebezpecna zatacka, ktera ma polomér R. Vzijte se do ridice a vymys-
lete, jakou taktiku zvolit pii brzdéni, jestlize pocet rozbitych lahvi piva je imérny nejvétsimu
zrychleni a vy jich chcete rozbit co nejméné. Zbytek piv miizete za odménu vypit.
Vymyslel Marek Pechal pri jizdé narvanou 112kou.

KedZe nie kazdy ma rad pivo, tlohu si rychlo zredukujeme na hladanie pohybu automobilu
takého, aby maximaélne zrychlenie pocas tohto pohybu bolo ¢o najmensie. Mame pevne zadana
trajektériu pohybu r(s) a poéiatoénii velkost rchlosti v. Ulohou teda je najst funkciu prejdene;
drahy s(t) v zavislosti na Gase taku, aby jej derivicia (¢o je velkost rychlosti) v pociatoénom
¢ase to = 0 bola rjchlost v, teda s’(0) = v, dalej takt, %e s(0) = 0 (to si tiez volime), a nakoniec,
¢o je najdolezitejsie, aby maximaélne zrychlenie auta pocas pohybu bolo ¢o najmensie.

Je potrebné si uvedomit, %e s’ (¢) nie je vSeobecne zrychlenie pohybu. Pre¢o? Funkcia s(t)
pohyb plne neurcuje. Je to len funkcia prejdenej drahy a nehovori ni¢ o ,tvare® trajektdrie.
Preto ani nemodzme cakat, ze z nej dokdzeme vypocitat
zrychlenie, kedZe zrychlenie je tak velmi zdvislé prave na
tvare trajektorie. Vsak si len predstavte odstredivu silu,
ktord na vas posobi v autobuse v zatacke a ktorda vas
mozno neraz zhodila na zem, a prave ta je dosledkom
zrychlenia spésobeného nie tym, ze autobusar slapol na
plyn, ale tym, Ze skrutil volant! Zrychlenie je tak isto ako
poloha ¢&i rychlost vektor a dostaneme ho tak, ze dva krat

&
Obr. 1. Rychlost a zrychleni zderivujeme polohovy vektor ako funkciu ¢asu. Cize

hmotného bodu
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Ak tak spravite (pri¢om vyuzijete, Ze poznéte ,polomer otacania®) a vyjadrite si velkost tohto
vektora, dostanete celkom zrejmy vztah
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ktory vyjadruje fakt, Ze zrychlenie méa vo véeobecnom pripade dve zlozky — tzv. teéné zrychle-
nie, vyjadrujuce to, ¢i autobusar $lapol na plyn (¢ na brzdu), a normélova zlozku, stvisiacu
s pohybom po zakrivenej trajektorii. V nasom pripade je v prvej ¢asti pohybu, ked sa bliZzime
k zékrute po rovnej ceste, druhy ¢len nulovy (r ide k nekoneénu) a naopak, ak sa pohybujeme
rovnomerne po kruznici, tak vztah (1) da znamy vzorec pre dostredivé zrychlenie (s polomerom
otacania r).

Vratme sa vSak k tlohe. Ak sa na tlohu pozerame viac matematicky, moze sa ndm javit ako
nelahkd — hladdme funkciu s(t), ktord je oproti inym funkcidm z celej $kaly funkeii v nieCom
lepsia — ak pod¢itame zrychlenie jednoducho dosadenim do vzorca (1) a nakoniec ndjdeme to
maximalne, tak je vzdy mensie ako keby sme zobrali hociktort int funkciu. Ako takuto ulohu
riesit?

V zasade pojde o to, ze sice hladat jednu najlepsiu funkciu je tazké, ale povedat o funkcii,
Ze najlepsou nie je, az také nemozné nebude, kedZe stac¢i ndjst Tubovolnii funkciu, ktord je
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lepSia! Zoberme si teda na musku skupiny funkcii s nejakou vlastnostou a snad sa ndm podari
v kazdej skupine vylucit ¢o najviac funkcii a tloha sa potom moze znacne zjednodusit.

Ak by sa auto pohybovalo tak, Zze dorazi k zatacke s nejakou rychlostou vg < v, tak
tvrdime, Zze nemdze byt vyhodnejsi pohyb ako ten, ked vodi¢ v zatacke (s > d) neslape na
plyn a nebrzdi, teda s”(t) = 0, a ked od pociatku aZ po zadiatok zatacky (0 < s < d) sa vodi¢
pohybuje s rovnomernym zrychlenim. Vzorec (1) nAm potom ur¢i velkost zrychlenia v zitacke
az = v3/R a pred zitackou' a; = (v? — v)/2d. Preco neexistuje lepsi pohyb pri danom vo?

Ak by vodié¢ niekde v zatacke dupol na plyn (alebo pribrzdil), tak v tomto okamihu bude
zrychlenie (podla vzorca (1)) uréite viicsie, ako keby Siel rovnomerne. To isté plati i pre pohyb
pred zatackou: Ak by sa vodi¢ rozhodol, Zze bude spomalovat so zrychlenim nutne mensim
ako a1, tak sa mu zjavne nepodari dobrzdif na rychlost vo na zaciatku zatacky. Bolo by to
naozaj proti zdravému rozumu, ak by sme s mensim zrychlenim ubrzdili auto skor ako s va¢sim!
Este osetrime patologicky priklad, ze by vodi¢ pred zdtackou svoju rychlost zvysil, tj. dupol na
plyn. V tomto pripade je Gplne zjavné, Ze ak by sa vodi¢ nakoniec umudril a zacal brzdit (znova
so zrychlenim mensim ¢ rovnym aq), tak by to uz neubrzdil. TakZe vdaka tymto tvahdm sme
dosli k zaveru, ze pohyb, kde vodi¢ najskér rovnomerne spomaluje a v zatacke nerobi ni¢, d4 pri
danom vo najmensie maximalne zrychlenie z celej skaly réoznych pohybov jednak v prvej casti
pohybu do zatacky, ako aj v zatacke. To ale znamend, Ze naozaj neexistuje pohyb, pri ktorom
by vodi¢ dosiahol mensie maximéalne zrychlenie pocas celého pohybu a zaroven do zatacky
vosiel rychlostou vg. Keby ndhodou taky existoval, tak by nutne jeho maximalne zrychlenie
muselo byt mensie ako jedno zo zrychleni a1 a as a teda i oba maximalne zrychlenia tohto
pohybu v ¢asti do zatacky a v zatacke by museli byt mensie ako aspor jedno z a; a az, ¢o ale
nastat nemoze.

Existuje nejaké rychlost, s ktorou ked rozumne vojdeme do zatacky, taka, ze pri vSetkych
ostatnych moznych rychlostiach bude maximélne zrychlenie zodpovedajice danému pohybu
vzdy vicsie? Odpoved modzme néjst celkom Tahko, kedze pre kazd vo vieme najst prislichajice
minimélne maximélne zrychlenie, ktoré vieme dosiahniif. Toto zrychlenie je prave to vicsie ¢islo
z a1 a az. Este raz si napiSme, ¢omu sa tieto zrychlenia rovnaju

ot — (szvg) azzﬁ
b R'

2d
Vsimnime si, Ze a1 pre vo idice od 0 po v klesd az dosiahne nulu a a2 naopak z nuly stupa

Vo =V R
° ="V R12d-

To sa ale moézme len a len tesit! Nasli sme dokonca préve jeden pohyb, ktory je lepsi ako vSetky
ostatné. Len samozrejme ak uvazujeme, ze auto do zakruty vobec dorazi dokonca s rychlos-
tou v9 < v. No tychto pripadov sa zbavime uz lahko. Ak by auto dorazilo do zatacky s rych-
lostou vg > v, lahko sa presved¢ime, zZe jeho zrychlenie v zatacke bude urdite vicsie ako as
v pripade nasho najdeného pohybu. Podobne ak do zatacky vobec nedorazi, tak urcite niekde
vo vzdialenosti s < d od zaciatku zastane. Zrejme by mohol svoje spomalovanie trocha zmier-
nit takym sposobom, Ze by zabrzdil presne na zaciatku zatacky. No to sme uz ve vySetrenom
pripade, o ktorom vieme, Ze existuje lepsi.

Rovnost zrychleni nastane pre

1) Kedte sa zrychluje rovnomerne a zrychli sa z rychlosti v na vg, priemerné rychlost bude (v+wo0)/2,
¢ize drahu d prejde za ¢as t = 2d/(v+vp) a zrychlenie uz lahko dopocitame zo vzorca (1), tj. a1 = |s”/|.
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Takze kone¢ne modzme prehlésit, Ze pohyb taky, ze vodi¢ rovnomerne spomaluje so zrych-

lenim 5
v

 R+2d
a v zatacke udrziava zodpovedajicu rychlost konstantn, spésobi najmensie maximalne zrych-
lenie zo vSetkych moznych pohybov.

Ulohu sme samozrejme mohli riesit viacej intuitivne (no i teraz sme sa niekedy na intuiciu
spoliehali) a mozno niektoré veci tolko neodovodiiovat, ale chceli sme byt poriadnejsi a pri
nasich dokazoch i matematickejsi. To, ¢i sa nam to podarilo a ¢i to malo vyznam ponechame
zhodnotit vam.

a

Pavol PSeno
semo@fykos.mff.cuni.cz
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