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Mili resitelé!

vavavava

z vas se mohou té3it také na pozvanku na druhy ro¢énik Tydne s aplikovanou fyzikou (TSAF),
ktery probéhne od 31. biezna do 4. dubna. V jeho prvni den pro vas vSechny porddame tradi¢ni
akci — Den s experimentalni fyzikou. Podrobnosti najdete nize. Doufame, ze i letos pro vas bude
nami pfipraveny program natolik atraktivni, Ze na obé udalosti budete jesté dlouho v dobrém
vzpominat.

Pomalu se také blizi termin jarniho soustiedéni — proto pilné feste, abyste se kvalifikovali
mezi skupinku tticeti lidi, ktefi 4.—11. kvétna stravi bajecny tyden kdesi na Vysociné. Pokud
vSak chcete povazovat svij boj o postup za pfedem prohrany, neni tomu tak! Na podzimni
soustfedéni pozveme vSechny nejlepsi fesitele uplynulého ro¢niku. Proto pocitejte pristi série,
abyste se stali soucasti této party.

Zavérem bychom vam radi popfali hodné tspéchti pfi feSeni uloh nasi specidlni Rama
edice. Doufame, Ze se vam budou ptiklady motivované legendarni sci-fi libit a Ze si s nimi
pékné vyhrajete.

Tomas Jirotka

Den s experimentalni fyzikou

Jako kazdy rok i letos vas srdecn€ zveme na tradi¢ni celodenni akci s nazvem Den s experi-
mentdlni fyzikou (DSEF), kterou pofddame prednostné pro fesitele FYKOSu samoziejmé bez
ohledu na vysledky v nasi soutézi a pfipadné pro jejich pratele a pedagogicky doprovod. Do-
stanete jedine¢nou piilezitost prohlédnout si nejriznéjsi zatizeni, se kterymi fyzikové pracuji,
seznamit se s aktualni problematikou a nejnovéjsimi poznatky v experimentalni fyzice a také
poznat ucitele na Matematicko-fyzikalni fakulté, ktefi jisté radi zodpovi jakékoliv vase dalsi
dotazy. DSEF se letos uskuteéni v pondéli 31. brezna 2008 a ziroven bude prvnim dnem
jiz téméf tradi¢ni akce TSAF.

Letosni DSEF probéhne dopoledne na MFF UK na Karlové, a to v duchu moderni doby,
kterou si jiz nedokdzeme predstavit bez nukledrni magnetické rezonance ¢i Fourierovy transfor-
mace. Akce za¢ne Gvodni pfednaskou dr. Cerné, ktera z lotiského Dne p¥ipomene jev spinové
echo, aby jej nasledné mohla demonstrovat na aparatufe. Druhy kratky vyklad dr. Némce bude
pojednavat o Fourierové transformaci a jejim vyuziti pro izasny opticky koherentni procesor,
s nimz si pohrajeme pfi naslednych exkurzich do optického praktika. Dale se mizete tésit na
pikosekundovou laserovou laboratof aj. Odpoledne zavitdme do Ustavu jaderného vizkumu a
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Ustavu jaderné fyziky AV CR v Rezi u Prahy, kde uz pro nés chystaji reaktor a nablyskavaji
nejruzn€jsi urychlovace. Proto sledujte web http://fykos.mff.cuni.cz/cz/dsef, kde nalez-
nete podrobnéjsi informace o programu DSEF, o organizaci a zpusobu pfihlaSeni se na akci.
Daéle tam najdete seznam pfihlasenych tucastnikil, se kterymi si mizete domluvit spole¢nou
cestu! Pokud by hrozilo, Zze byste cestovali sami, miizete v pfipadé volné kapacity prihlasit
svého kamarada se zajmem o fyziku. Rovnéz se DSEF bude moci ztucastnit vas pedagogicky
doprovod.

Prihlasky

K prihldseni prosime pouzivejte vyhradné webovy formuldr, ktery bude zprovoznén na
FYKOSich strankach http://fykos.mff.cuni.cz pravdépodobné v terminu 5.—23. biezna,
a pfed jeho vyplnénim se dobie seznamte s pokyny! Ti, ktefi nemaji pfistup na internet alespon
jednou tydné, mohou poprosit svého kamarada ¢i ucitele, aby vas prihlasil, pfipadné si najit
vefejny internet v kavarné, v méstské knihovné ¢i na obecnim tradu). Jiné formy ptihlasky jiz
neakceptujeme. VSem pfihlaSenym zasleme v tydnu pted akci podrobné informace a omluvenku
do skoly, coz zaroven poslouzi jako potvrzeni vasi ucasti. Web sledujte prubézné a k reSeni
jakékoliv situace co nejdiive pouzijte e-mail dsef@fykos.mff.cuni.cz!

Uzavérka elektronickych prihlasek je v nedéli 23. brezna 2007. Nefesitelé FYKOSu —
zdjemci o fyziku se prihlasi po predchozim souhlasu organizatoru a v pripadé volnych mist.
S prihlaskami, prosime, neotélejte, vyjednana kapacita DSEF, resp. jednotlivych skupin a la-
boratofi je omezend!

Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF)
Vybrané nejlepsi tfesitele FYKOSu i letos ¢ekd Tyden s aplikovanou fyzikou, jehoz naplni

vi§té, kde hlavni roli hraje pravé fyzika. Po DSEFu, kdy aéastnici v ReZi navstivi vybrana
zafizeni, se také podivaji k reaktoru a zejména dostanou jedine¢nou prilezitost nahlédnout do
rozestavéného nového tokamaku Compass-D v Ustavu fyziky plazmatu AV CR na Slovance
(a vzdat hold jeho pfedchudci CASTORu). Stfede¢ni program nés zavede do Turnova na pfi-
pravu krystalii (spol. Crytur) a do Vyvojovych optickych dilen i do Muzea Ceského raje. Ve
¢tvrtek zkontrolujeme zafizeni v severoceskych elektrarnach a po pate¢ni exkurzi do SKODA
Plzen zavr$ime akci navstévou plzenského pivovaru!

Pavel Brom
dsef@fykos.mff.cuni.cz
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Zadani V. série
Termin odeslani: 14. dubna 2008

V péaté sérii opustime fyziku a vykroéime do svéta sci-fi. Vesmir brazdi nemalo kosmickych
lodi a také Rama'. Rama je ob¥i mezihvézdné plavidlo zkonstruované mimozemskou civilizaci,
ktera pfiplula do slune¢ni soustavy. Pripravime vas na odvaznou vypravu do jeho nitra a
zamyslime se nad strastmi, které na vas ¢ihaji.

Réama ma tvar valce o délce 54km a vnitfnim priméru 16 km. Jeho vnitiek je vyplnén
vzduchem. Radma méa dokonce svou vlastni umélou gravitaci, ktera vznika tim, ze se otaci kolem
své osy jednou za ¢tyfi minuty. Na vnitfnim povrchu plasté mé vzduch tlak jedné atmosféry.

plo%ina
vstup
Zebrik

schody
Obr. 1. Pohled na Ramu

Uloha V.1 ... pozor, neudus se

Vstup do Ramy je otvor uprostied jedné podstavy. Pfedtim, neZ vstoupi$ a sundas si ska-
fandr, si vsak rozmysli, zda je na jeho ose dychatelny vzduch. Jaka je jeho hustota v porovnani
s hustotou na vnitfnim povrchu, je-li teplota vzduchu vSude stejna?

Uloha V.2 ... otdzka preZiti

Od vchodu vede k vnitfnimu povrchu zebtik. Jiz jsi po ném sestoupil kilometr, kdyz vtom
jsi neopatrné sklouzl a pustil se Zebfiku. Jakou rychlosti dopadne$ na povrch Rdmy a za jak
dlouho? Mas Sanci prezit?

1) A. C. Clarke: Setkéni s Ramou, Navrat Ramy, Zahrady Ramovy, Réma tajemstvi zbaveny.
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Uloha V.3 ... schody z nebe

Zebiik vede jen dva kilometry na plosinu, ze které se dale sestupuje po schodech, jez se
mohutnym obloukem klenou nad krajinou. Schodisté méa zvlastni tvar. Je totiz postavené tak,
ze se na kazdy krok vynalozi stejnd prace. Odvod, jak zavisi vyska schodu na vzdalenosti od
osy Ramy, pokud je délka schodi konstantni. Také muzes urcit, jaky tvar ma onen oblouk.

Uloha V .4 ... sluneéni konzerva

Réama cestuje mezi hvézdami tak, ze polovinu ¢asu rovnomérné zrychluje a polovinu ¢asu
rovnomérné zpomaluje. Pravé se pohybuje kolem Slunce po parabole s vrcholem na orbité
Zemé. Energii ziskava ze sluneéniho zéfeni (zadny reaktor nebo obii baterie jsi na ném neob-
jevil) a jeho povrch absorbuje 80 % dopadajici energie. Nasbira pfi priletu sluneéni soustavou
dostatecnou energii, aby se dostal k Siriu, ktery je vzdalen 12 svételnych let, za 24 let?

Uloha V. P ... rimatieseni

Uspésné ses dostal na povrch Ramy. Z ni¢eho nic se Rama nékolikrat ottasl a zda se ti, ze
se zménila rychlost jeho rotace. Tato otazka té velice tizi. Navrhni proto nékolik zptusob, jak
bys zménénou periodu rotace urdil.

Uloha V .E ... Zivotni etapy Ramy
Bude mit Rama jiné fyzikalni vlastnosti, poté co ji roztavite a opét nechate ztuhnout?
Doporucujme méfit hustotu, viskozitu ¢i barvu.
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Reseni lll. série

Uloha III.1 ... Angli¢ani a Skoti (8 body; primér 1,62; esilo 42 studentii)
Predmétem této tlohy je, abyste odhadli, jak by se zménila rychlost rotace Zemé, kdyby
Anglicani a Skoti zacali jezdit vpravo misto vlevo. Ulohu zaslechl Ales Podolnik.

Mohlo by se zdat, Ze to, jestli Angli¢ani a Skoti jezdi 0
vpravo nebo vlevo, rotaci Zemé viibec neovlivni. Vzdyt po- k;_)
kud predpokladame, ze na kazdé silnici jezdi auta obéma d v H
sméry ve stejném poctu, musi se tyto vlivy vyrusit. Podrob- pg(c 1
néjsi rozbor viak ukazuje opak. Zijeme totiz na velké rotujici —v
kouli, nestaéi proto sé¢itat hybnosti aut (celkové hybnost je 7 T2 i
skute¢né pramérné nulova, pokud lidé nemigruji), nybrz mo-
menty hybnosti.

Pri¢ina zmény tkvi v tom, Ze mezi protijedoucimi auty
je jista vzdalenost, oznacme ji d. Uvazujme tedy dvé proti-
jedouci auta o hmotnosti m jedouci rychlosti o velikosti v
v zépadovychodnim sméru. Jejich celkovy moment hybnosti AL vzhledem k zemské ose je (viz
obr. 2)

Obr. 2. Vypocet momentu
hybnosti aut na silnici

AL = mv(r1 — r2) = mvR(cos (¢ + Ayp) — cos ),

kde R je polomér Zemé, ¢ je zemépisna Sifka a pro Ay plati d/R. Pro kosinus uzijeme souctovy
vzorec a priblizné vztahy sin Agp ~ Ay, cos Ap ~ 1 (platici pro malé Ay, v nasem ptipadé
Ap ~1079)

AL = muvR(cos pcos Ap —sinpsin Ap — cos p) = mvR(cos ¢ — sin pAp — cosp) =
= —muRsin pAp.

Pokud za¢nou obyvatelé Spojeného kralovstvi jezdit vpravo (formdalni zdména v — —v),
zmeéni se moment hybnosti zobrazené dvojice aut o

—2AL = 2mvRsin pAp.

Zménu momentu hybnosti v8ech aut pohybujicich se v daném okamziku po silnicich Spojeného
kralovstvi, uré¢ime se¢tenim odvozeného piispévku pro vSechny dvojice aut. Necht se v priméru
po silnicich pohybuje N aut, v kazdém sméru N/2, pak celkovd zména momentu hybnosti bude

ALceik ~ NmvRsin pAp.

Jisté jste si vSimli, ze jsme nebrali v Gvahu fakt, Ze ne vSechny silnice sméfuji podél rovno-
bézek. Pokud bychom odklon silnice od zapadovychodniho sméru oznacili a a predpokladali, ze
silni¢ni sit je dostatecné husta, a tedy vice méné ndhodnd, museli bychom sc¢itat pres vSechny
rtizné sméry o, coz by vedlo na néjaky é&iselny faktor v pfedchozim vztahu®. Ten vSak zane-
dbame, jelikoz si ve vysledku nedélame ambice vyssi nez na fadovy odhad.

2) Konkrétné bychom dostali stfedni hodnotu sin? « &ili 1/2.
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Celkovy moment hybnosti Zemé véetné vseho, co se nachazi na jejim povrchu, se zacho-
vavé (neuvazujeme slapové puisobeni Slunce a Mésice). Zména momentu hybnosti zemékoule
tedy je ALz = —ALcek- Moment hybnosti zemékoule miizeme vyjadfit pomoci jeji tthlové
rychlosti Lz = JQ, kde J ~ 2MR?/5 je moment setrvacnosti, M je hmotnost Zemé. Tedy
ALz = JAQ. Nyni jiz mizeme vyjadfit zménu thlové rychlosti rotace Zemé zplisobené no-
vymi pravidly silni¢niho provozu

ALz  5NmuRsinpAgp
J 2MR?

Néazorngjsi bude znat zménu délky dne T = 21 /Q. Ze vztahu AT /T = AQ/Q dostavame

AQ =

T T2 AQ 75T2vasing0Ag0 7T2vad

AT =A0q =o- 4 MR ~ T T3MR?

Zbyvéa dosadit ¢iselné hodnoty: 7 = 1den ~ 9-10%*s, N ~ 107, m ~ 10°kg, v ~ 10m-s™?,
R~6-10°m, ¢ ~ 50°, d ~ 10m, M ~ 10*° kg a ziskdme vysledek

AT ~ —10""g.

Rychlost rotace Zemé by se zpomalila fadové o sekundu za jednu miliardu let. Jak se dalo
oCekéavat, smé$né mald hodnota, zadnym zpltsobem zméritelna, da-li se viibec mluvit o néjaké
Zmeéne.
Dosla reseni

Mala statistika: mezi fesiteli této tlohy se 16 domnivalo, ze se rychlost rotace zméni, 21
bylo presvédceno, ze ne. Jako chybny divod pro zménu rotace nékteii uvadéli Coriolisovu silu,
jeji celkovy ucinek je vsak nulovy. Jediné Katka Honzdkovd a Tereza Steinhartovd se pokusily
o né&jaky odhad a dospély k hodnoté AT ~ —107'?s, resp. AT ~ —107*®s. Ostatni at uz
spravné ¢i Spatné argumentovali, pro¢ ke zméné rotace dojde ¢i nedojde.

Lukd$ Ledvina napsal, Ze ke zméné rotace dojde, protoze by Angli¢ani nebyli na zménu jizdy
zvykli, a tak by se vyskytlo vice dopravnich nehod a zemfeli by pfi nasledném pohibivani snizili

rotace.

Lada Peksovd spravné poznamenala, Ze jelikoZ je Velka Britanie ostrov, tak nemohou Ang-
licané ani Skoti jezdit jen na zapad nebo jen na vychod, pfesnéji feCeno mohou, ale jen kratce,
protoze jinak by doslo k Cimrmanovu efektu. Nehromadili by se délnici v dole, ale Skoti na
vychodé a Angli¢ani na zapadé (vzhledem ke vzdjemné nesnédSenlivosti by nejspiSe byli na
opaé¢nych stranéch).

Jan Bogdr byl presvédcen, ze jediny efekt by byl, ze by nastal takovy chaos, az by veskera
doprava lezela v prikopu. A pfiznal, Ze je jesté jedna moZnost. Kdyz by pan Buh zjistil, ze
Angli¢ani kone¢né dostali dost rozumu na to, aby zacali jezdit jako normélni lidi, mozna by
nam daroval delsi dny.

Jdan Bogdr nas také potésil vtipem. Vola Lord na svého sluhu: ,,Jamesi, co je to za hluk
v knihovné?“ | Jsou tam zlodéji, pane.“ ,Ano? A co tam ¢tou?“

Stejné jako Zuzana Bogdrovd. Vite, pro¢ se Skoti nezeni? Protoze sukné a dudy maji vlastni.

Hana Sustkovd glosovala, Ze kvili globalnimu oteplovani mozna nastane zména, spoleden-
ského odévu. Budeme nosit kilt, po vzoru Skotu.

6
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A Veronika Pastykovd se zamyslela nad tim, co Angli¢any a Skoty vedlo k tomu, Ze zacali
jezdit vpravo.

Bylo parné 1éto, v celé Anglii bylo sucho jako na Sahafe a Malcolm McDonald koneéné
uspésné dokoncil prvni ro¢nik studia na Oxfordu. A protoze Londyna mél uz plné zuby, sbalil
dudy, par drobakt, co jesté mél, stopnul nakladak a vyrazil domt do Skotska.

Hlavni trasa z Oxfordu byla Gplné preplnéna automobily, motocykly a dalsimi témérf nei-
dentifikovatelnymi vozidly, a tak cesta ubihala pomalu. Drobné praskliny na vozovce k rychlosti
cesty nijak neprispély, a tak kdyz asi po necelé ptulhodiné plynulé jizdy uvizli zase v dopravni
zacpé a vypadalo to, Ze zde stravi mladi, Malcolm vystoupil z auta a Sel se projit. To vSak
nemél délat!

Pri vystupovani z auta se stala naprosto désiva udéalost. Malcolmovi vypadl z kapsy ¢tvrtak
a zakutalel se do jedné z drobnych prasklin ve vozovce. A Malcolm nebyl jediny, kdo si toho
vS§iml. Hordy Skottu se hrnuly k praskling, aby jméni v ni ukryté bylo jejich.

Tak se stalo, Ze z malé praskliny vznikly praskliny gigantickych rozmért, i Grand Canyon je
proti nim smésna jamka. Ovsem nahoda zpusobila, ze praskliny vznikly pouze po jedné strané
obou Sestiproudych silnic, jichz Angli¢ané vyuzivaji jako hlavnich taht pfi letnich vedrech, kdy
cestuji za trochou chladna do Skotska.

A protoze v té dobé vétsina lidi cestuje stejnym smérem jako Malcolm a praskliny byly po
celé levé strané vozovky, usnesla se vlada Spojeného kralovstvi, Ze se bude jezdit vpravo.

Skotové vsak pokracovali v hledani ¢tvrtaku. Nejhloubéji se dostali tii skotsti kopaci, a je-
den opravdu nezmérné touzici po pokladu neskonalé hodnoty se zastavil teprve, kdyz se mu
krumpag¢ zacal tavit v zemském jadre. A kazdy si dokdze domyslet, co muze takovy krumpac
v zemském jadre provést. Rotace Zemé byla timto ukvapenym ¢inem naruSena a od té doby

se Zemé toc¢i kolem své osy mnohem pomaleji. .
Y p J Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.2 ... vytah aZ do nebe (4 body; primér 1,86; resilo 28 studentii)
Urcete, jaké fyzikalni vlastnosti musi mit material zaveésného lana vytahu, ktery spojuje
povrch Zemé a obéznou geostacionarni drahu. Je vibec takovy material na Zemi dostupny?
Nad efektivnim dopravnikem do kosmu se zasnil Ales Podolnik.

Nejdrive se zamyslime nad hlavni myslenkou vesmirného vytahu. Pro urcitou vysku nad
zemskym povrchem plati, Ze téleso v ni obihajici po kruhové driaze bude mit obéznou dobu
rovnou jednomu dni (geosynchronni obézna dréha). Tedy jeho tthlova rychlost bude stejna jako
thlova rychlost otdceni Zemé w. Vysku této drahy spoc¢teme z rovnosti odstiedivé a gravitaéni
sily.

mM | GM

= R =

mw’R =G fo2 R (1)

kde G je gravita¢ni konstanta a M hmotnost Zemé. Ciselné je R = 35800km nad povrchem
Zemé. Je-li navic tato obézna draha v roviné rovniku, nazyva se geostacionarni a obihajici
satelit se na ni vii¢i povrchu Zemé nepohybuje. Je proto lakavé spojit toto misto s odpovidajicim
mistem na rovniku. Pravdépodobné prvnim, kdo o tom uvazoval, byl Konstantin Ciolkovskij,
myslenku potom zpopularizoval A. C. Clarke v romanu Rajské fontany.

nachézi pod geostacionarni dradhou. Musi se proto uvazovat bud s lanem del$im, nebo s vyne-
senim dodate¢ného zavazi na vyssi obéznou drahu, které bude lano napinat. My déale budeme
uvazovat prvni moznost.
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Dalsi véc je, jak lano bude vypadat. Ve skutecnosti nepiijde o vytah v pravém slova smyslu,
protoze kabina nebude lanem vytahovana, nybrz po ném bude $plhat vzhiiru vlastnimi silami.
Z rtuznych dalsich divodi (napf. minimalizovéni pravdépodobnosti srazky s vesmirnym sme-
tim) se ukazuje jako nejlepsi tvar dlouhd tenkd stuhaB). Daéle se vsak ukéaze, Ze napt. napéti
v lané nezavisi na jeho priafezu.

Jaka je podminka pro to, aby lano vlastnimi silami vydrZelo na geostacionarni obézné
draze? Stejné jako pro bodovy satelit musi platit, ze vysledna sila v neinercidlni soustavé
spojené s lanem musi byt nulova. Tedy odstfediva sila zptisobena ota¢enim Zemé musi vyrovnat
gravitacni silu. Vypocitejme tedy délku H lana, pro kterou to plati. Na element lana dm ptisobi
gravitacni a odstiediva sila

dmM

dF = dF, — dFy = dmrw’ — G =3

: (2)

Vime, ze dm = o dr, kde o je délkova hustota lana. Celkovou piisobici silu ziskdme integrovanim
vztahu (2) pres celou délku lana (od povrchu Zemé do hledané vysky H). Jak jsme diive
zminili, tato sila musi byt nulova. V integralu jsou elementarni funkce, takze jej nebude problém

vypocitat.
H
M
/ (G%—Jw%’) dr =0,
r
Rz

1 1 g u)2 2 2
GoM|-=+-=—"—)—-— (H°-R3)=0. 3

g ( H + RZ> 2 ( Z) ( )
Podélime-1i rovnici lenem ow? /2, u levé zévorky dostaneme 2R? (vysku geostacionarni ob&zné
drahy, jak jsme vypoéitali v (1)). Rozepsédnim zévorek poté vyjde kubicka rovnice

H®Rz — H (R}, +2R%) + 2R’Rz = 0, (4)

jejiz jeden kofen se d4 uhodnout (H = Rz; v lané nulové délky se kupodivu odstfediva a
gravitacn{ sila vyrovnaji) a zbylé dva dostaneme feSenim kvadratické rovnice. Uvazujeme pouze
ten s kladnou odmocninou z diskriminantu, protoze ten druhy vyjde zaporné.

1 , B8RP

Dosadime-li jiz difve vypoéitané veli¢iny a konstanty, vyjde H = 150 - 10®km, coZ je skoro
polovina vzdalenosti k Mésici, ale tim se zatézovat nebudeme.

Ted prejdeme k hlavni ¢dsti tlohy. Musime vypocitat pribéh normdalového napéti v lané
v zavislosti na vysce (poé¢itané od sttedu Zems). K vysledku se dostaneme podobné jako v pred-
chozim pfipadé. Sila napinajici lano bude celkova sila pusobici na spodni ¢ast lana.

F(h) = /h (dF, — dFy).

Rz

3) Viz naptiklad http://www.spaceelevator.com/ .
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Pomoci vztahu uvedeného v (2) zapiSeme konkrétni sily a integrujeme stejné jako p¥i pociténi
délky lana.

1 1 O'w2 2 2
Fh)=GoM | — -~ | — —(h" — .
() =Gt (g~ 1) = %t~ ) )
Musime najit extrém této funkce, tedy polozime prvni derivaci podle h rovnou nule,
M
—% + how?® =0.

Je to opét kubickd rovnice, jejiz jeden kofen uhodneme — derivace F'(h) je nulovad pro h = R.
Zbylé dva kofeny jsou imaginarni a nezajimaji nas. Prubéh napinajici sily je zndzornén na
obrazku 3.

Velikost maximalni napinajici sily tedy bude (dosazeni h = R do F'(h))

Frax = 0GM (i — l)

0'(4)2

5 (R* — R3).

Rz R

Vyuzijeme-li souvislosti délkové hustoty o s objemovou hustotou g (o = 05, kde S je prufez
lana), dostavame

Fpax © 1 1 ow? 9
n= =—|GM([—=—-=) - = (R?>- =
7 s —35/¢ (Rz R) y (B —Hhz)

1 1 0'(4)2 2 2
= M= - =) - = _

olont (- 3) - T - 1)

Napéti opravdu nezavisi na priifezu lana a po vyéisleni je o,, = ¢ - 4,84 - 107 Pa-m®-kg~?.

Nyni se dostavame k jednomu mensimu problému. Zanedbali jsme totiz, Ze se lano vlastni
tihou natahuje, a tudiz se méni jeho hustota v zavislosti na délce. (A to opaéné nez pusobici
sila. Tam, kde bude F(h) nejvétsi, bude hustota nejmensi a naopak.) Ale pokud bude mit
material dostate¢né velky modul pruznosti v tahu, protahne se jen minimalné a zanedbani bude
opravnéné. V integralech pro vypocet pusobicich sil bychom museli tuto zavislost zohlednit a
to by nebylo jednoduché. Spokojime se s tim, Ze maximéalni dovolené norméalové napéti v lané
je pfimo timérné hustoté materidlu a konstanta timérnosti je asi 5 - 10 Pa-m3 kg .

Jaké materialy tuto podminku F

N § (h)
spliuji? Snadno ovéiime (a fada
Fesitelt to i provedla), Ze zidna
bézna latka by neobstéla. Jedinou
svétlou nadéji je lano z uhliko-
vych nanotrubek, jehoz hustota
je asi 1350 kg-m?’7 a tedy o, =
= 65 GPa. Jejich teoretickd mez
pevnosti je asi dvakrat vétsi, tudiz
nam to dava nadéji do budoucna
(zatim dokdzeme vyrdbét pouze 0
kratké trubicky, lano z nich stéle
¢ekd na vynélezce).

Dalsi vlastnosti materidlu jako tepelna roztaznost, odolnost vici povétrnostnim vlivim a
dalsi se projevi jenom na malém tseku lana (v atmosféie), a tak jejich silové t¢inky muzeme

Fmax

Obr. 3. Graf zavislosti sily na vysce
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zanedbat. Problémem by mohla byt pouze skutecnost, ze se vzdalenosti od Zemé klesa elek-
tricky potenciél a takovéto lano by bylo jednim velkym hromosvodem. Zakladna vytahu by tak
méla byt nékde, kde se moc neblyska, a lano osetfeno, aby mu zasah bleskem moc neuskodil.
Nicméné jakakoliv ochrana proti bleskim by byla potfeba jen v nizkych vyskach, a tak se
hmotnost lana prili§ nezvétsi.

Jak a jestli vitbec takovouto konstrukci postavit, nechdme na rozmysleni ¢tenari a dal pak
strycku Samovi.

Ve vasich feSenich se vyskytly dva problémy. Bud jste neprovedli témér zadné vypocty a
uvahy pak neméli ¢im podlozit, nebo jste zapomnéli na to, ze lano musi néco napinat, a silu
pocitali rovnou na geostacionarni dréze. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III. 3 ... hopsdni po naklonéné roviné (4 body; primér 2,17; vesilo 29 studentii)
Malou kulicku hodime vodorovné na naklonénou rovinu. Kulicka po ni zac¢ne poskakovat
a po N odrazech dopadne kolmo k povrchu naklonéné roviny (viz obr. 4). Jaky je tihel « na-
klonéné roviny? Predpokladejte, Ze se kulicka odrazi dokonale
pruzné, rotaci kulicky neuvazujte. Vi
S kulickams si rdd hraje Pavel Motloch.

Pohyb kuli¢ky lze rozlozit do dvou smért — kolmého na
rovinu a rovnobézného s rovinou. Ve shodé s timto pojmeno-
vanim budeme nadale pouzivat indexy k a r. Kulicka se od-
razi dokonale pruzné a tedy odraz nijak nezméni hodnotu v,
a v pfipadé vk pouze zméni znaménko. Ve sméru kolmém pohyb mezi dvéma odrazy popisuje
rovnice

il Vk

Obr. 4. Priklad trajektorie
kulicky pro N =4

vk =vsina — gcosat .

Nyni spo¢teme periodu skoku, tedy ¢asovy interval mezi dvéma dopady (tj. dvojndsobkem
doby, pro které plati vk = 0).

ts = —tga.
g
Pohyb ve sméru rovnobézném popisuje rovnice
vy =vCOSa — gsinat.

Kulicka dopadne na rovinu kolmo, pokud bude v okamziku dopadu rovnobézna slozka
rychlosti nulova. To nastane pravé v case

v
tny = —cotga.
g

Aby situace nastala v okamziku N-tého odrazu, musi platit tx = Nts, odkud s pouzitim
predchozich rovnosti ziskame

v 2Nv
—cotga = —tga,
g g
z ¢ehoZ pro hledany sklon roviny méame
a = arccotg V2N .
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To je hledany sklon naklonéné roviny, pfi kterém na ni kulicka dopadne kolmo, ale az poté, co

se od ni pfedtim (N — 1)-krat odrazi. Jan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.4 ... &astice na poli (4 body; primeér 2,31; Fesilo 26 student)

Meéjme elektrostatické pole neménné v case. Do toho pole vkladame na stejné misto nabitou
castici s nulovou pocatecni rychlosti. Peclivé sledujeme, jak se castice pohybuje, a zazname-
navame si jeji trajektorii. A co nas prekvapi — trajektorie ¢astice nezavisi na jeji hmotnosti.
Dokazete to vysvétlit? Na problém narazil Marek Scholz pri programovdni zdpoctdku.

Uvedeme si dva ruzné zpusoby feSeni problému. Zkoumame pohyb hmotné nabité ¢astice
v elektrostatickém poli. VSechny ostatni sily kromé elektrostatické zanedbame. Toto pole je
v Case neménné, ale bod od bodu se miize ménit, tedy kazdému bodu uvazovaného prostoru je
prifazen néjaky vektor elektrické intenzity E, ktery charakterizuje pole.

Zobecnéme zadani a uvazujme, ze zkoumané ¢astice maji kromé razné hmotnosti i ruzny
naboj. Sila ptisobici na nabitou Castici v elektrostatickém poli je rovna vyrazu gE, kde ¢ je
velikost naboje ¢astice. Kazdému bodu prostoru lze rovnéz pritadit elektrostaticky potencial .
Vektor intenzity E pfimo souvisi s potencidlem vztahem

E = —grady,

tedy intenzita mifi smérem nejvétsiho spadu potencidlu a jeji velikost zavisi na prudkosti
tohoto spadu. Potencialni energie* &astice v poli pak bude rovna V = gy, pficemz V ma
vyznam prace potifebné k preneseni cCastice z ,nekonecna“ do konkrétniho bodu. Kdyz se
Castice pohybuje pouze pod vlivem naSeho pole, bude priristek jeji kinetické energie presné
roven tibytku potencidlni energie. Mé&jme dvé rozdilné ¢4stice s ndboji ¢, ¢’ a hmotnostmi m,
m'. Pokud ¢&astice startuji z klidu ze stejného mista, jsou jejich kinetické energie T, T” v uréitém
bodé rovny ubytku potencialni energie, tedy

2
T= %va =qAp, T =1im'v'" =¢Ap, (7
kde Ay znaci ubytek potencidlu mezi startovnim a aktudlnim bodem. Lze tudiz psét
mv® = 2qAp, mv'? = 2¢'Ag, (8)

coz se nam bude hodit dale.

Trajektorie Castice je obecné zakfivena a kazdou malou ¢ast drahy lze povazovat za Céast
kruznice, kterd méa urcity polomér. Tento polomér se nazyva polomér kiivosti trajektorie v da-
ném bodé. Smér rychlosti vzdy mifi ve sméru tecny k trajektorii. Predpokladejme nyni, ze dvé
rozdilné &astice ndbojt ¢, ¢’ a hmotnosti m, m’ jsou v uréité fazi pohybu na stejném misté
a maji stejny smér rychlosti (nikoli velikost). Jejich kinetické energie jsou ddny rovnicemi (7).

Pole piisobici v tomto misté 1ze rozlozit na slozku E; kolmou k rychlosti a slozku rovno-
béznou E). Polomér kiivosti v tomto bodé oznacme R. Aby se Castice pohybovala po kruznici
s polomérem R, musi na ni pisobit dostiedivé zrychleni aq = v? /R. Toto dostiedivé zrychleni

4) Energii nebudeme znagit E, ale V, aby se nepletla s elektrickou intenzitou.
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zpUsobuje sila pisobici ve sméru do stfedu kruznice, tedy ve sméru kolmém na pohyb. Pro
zminénou silu ale ziejmé plati

(M)

FL:qEL:mad:%. (9)

Vyjadiime R a posléze dosadime z (8) a mame

mu? _2¢Ap  2Ap

- qEL qEL E,

Slava! Polomér kiivosti drahy nezavisi na hmotnosti ¢astice ani na jejim néboji a posledni
vztah vyjde naprosto stejné i pro jinou ¢éstici s hmotnosti m’ a ndbojem ¢’. Pokud tedy nase
dvé porovnavané Gastice maji v uré¢itém misté kinetickou energii danou vztahem (7) a stejny
smér rychlosti, pak maji v tomto misté i shodny polomér kiivosti trajektorie.

Jezto ale maji trajektorie stejny polomér kfivosti v jednom bodé, a leti tudiz jakoby po
stejné kruznici, blizky bod na této kruznici bude prvkem obou trajektorii a v onom blizkém
bodé budou mit obé éastice opét stejny smér rychlosti a kinetické energie uréené vztahem (7).
Predeslou avahu mohu opakovat az donekonecna a navic na poc¢atku, kdy jsou castice v klidu,
maji ¢astice opravdu shodny smér rychlosti a shodnou nulovou kinetickou energii. Z toho
vyplyva, ze trajektorie obou rozdilnych castic maji ve vSech bodech stejny polomér kiivosti,
a jsou proto opravdu shodné. Pouzili jsme v podstaté metodu matematické indukce, pricemz
indukéni krok zmensujeme donekonecna.

Povsimnéme si, Zze v provedené ,indukéni® tvaze nemusime nutné uvazovat, ze kinetické
energie jsou uréeny vztahem (7). Staci, kdyZ jsou v poméru T/T" = q/q’. To je obecné&jsi
predpoklad. Dospéjeme tak k zavéru, ze trajektorie dvou rozdilnych ¢astic se shoduji, pokud
mé jejich poéatecni rychlost stejny smér a pocateéni kinetické energie jsou v poméru T/T" =
= (mv?)/(m'v'*) = q/q'. Vyjadiime-li z této rovnosti rychlost v, dostavame

,fm/

(10)

Q\‘Q

m

Opét z provedené tivahy plyne, Ze pomér T'/T’ bude stejny pro viechny body trajektorie stejné
tak jako pomér rychlosti. Shrnuto, castice leti po stejnych trajektoriich riznymi rychlostmi,
jejichz pomér je dan rovnici (10).

Nasi ,indukéni® tvahy jsme se mohli vsak usetrit. Uvazujme takto: jednu ¢astici nechame
pohybovat se v poli. Jeji trajektorie ma v kazdém bodé urcity polomér kfivosti, tedy v kazdém
bodé pisobila sila zapficinujici toto zakfiveni. Dejme tomu, ze by se druha ¢astice pohybovala
po stejné trajektorii. Byly by sily ptsobici na ¢astici opét takové, ze by polomér kiivosti v kaz-
dém bodé odpovidal pisobici sile? Na zakladé vztahu (9) odpovime ano. Myslené trajektorii
tedy jakoby nelze nic vytknout, odpovida vSem pusobicim sildm, a bude to tedy ta skutecné
realizovana.

Nektefi z vas argumentovali tim, ze castice leti po silocarach. Povézme si, pro¢ tomu tak
v obecném pripadé neni. Siloc¢ara je kfivka, jejiz tecna v kazdém bodé je rovnobézné se smérem
intenzity E. Pokud ale ¢astice leti po zakfivené silo¢are, musi na ni ptisobit urcita dostrediva
sila kolméa na rychlost, a tedy i kolma na tec¢nu k silocare. Takova kolma sila tu ale neni, protoze
elektricka sila mifi ve sméru tecny.
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Prozkoumejme nyni trochu odligny, docela elegantni zptisob feseni. Céstice se samoziejmé
bude fidit pohybovou rovnici
a=—.
m
Zrychleni a a sila F jsou zde vektory. Takovy vektorovy zapis neni nic objevného, uvedena
rovnice pouze skryva t¥i rovnice — pro kazdou ze slozek x, y, z zrychleni a sily jednu rovnici.
Zrychleni a vSak muzeme lépe zapsat jako
d2r
a= a2’ (11)
tedy jako druhou derivaci polohového vektoru &astice®. Pohybova rovnice &astice v naem
elektrostatickém poli proto je )
% = LE(r), (12)
Intenzita pole zavisi samoziejmé na poloze, tedy zrychleni ¢astice v urcitém bodé zavisi na
intenzité v tomto konkrétnim bodé.
Zamysleme se nyni nad tim, jak se pohybova rovnice zméni, pokud budeme cas mérit
v jinak dlouhych jednotkach, nez jsou vtefiny, nebo jednoduse na hodinkach, které bézi tieba
pomaleji. Nové ¢asové jednotce budeme fikat tfeba pseudovterina se znackou o. Dejme tomu,
ze pocet Casovych jednotek 7 zaznamenany na nasich zpomalenych hodinkach souvisi s ¢asem ¢
méfenym v sekundach vztahem

t=kr, tedy 7= -—-. (13)

t
k

Jak se projevi pouziti téchto novych jednotek pii méfeni zrychleni? Kdyz méfime rychlost
pomoci pomaleji bézicich hodinek, bude ¢iselné vétsi, konkrétné k-krat vétsi, protoze ke zméné
polohy stacilo méné casovych jednotek. Zrychleni méfime porovnanim rychlosti v blizkych
okamzicich a opét pri méreni casu v pseudovtefindch bude ke zméné rychlosti tifeba méné
casovych jednotek a zrychleni vyjde Ciselné k-krat vétsi. Ale jiz rychlost vysla k-krat vétsi a
z této veétsi rychlosti teprve pocitame zrychleni a dostavame tak pfevodni vztah mezi ¢iselnymi
hodnotami zrychleni pfi pouziti riznych ¢asovych jednotek

a[ms?] = k’a[mo 7).
Tento vztah dobfe vyplyne i formalnim dosazenim z (13) do (11)

e
dez2 "~ d(k7T)2 T k2 dr2

(14)

Jedné se zde vSak o derivace a ne o pouhé zlomky a tak by se nam uvedend uprava méla urcité
zdat trochu podezield, nicméné v tomto pripadé je korektni.®
Ted pomoci vztahu (14) prepiSeme pohybovou rovnici (12), tedy
d2r 2 4q

5) Casové zména polohy je rychlost a casovd zména rychlosti je zrychleni.
6) Napsal jsem kratkou stat o druhé derivaci slozené funkce, koho to zajima, na pozadani zaslu.
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Vsimnéme si ale nyni klicové myslenky. Pokud zavedeme zrovna takové pseudovtefiny a budeme
mit takové hodinky, ze faktor k = y/m/q, potom lze pohybovou rovnici psat ve tvaru

S E(r) (15)

a zde se jiz nevyskytuje naboj ani hmotnost!
Vezméme si ted druhou Eastici s nabojem ¢’ a hmotnosti m’, jejiz polohu budeme znagit
polohovym vektorem r’. Jeji pohybové rovnice je

2/ !
dr _ 4 gy,

dez2 — m/

I tuto rovnici ale mizeme napsat jinak, kdyz budeme ¢as mérfit namisto v sekundéach v jinych
jednotkéch ¢’ a vztah mezi ¢asy t a 7 bude déan faktorem k' = \/m’/q’.” Vztah mezi T a 7’
je potom ziejmeé
/
r=Kr', kde K= E/i (16)
qg m

Pohybova rovnice pfi uziti jinych éasovych jednotek o’ nabyva tvaru

dazr
dr? — E(r)

a pohybové rovnice obou ¢astic maji ted aplné stejny tvar! Pohybova rovnice (15), coz je dife-
rencialni rovnice druhého fadu, urcuje spolu s poc¢atecni polohou a rychlosti zavislost polohy r
na case T.

Pokud ale r(7 = 0) = r'(7" = 0) a rychlosti

dr —0 _dr

E(T_ )—@(T':O),

coZ je pfi stejné pocatecni poloze a nulové pocatecni rychlosti splnéno, pak pohyb prvni i druhé
Castice jsou urCeny naprosto stejnymi rovnicemi jen s tim rozdilem, ze pouzivame pro cas jiné
pismenko, a proto i feseni, tedy funkce r(7), resp. r(7') budou v obou p¥ipadech naprosto
shodna aZ na to, Ze jednou budeme v fesSeni psat 7 a podruhé 7'. Mnoziny bodf, kterymi
Castice projdou, tedy jejich trajektorie budou v obou pripadech shodné.

Céstice budou pouze drahu prochézet rozdilnou rychlosti. Ve viech bodech trajektorie bude
platit

ar_ar
dr = dr’
a diky vztahu (16) plati
dr dr’
= gEh
dr dr’

takze podil rychlosti (které jiz méfime ve stejnych jednotkach) ¢arkované a necdrkované ¢astice
je K.

") Zde uz jsou nové ¢asové jednotky o’ samoziejmé jiné nez pseudovtefiny o v predeslém vykladu.
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dr’

dr dr’
0 ar

/
Zr=0)= —(+=0=K =0
Llr=0)= 50" =0) (r=0)
je splnéna, pokud jsou rychlosti v poméru K, tedy pocatecni rychlost nemusi byt nutné nulova.
KdyZz maji obé& éastice stejny néboj, potom podle (16) K = /m//m. Pocateéni kineticka
energie T' (vyjadfend ovSem ne v joulech, ale v pseudojoulech, protoze jinak méfime ¢as) prvni

Castice je pak
1 ar\? 1 , ar\? 1 ,/dr\?
T=—m () =2 Ky 2 ar
oM (dT) 2™ ( dr 2" \ar ’

a kinetické energie obou castic se tedy rovnaji po celou dobu pohybu a rovnost pocatecnich
kinetickych energii je zfejmé podminkou pro shodnost trajektorii. Patrné jsme tedy dospéli
k naprosto stejnym zévértim jako pfi prvnim zptsobu fesSeni.

MozZné se vam zd4, Ze to neni poradny dikaz, kdyz jsme jenom derivovali, a fyzika v pod-
staté zadna. Je tieba si ale uvédomit, ze 2. Newtontuv zdkon formulovany v diferencialnim tvaru
je zcela fundamentalni zakon klasické fyziky a podle vsi zkuSenosti feseni pohybové rovnice
jakozto rovnice diferencidlni opravdu odpovida skuteéné realizovanému pohybu. Vérime, Ze
diferencialni rovnice spravné popisuji nas svét, a proto i zde urcity fyzikalni jev vysvétlujeme
na zakladé matematické upravy diferencialni rovnice.

Nekteri z vas uvazovali kromé elektrické i gravitacni silu. Trajektorie riznych ¢astic v tom
pripadé jiz shodné nebudou. Oba uvedené diikazy podle ocekavani selzou. Rozmyslete si pro¢.

Mezi vasimi fesenimi se vyskytly i jinak pojaté dikazy nez uvedené. Naptiklad Michal
Maizner uvazoval, ze pole lze rozdélit na velmi malé oblasti, pficemz v ramci oblasti je vSude
v podstaté stejna intenzita E, Tereza Steinhartovd zminila uzite¢nost principu nejmensi akce
a Hana Sirovd méla zase moc p&kné zpracovany druhy z uvedenych zpiisobti feseni.

Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III. P ... pfiliv a odliv (8 body; primér 2,77; vesilo 30 studentd)

Priliv a odliv jsou zptisobeny slapovymi silami, tj. piedevsim gravitacni silou Mésice. Piiliv
se opakuje kazdych 12 hodin a 25 minut, nicméné na zemékouli pozorujeme vzdy dva prilivy
na opacnych stranach zemékoule. Tzn. jeden pFiliv obéhne Zemi za dvojnasobek doby, tj. asi
25 hodin. Tudiz na rovniku o délce 40 000 km se priliv musi pohybovat piiblizné rychlosti
40 000/25 km/h = 1 600 km/h. To je dokonce vice nez rychlost zvuku ve vzduchu.

Ze zkuSenosti vSak vime, Ze voda v mofi touto rychlosti neproudi, nebot lodé nam vozi ba-
nany z Kostariky atd. Je tedy néjaka chyba ve vypoctu, nebo je potieba vysledek interpretovat
Jjinak? Ulohu navrhl Honza Hradil.

Uvedeny paradox by nastéaval, kdyby se kolem Zemé pohybovala ur¢itd masa vody, zatimco
zbytek by zustéval nehybny. Tomu tak vSak neni. Zadna z molekul vody necestuje kazdy den
kolem zemeékoule, ale ziustava priblizné na stejném misté a kmitd hlavné ve svislém sméru.

Predstavme si vodorovny fetizek kulicek, z nichz kazda kmitd ve svislé roviné. Vhodnou
volbou fazi jejich kmitdni miZeme vytvofit iluzi vlny rychle se pohybujici ve vodorovném
sméru, i kdyz kuli¢ky se vitbec nepiemistuji. Resitelé z Trendéina to pfirovnali k mexické viné
na stadionu.
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Vsimavy c¢tenaf si uvédomi, ze analogie popsand v predchozim odstavci plné neodpovida
nasemu pripadu. Vzhledem k tomu, Zze vodu mizeme povazovat za nestlacitelnou, nemtize
pohyb molekul probihat jen ve vertikalnim sméru. Vzniklou mezeru miizeme ale zaplnit poma-
Iym pohybem vétsiho mnozstvi vody (oproti vysce pfilivu fddové v metrech primérnd hloubka
oceanu je 3 az 4kilometry).

Ve skutecnosti je pohyb vody v ocednech ovliviiovan morfskymi proudy, nestejnou hloubkou
a slanosti. K problémtm popsanym v zadani mtze dochazet naptiklad u velké zatoky spojené
tzkym prulivem. Pfi pfilivu zde vznikne takovy proud, ze lodé skute¢né nemohou ze zatoky

odplout. Jirka Lipovsky

jirka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II1.E ... zkoumame pohyb Slunce (8 bodi; primér 2,88; vesilo 16 studentii)
Zmeérte co nejpresnéji vysku Slunce nad obzorem v pravé poledne a dobu od vychodu stiedu
slunec¢niho disku do jeho zapadu. Odvazlivci se mohou pokusit vypocitat teoretickou délku dne
a hodnoty srovnat a okomentovat pripadny nesoulad.
Ezxperimentdlni ilohu navrhl Pavel Brom.

Experimentalni tloha se zabyva zdanlivym pohybem Slunce po obloze. Zkusme se nejprve
zamyslet, jak by se teoreticky mélo Slunce pohybovat, a pak vypocitat ¢asy jeho vychodu a
zadpadu. Budeme k tomu potfebovat zadefinovat nékolik zakladnich astronomickych pojmi.

Teorie

Ekvatoredlni soutadnice jsou polarni soufadny systém na nebeské sféte (podobné jako ze-
mépisnd Sitka a délka na zemském povrchu) tvofeny souradnicemi rektascenze o a deklinace 4.
Mnozina bodu s nulovou deklinaci tvofi tzv. nebesky rovnik, coz je v podstaté prumét zem-
ského rovniku na nekonec¢né vzdalenou nebeskou sféru se stfedem v centru Zemé. Rektascenzi
meéfime podél nebeského rovniku proti sméru otaceni Zemé od tzv. jarniho bodu. Udavame ji
bud ve stupnich, nebo v hodinidch a minutdch od 0 do 24 hodin. Deklinace je tthlova vzda-
lenost bodu na nebeské sféfe od nebeského rovniku, méfend smérem k severnimu svétovému
polu kladné a na jih zaporné.

Ekliptika je velkd kruznice na nebeské sféfe tvorend mnozinou bodid do kterych se muze
v prubéhu roku zdanlivé promitat Slunce v dusledku obéhu Zemé kolem Slunce. Jarni bod
je jeden z pruseciku ekliptiky a nebeského rovniku. Slunce se promitd do jarniho bodu kazdy
rok na pravé poledne svétového Casu v den jarni rovnodennosti. Podobné jako ekvatorealni
soufadnice muzeme zavést i ekliptikdlni souradnice: ekliptikalni $ifku a délku A. Sklon roviny
svétového rovniku k roviné ekliptiky budeme znacit .

Mistni hvézdny cas ts je v podstaté rektascenze bodu daného prisecikem primétu mistniho
poledniku na nebeskou sféru a nebeského rovniku méfena v hodinach a minutach. MuzZeme jej
vypocitat jako

¢as uplynuly od 12:00 UT posledni jarni rovnodennosti
ts=|24- —— v +
doba otoceni Zemé

zemépisna délka .
+ 150> hOdln .

Rozdil rektascenze néjakého bodu na nebeské sféfe a mistnitho hvézdného casu

V=ts —
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se nazyva hodinovy uhel toho bodu.

Nakonec azimutdlni soutadnice jsou také polarni soufadnice na nebeské sfére, které jsou
vSak vztazeny na konkrétniho pozorovatele, resp. pozorovaci stanovisté. Azimut A se urcuje
podobné jako v zemépisu, aviak sméru s azimutem A = 0° odpovidd smér na jih (oproti
zemé&pisnému sméru na sever). Druhou soufadnici je pak vyska nad mistnim matematickym
horizontem h (horizont je pfesné vodorovnym smérem).

severni svétovy pol severni svétovy pdl

ekliptika

—

nebesky rovnik

Obr. 5. Ekvatorealni souradnice Obr. 6. Ekliptikalni soutadnice

Na zdanlivy pohyb Slunce po obloze maji vliv pfedevs§im rotace Zemé kolem své osy jednou
za 23 hodin 56 minut a 4,09 vtefiny a obéh Zemé kolem Slunce jednou za rok (365,2524 stf.
slune¢niho dne).

Za jedno otoCeni Zemé kolem své osy se Zemé zarovenl posune asi o 1/365 své cesty po
obézné draze stejnym smérem, jako se sama toci, takze na obloze Slunce utece ptiblizné o 1°.
Zemé se proto musi mezi dvéma vychody Slunce (anebo dvéma piechody mistnim polednikem
na pravé poledne) oto€it asi o 361° a sluneéni den tak trva pravé 24 hodin.

v prubéhu roku méni — ¢im bliz ke Slunci, tim rychlejsi je obéh. Pramérnou thlovou rychlost
obéhu vypodéitdme snadno jako w = 360° /rok.

A dale muzeme vypoditat jakysi pfiblizny smér ke Slunci, neboli jakousi jeho stfedni polohu
na ekliptice (ekliptikdlni délku stiedniho Slunce), ze vztahu

)\S:UJTI‘+A07

kde T} je ¢as od posledniho prichodu Zemé periheliem a Ao jeho ekliptikalni délka v tomto cCase
(Zemé v periheliu 3. ledna feknéme o pulnoci, Ao = 281,92°). Diky nerovnomérnému obéhu
Zemé kolem Slunce skutecné Slunce na obloze stfedni Slunce nékdy predbiha a nékdy za nim
zaostava.
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To m4a mimo jiné za nasledek také skutecnost, ze pravé poledne nenastava presné ve 12:00
mistniho stfedniho slune¢niho ¢asu (pasmovy ¢as s korekci na zemépisnou délku oproti po-
ledniku, na kterém je pasmovy Cas pocitany). Rozdil pravého sluneéniho ¢asu a stfedniho
slune¢niho ¢asu udava tzv. ¢asova rovnice. Maximalni ¢asovy rozdil prichodu stfedniho a sku-
te¢ného Slunce rovinou mistniho poledniku je kolem 18 minut — to je také maximalni chyba
vhodné postavengch sluneénich hodin®.

- z
\
\
\\ ekliptika
\/ 1
///\\ Yy
o \
// \
s \
// \
y //// 7 3 Slunce/ y
// A /
[ - s
< 7
~
N jarni bod ///
N - ,

— —

- T=x

Obr. 7. Prava (E) a stfedni (M) anomélie

Stfedni a skuteéné Slunce se setkdvaji v den jarni rovnodennosti o 12:00 UT (A = 0°). Vztah
mezi ekliptikalni délkou stfedniho Slunce a skutecnou ekliptikalni délkou A je dan Keplerovou
rovnict

M=F —esinFE,
kde M = As — Ao — 7 je tzv. stfedni anomalie, E = A\ — Ao — © tzv. prava anomadlie a e je
excentricita zemské drahy. Stfedni a pravd anomalie jsou sméry od Slunce k tzv. stfedni Zemi
(pohybujici se rychlosti w po kruhové draze kolem Slunce) a skuteéné Zemi.

Zajimavou vlastnosti této rovnice je, Ze ji nelze vyfesit analyticky. I presto vsak existuje
mnoho zpusobi, jak najit F s dostateCnou presnosti. Mizeme pouzit tieba iterativni metodu

EOIO, Ei+1:M+€SinEi.

Pro i = 10 uz d4va tato metoda docela piesné vysledky (¢ pfitom muZeme libovolné zvySovat,
dokud F;_1 — F; neni mensi nez maximalni pozadovana chyba).

8) Z dob, kdy si mechanické hodiny mohli dovolit pouze bohati profesoii a chudi studenti byli odkazani
na slune¢ni hodiny na nadmésti, pochazi také spolecensky zavedend maximalni doba ¢ekani na schiizku
znadma téz jako akademicka ¢tvrthodinka.
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S pomoci vyse uvedenych vztaht mizeme v kazdém okamziku vypoéitat souradnice Slunce
na nebeské sfére. Zname ekliptikalni délku A a ekliptikalni $ifka je vzdy nulova. Zbytek vypoctu
je uz pouze o transformaci soufadnic z jedné souradné soustavy do druhé. Nejdrive provedeme
transformaci z ekliptikdlnich do ekvatorealnich soufadnic, pak spoéitdme mistni hvézdny cas
a hodinovy thel a nakonec dostaneme vztahy pro azimut a vysku Slunce pro mistniho pozo-
rovatele. Zname-li, v jaké thlové vysce ho, se nachazi mistni fyzicky obzor v bodé, ve kterém
Slunce vychézi, resp. zapada, mizeme z téchto vztahi zpétné vyjadrit ¢asy vychodu a zapadu
Slunce. Veli¢inu h, uZ samoziejmé uréime méfenim. Tim se vyhneme také vSem zbyteénym
komplikacim se zakfivenim Zemé, nadmorskou vyskou atp., které néktefi z vas v feSeni uva-
zovali. A muzeme také mérit tfeba vychod Slunce nad stfechu sousedova domu o devaté rano
misto skute¢ného casu.

stfedni Zemé

N\
stfedni Slunce skute¢né Slunce

Obr. 8. Konverze z ekvatorealnich do
ekliptickych souradnic pres kartézské

Podrobné predvedeme pouze prvou transformaci souradnic. Zbylé se provadéji zcela analo-
gicky. Chceme transformovat thly A a 0° uddvajici smér na jiné dva tihly « a §. VSimneme si, Ze
soustava ekvatorealnich soutradnic je oproti ekliptikalnim soufadnicim pouze otocena o thel &
kolem pfimky dané spojnici jarnfho a podzimniho bodu (druhy prise¢ik rovniku a ekliptiky).

Ze sméri nejprve udélame vektory v kartézském souradném systému. Pridame tieti sourad-
nici 7 a pro jednoduchost ji polozime rovnou 1. Vektor zadany trojici r, A a ekliptikdlni sirkou
v sobé obsahuje smér ke Slunci. Pak polarni souradnice pfevedeme na pravouhlé kartézské.
Osa z bude sméfovat od pozorovatele k severnimu pdlu ekliptiky, z-ova slozka vektoru tedy
bude 7sin0 = 0. Polozime-li osu « od pozorovatele smérem k jarnimu bodu a osu y kolmo na
predchozi dvé, bude transformace zbylych soufadnic snadnd: & = cos A a y = sin A. Otoc¢ime
ted vektor dany kartézskymi soufadnicemi z, y a z v roviné (y, z) o thel &

T =x,

y' = ycos(—e) — zsin(—¢),

2 = ysin(—¢) + 2 cos(—¢) .
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Zbyva uz jen prevést vektor [x',y’, 2] zpatky do polérnich soufadnic

/
o= arctgy—/7
T

Zl
/2 + y/2 ’

Pti konverzi z ekvatorealnich do azimutéalnich souradnic budeme potfebovat znat hodinovy
thel 9 a zemépisnou $itku ¢ pozorovaciho stanovisté. Rovina nebeského rovniku je oproti roviné
horizontu sklonéna o 90° — ¢ (anebo pro pozorovatele na nékterém zemépisném pélu splyva
rovina rovniku s horizontem). Otdcet budeme tentokrat kolem osy smérujici od zapadniho
k vychodnimu bodu o zminény tihel. Osa otaceni bude totozna s jednou z kartézskych souradnic.
Zbylé dvé budou smérovat nejprve k svétovému pélu a smérem s hodinovym tthlem 12 hodin
v roviné rovniku a po otoceni do zenitu a smérem k jiznimu bodu.

Po provedeni vySe zminénych operaci dostaneme nasledujici vztah pro vysku Slunce nad
obzorem

6 = arctg

cos ¥ sin(¢ — 90°) + sin § cos(p — 90°)
V/sin? 9 4 (cos ¥ cos(p — 90°) — sin d sin(p — 90°))2 .

h = arctg

Postup méreni

S timto teoretickym podkladem muzeme piejit k samotnému méfeni. Na méfeni vysky
Slunce nad obzorem jsme ze dvou diskd CD, jednoho obalu na CD, par kapek vtefinového
lepidla a malého binokularu zhotovili jednoduchy pristroj znamy uz nékolik stoleti vSem na-
moinikim pod jménem sextant®.

dalekohled

vodni hladina

Obr. 9. Méfeni vysky Slunce pomoci sextantu

NasSe verze pristroje byla o néco jednodussi. Ve vektorovém grafickém editoru jsme si na-
kreslili vlastni stupnici s ponékud realisti¢téjsim rozliSenim, namisto polopropustného zrcatka
jsme pouzili pouze ,zrcitko” (vystiizené z druhého CD) s polovi¢ni siftkou a obé& zrcatka byla

v

pridélana pfimo k oto¢nému CD se stupnici, resp. k obalu. Nejtézsi ¢ast byla nastavit zrcatka

9) Podrobny navod, jak takové zafizeni postavit, najdete napt. na adrese http://www.tecepe.com.br/
nav/CDSextantProject.htm.
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presné paralelné tak, aby pfi vychylce stupnice 0° byl pohled dalekohledem umisténym vedle
obalu rozdéleny na dvé vzajemné neposunuté pulky (odraz v zrcatku a p¥imy pohled). Po-
hled do dalekohledu (s objektivovym sluneénim filtrem samoziejmé) pfi spravné vychylce na
sextantu vypadal tak, Ze pilka Slunce byla vidét v zrcatku a druhéd neposunutd pulka pfimo.

Normalni pouziti sextantu pocita s vyuzitim viditelné morské hladiny. Mote v Praze bohuzel
neni, takze jsme museli improvizovat. Vyrobili jsme si klidnou vodni hladinu a pak jsme meérili
thlovou vzdélenost Slunce od jeho odrazu na ni. Vyska nad obzorem byla polovina tohoto thlu.
Vychylku jsme mohli pak odecist na stupnici s vernierem, kterou jsme si vytiskli na dobré
laserové tiskdrné s presnosti kolem 3'. Skuteénou chybu méfeni odhadujeme asi na tfetinu
sitky sluneéniho disku, tj. asi na 10’. Pouziti vodni hladiny jako reference vodorovného sméru
se prili§ nehodilo pro méreni vysky pti vychodu, resp. zapadu Slunce. V téchto ptfipadech jsme
proto mé¥ili vysku Slunce pfimo nad rovnym horizontem.

Obr. 10. Konstrukce sextantu ze dvou CD

Viysledky méreni

Dne 8. 2. 2008 jsme z Koleji 17. listopadu (50° 7’ s.z.8, 14° 26’ v.z.d.) pozorovali vychod
Slunce nad mistni horizont v 7:32 mistniho pasmového ¢asu a zdpad Slunce v 16:59. Pozorovana
délka dne tedy byla 9h 27m. Casy vychodu a zdpadu Slunce vypoétené vyse uvedenym po-
stupem byly 7:26, resp. 17:07. Rozdil teoretické a pozorované délky dne byl tudiz asi 14 minut,
hlavné diky nerovnému horizontu. V cCase, kdy jsme pozorovali vychod Slunce, se uz mélo
nachézet ve vysce ho = 0,9°. To ndm dava prvni odhad na vysku vychodniho horizontu.

Tento odhad pro tak malou vysku je vSak zkresleny. Chybu ma na svédomi jev nazyvany
atmosféricka refrakce. Vypoctené hodnoty totiz nebraly v iivahu zemskou atmosféru. Svétlo ne-
beskych téles pri své cesté k pozorovateli prochazi vrstvou atmosféry s nenulovym a proménnym
indexem lomu. Vrstva atmosféry je pro malé h velice tlusta, proto je i refrakce v této oblasti
nejvétsi. Refrakci mizeme vypocitat napt. pomoci tohoto pfiblizného empirického vzorce (déva
vysledek v thlovych vtefinach)

R 1,02 P 283
te (h + ios’il) 1010hPa 273+ T
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kde P je tlak, T teplota a h vypoctena vyska nad obzorem. Objekt pak pozorujeme ve vysce
0 hodnotu R vétsi nez vypoctena. V nésledujici tabulce je orienta¢né uvedend hodnota refrakce
pro ruzné pozorované h pri normélnich podminkéch.

R] [0]05]1]2[3][5]10]20]30]50
RT][35[29 [24[18[14[10] 5 |2,5(1,5]0,5

Priimér Slunce je asi 32'. Jelikoz velikost refrakce v nulové vysce nad obzorem je vétsi nez
tato hodnota, mizeme na velmi rovném horizontu pozorovat vychod celého Slunce nad horizont
dfive, nez je jednoduse pfedpovézeny cas. Slunec¢ni den by takto mél trvat o par minut déle.
Jak je vsak vidét z pozorovani, je tato odchylka prakticky zanedbatelnad viici ostatnim vlivam.

Dne 15. 2. jsme ze stejného pozorovaciho stanovisté provedli nasledujici sérii méfeni vysky
Slunce nad mistnim horizontem.

t [ 7:17 | 7:20 7:24 [ 7:26 | 7:32[ 7:35 | 7:40 | 7:46
RPTI 0 [025] 1 |15 2 |25 3 |37

Pouzijeme-li prvni odhad vysky horizontu na uréeni skuteéné vysky nad obzorem (hons = h +

ho) a porovname pozorovanou a vypoé¢tenou vysku, najdeme zavislost vynesenou v grafu 11.
1 T T T T

hobs — hy F—+—

refrakce -------
0.8 - T - ]

0.6 - T -

04 |
B -

Ah [°]

0.2 | 1 1 & i

ha [°]
Obr. 11. Porovnani rozdilu pozorované a vypoctené vysky Slunce s refrakci

Jelikoz pozorované rozdily jsou prilis malé v porovnani s chybou, nedaji se z téchto pozoro-
vani vyvodit jednoznac¢né zavéry. Avsak posloupnost hodnot dava tusit pokles rozdilu teoretické
a pozorované vysky Slunce, ktery odpovida priubéhu refrakce.

Méteni vysky Slunce kolem poledne pocasi v dobé psani tohoto textu p¥ilis nepialo. Cas,
kdy vyska Slunce dosahuje maxima, teoreticky spocitdme tak, ze vysku h(t) derivujeme podle
¢asu a polozime rovnou nule. Vysku Slunce nad obzorem ale muzeme jednoduseji urcit podle
priblizného vzorce

hmax = 90° — @ + 4, 7
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kde § je deklinace Slunce v dany den a ¢ zemépisna Sifka.

Uskutecnili jsme pouze jedno kratké méreni dne 9. 2. 2008 ve 12:20. Vypocteny c¢as kulmi-
nace pro dané datum byl tmax = 12:13 SEC. Naméfena vyska h = 25° 20’ £10" byla ve vyborné
shodé s vypoétenou hy = 25°23’. Refrakce ve vyskach kolem 30° je uz hluboko pod chybou
méfeni a vyska Slunce se kolem poledne méni velice pomalu, takze na téch par minutéach také
neseslo.

Poznamky k doslym fesenim

Zavérem jesté par slov k doslym resenim. Co se teoretické Casti tyce, jen malo z vas se
zamyslelo nad tim, jak to s pohybem Slunce po obloze vlastné je. Svétlou vyjimkou byla
napft. Zuzana Docekalovd. Tereza Jerabkovd a Veronika Pastykovd se pokusily navrhnout jed-
nodussi metodu na vypocet délky dne. To lze ucinit, pokud budeme pokladat deklinaci Slunce
v pribéhu dne za konstantni a zastavime Zemi na jeji draze v jednom bodé. Odchylka oproti
pfesnému vypoctu by byla pfi spravném provedeni docela mala. Celkem zdarila feSeni dosla
také od Karla Koldre ¢i Petra Vanyu.

Mnoho fesitelta spoléhalo na udavané casy vychodu ¢i zapadu Slunce z pfedpovédi pocasi.
Casto vSak bez toho, aby si uvédomili, jak tento ¢as opravit na geografickou polohu svého sta-
novi$té. Vzhledem k tomu, Ze tyto ¢asy jsou v CR nejéastéji udavané pro polohu Prahy, mohou
se mistni éasy liit az o témét 20 minut (na stejné zemépisné sifce vyjde Slunce o 4 minuty diiv
na kazdy stuperi délky smérem na vychod). Uz jednoduché pouziti vzorce (17) pro vypocet
maximalni thlové vysky Slunce bylo hodnoceno 2 body. Naopak neuvedeni zédkladnich udaju,
jako jsou poloha pozorovaciho stanovisté, ¢i dokonce ani datum pozorovani, se odrazilo na
bodovém poctu negativné.

V praktické casti této ulohy fesitelé také projevili az prekvapivé malo fantazie. Témér
vyluéné pouzivané metody na méreni vysky Slunce byly méfeni délky stinu anebo ukazovatko
pridélané na thloméru. I pfi nejlepsi viili neni presnost vSech popsanych pokusu lepsi nez asi
jeden az dva stupné'®. To je ovSem na vétsinu praktickych aplikaci zalostné malo.

Asi nejjednodussi mozné métreni by bylo méfeni ¢astmi ruky. Kdyz ¢lovék natédhne ruku
pfed sebe a roztahne prsty, tak vzdalenost od konce palce po konec malicku je 20-23°. Sitka
seviené pésti je asi 10° a §itka palce priblizné 2°. ZméFit thlovou vzdalenost Slunce od obzoru
touto metodou by mozna bylo v nékterych ptipadech presnéjsi (nez doslé vysledky).

Peter Greskovic
grepe@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.S ... bloudéni ndmornika, pi-obvod a epidemie v Praze (7 bodi; primér
4,43; Tesilo 7 studenti)

a) Integrujte metodou Monte Carlo funkci e~ na intervalu [—100, 100]. Zkuste také nume-
ricky urcit hodnotu tohoto integralu od —oo do +oo.
Ndvod: Funkce je symetrickd vii¢i pocatku, ¢ili ji stadl integrovat na intervalu [0, +00).
Provedte substituci x = 1/t — 1, ¢imZ zménite meze integralu od 0 do 1.

b) Opily namoinik vstoupil na molo dlouhé 50 krokii a Siroké 20 kroku. Jde smérem k pevniné.
Pri kazdém kroku dopfedu vSak zavravora zaroven o krok nalevo nebo napravo. Zjistéte,

10) S tim také souvisi jedna casto opakovana nepresnost — kdyz je chyba 2°, neudavame vysledek na
tfi desetinna mistal
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s jakou pravdépodobnosti namornik dojde az na bieh a s jakou pravdépodobnosti spadne
do more a utopi se.

Namornik mél stésti a neutopil se. Druhou noc se vsak opét vydava opily z lodi na
pevninu. Tentokrét vsak vane stély vitr o rychlosti 3 m-s~1, ktery zptsobi to, Ze na jednu
stranu udéla krok s pravdépodobnosti 0,8 a na druhou stranu s pravdépodobnosti 0,2.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti namoinik dojde az na breh a s jakou pravdépodobnosti
spadne do more a utopi se.

Tteti noc se namornik opét vydava opily na pevninu. Tentokrat vSak vane promén-
livy vitr. Vane podle normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou 0 m-s~! a disperzi 2m-s~*.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti tentokrat namornik dojde az na breh a s jakou pravdé-
podobnosti spadne do more a utopi se. Miizete uvazovat, ze namornik jde pomalu a setrvac-
nost vétru Ize zanedbat. Komu by to vadilo, necht vymysli, jak by vitr v po sobé jdoucich
krocich koreloval.

¢) Mame k dispozici 50 rezistorta o odporech 50 §2 a chceme z nich sestavit obvod, jehoz celkovy
odpor v ohmech bude co nejblize ¢islu w. Pokuste se metodou simulovaného zihani najit
obvod, ktery by tomuto pozadavku vyhovoval co nejlépe.

Pro urcovani celkového odporu obvodu si muzete prizpusobit program, ktery najdete
na nasich webovych strankéch.

Pokud se na tento tikol necitite, muzete zkusit zahrnout do problému obchodniho ces-
tujiciho zakriveni zemského povrchu a pokusit se jej vyresit pro néjakou konkrétni mnozinu
mést na Zemi (naptiklad vsechna hlavni mésta v Evropé, USA atd.).

d) Zkoumejte vyvoj epidemie v Praze, uvazujte 1 milion obyvatel. Intenzita nakazy 3 je
0,4/1 000 000 za den, uzdraveni vy je (étyii dny)™'. Na pocatku je nakazeno 100 lidi. Po-
rovnejte prubéh epidemie pri ockovani pfedem dvaceti procent lidi s pribéhem epidemie
pii ockovani az béhem epidemie s rychlosti piul procenta denné. A také s pribéhem bez
ockovani. Konec epidemie vyhlasime, bude-li méné jak 20 lidi nemocnych.

Je spousta udaju, které mizete z pocitacové simulace ziskat. Krom stiedovaného pri-
béhu epidemie uvedte pro zajimavost téz graf, kde ukdzete prvnich pét nahodnych simulaci.
Dale muzete sledovat fluktuace. Muzete téz vysledky porovnat s deterministickym modelem,
dat dokazete hezky zpracovat.

Zadali autori seridlu, Lukds Stritesky a Marek Pechal.

Integral e

Ukolem je numericky zintegrovat funkci e na intervalu [—100,100]. Jelikoz z2 je symet-
rickd funkce vici pocatku, plati

100 100
—z? —2?
/ e dz = 2/ e dz.
—100 0

Cili sta¢i funkci integrovat na intervalu [0, 100].

Rozmysleme se nyni, na kolik desetinnych mist budeme chtit integral vypocitat. Dejme
tomu, Ze se zblaznime a chceme jej na deset. Podivejme se proto jen pro zajimavost, co vyplivne
pocitac, zeptame-li se
WriteLn(exp(-100 * 100));

Odpovéd zni 1,1354838653147362 - 104343,
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Pro nase numerické pocitani tedy mizeme posledni ¢leny zanedbat. Mohli bychom zanedbat
jesté i né&jaké jiné? Rozhodné jiz nepotfebujeme Eleny, které jsou mensi nez 10712, Zeptejme
se proto jinak
For I := 0 to 100 do
If exp(-I * I) < 1E-12 then Break;

WriteLn(I);
Vysledek je 6.

Opravdu, jiz e 8 = 2,3195228302435694 - 10~ !¢, Proto nam sta&i integrovat pouze na
intervalu [0,6], abychom mohli po¢itat na né&jakjch tiinact ¢trnact desetinnych mist. Dokonce
jiz e " je cislo, které ma napied deset nul, nez zacnou néjaké jiné cislice.

Jelikoz jste s touto lohou neméli v principu problémy, vypocteme nyni integral asi nejjed-
nodussi metodou na pocitani urcitého integralu, jakd nas napadne. Urcity integral funkce na
intervalu neni nic jiného, nez stfedni hodnota funkce krat délka (obecné mira) intervalu. Takze
staci vypocitat stfedni hodnotu e na [0, 6], vynasobit dvanicti a médme vysledek pfiblizné
/7. Diikaz najdete v textu o statistické fyzice na nasich webovych strankach.

Chceme-li pocitat stfedni hodnotu funkce na intervalu metodou Monte-Carlo, muzeme
ndhodné generovat = € [0, 6], nascitdvat funkéni hodnoty a nakonec sumu vydélit podtem
vygenerovanych cisel.

For I := 1 to Repetitions do Begin
RandNum := Random * 6;

A := A + exp(-RandNum * RandNum) ;
End;

A := A x 12 / Repetitions;

Chceme-li integrovat funkci e jesté i mimo interval [—100, 100], tak je jasné, Ze uz téméf nic
nenas¢itame. Ovsem pozor, u jinych funkeci to platit nemusi! Dejme tomu, Ze chceme integrovat
funkci 1/ na intervalu [1, 00] a Ze jsme ji jiz zintegrovali na intervalu [1, 10'°]. Vime, ze funkéni
hodnoty se pro velké z blizi nule, a tedy usoudime, Ze pfispévek k integralu na intervalu
[10'°, 00] je zanedbatelny. To je vSak chyba. Onen piispévek nejen, Ze neni zanedbatelny, ale

je dokonce nekonecny, protoze
1
—dr=00, a€eR.
o T

Proto si musime pfi takovych zanedbémic}% byt jisti, ze funkce ubyva dostatec¢né rychle. Jak to
muzeme ukazat pro ndmi zkoumanou e~ 7 Jednak

takze

* 2 > 100
/ e ¥ dz < / e “dr=e ",
100 100

¢imz ziskdme néjaky horni odhad, ktery zarudi, Ze ndm funkce neutece jako ta zld 1/z.
Velice krasny zptusob, jak funkci e numericky zintegrovat od nuly do nekoneéna je sub-
stituci, kterd nekonecny integral prevede na konecny. V navodu k tloze jsme nabidli substituci

22
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Je-li t =0, potom = = o0, a je-li t = 1, potom x = 0. Navic

de 1
dt 2’

Dosadime-li tuto substituci, dostaneme

oo 0 1 —(1/t—1)?
o2 2 1
/ e’ dac:/ A A — dtz/ ¢ - dt,
0 1 2 0 2

kde nesmime zapomenout, Ze pfi prohazovani mezi integralu se méni znaménko.

Timto jsme ziskali hezkou funkci na krasném (dokonce kompaktnim) intervalu [0, 1], kterou
mizeme vystavit jakékoli numerické integracni metodé. Kdyz to zkusime, mizeme se zarazit
v jednom misté — blizi-li se t — 0, vyraz 1/t* potom diverguje (jeho hodnota se blizi k neko-
neénu). Co s tim? Podivejme se, jak nové funkce pod integralem vlastné pro ¢ jdouci k nule
vypada. Vyraz 1/ t? sice diverguje, je viak argumentem exponencialy, a cely integrand se tedy
blizi k nule.

Opét se tedy zeptejme pocitace
For I := 0 to 100 do Begin
A :=1-1I/100;

If exp(-(1 / A - 1) » (1 / A-1)) / (A *A) < 1E-12 then Break;
End;

WriteLn(I);

ktery odpovida 85.

Opravdu, hodnota funkce v t = 0,15 je 5,036619221322436 - 10~ 3. Zanedbame-li piispévek
na intervalu [0, 0,15], dopustime se chyby rozhodné mensi nez ¢trnactého fadu. Mizeme jisat,
prevedli jsme nekonec¢ny integral na konecny a ukéazali jsme, Ze s obrovskou pfesnosti je

o ) 1 e(l/t71)2
/ e ¥ dz= 2/ | dt.
t2
—0 0,15

Uloha o opilém namofnikovi se vam jisté libila. Poéitadova simulace bloudéni je velice
pfimocaré a jasna. Jediné, co mize byt obtizné, je zkonstruovat na pocitaci Gaussovo rozdéleni.
JelikoZ generovani nahodnych ¢isel je véc, kterd se hodné hodi, nebudeme to ukazovat zde, ale
pojedname o tom ve FYKOSim Uvodu do programovéani, jenz najdete na webu. Chceme se vam
také omluvit, ze vinou mé casové zaneprazdnénosti neuvadime kompletni reseni této tilohy.

Lukas Stritesky
lukas@fykos.mff.cuni.cz

Bloudéni namornika

Pi-obvod

Pfi feseni této tlohy jsme pouzili pfedpfipravenou knihovnu s funkcemi pro vypocet odporu
rezistorové sité, kterou jsme pro vaSe pohodli poskytli ke stazeni na webu (¢imZ jsme mozna
trochu znevyhodnili ty, kdo nepracuji s Pascalem).

Vysledny program zihani_odporu.pas si muZete samoziejmé stahnout také. Cely vypocet
za¢ind ndhodnym rozmisténim vSech padesati odpord mezi jisty dany pocet uzld. Vsimnéte
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si, ze se vibec nestarame o detaily, jako je napiiklad to, zda nékteré odpory nejsou zapojeny
,ha volno“ (tj. s jednim nebo dokonce obéma konci nepfipojenymi k jinému odporu) nebo
jestli néktery odpor nemé oba vyvody zapojeny do stejného uzlu. Takové odpory totiz lze
z obvodu s klidem vynechat, coz ndm zadani nezakazuje. Mame-li k dispozici padesat odpori,
neznamend to, ze bychom je nutné museli pouzit vSechny. Musime se vSak postarat o to, aby
pouzity obvod mél koneény odpor (tj. aby propojoval oba body, mezi nimiz méfime odpor).

R = 3.14159292035398E:+0000 R = 3.14159267356773E+0000 R = 3.141502654935682E+0000
AR = 2.66764188394273E-0007 dR = 1.99779378480796E-0008 dR = 1.34603160800543E-0009

A\
7 N

Obr. 12. Priklad t¥i obvodi ziskanych simulovanym zihanim

Daéle uz pokracujeme se samotnym zihanim, které prova- A = 514156612636349E20000

dR = -4.52662630058315E-0006

dime v 500000 krocich (vyhody simulovaného zihéni se plné
projevi, pokud algoritmu dame dostatek casu na ustaveni rov-
novahy). Jako ,energii“ systému pouzijeme absolutni hodnotu
odchylky odporu v ohmech od w. Tepelné fluktuace realizujeme
jednoduse vybranim nahodného odporu ze sady a jeho pfepo-
jenim mezi ndhodné vybrané uzly. Zde se opét nestarame o to,
jestli takto pfislusny odpor ndhodou zcela neodpojime od ob-
vodu ¢i nezapojime obéma vyvody do téhoz uzlu.

Klicovym bodem celého algoritmu je vybér vhodného pri-
béhu snizovani teploty. Ten jsme zvolili linearni, coz je jisty
kompromis mezi rychlost{ a robustnosti algoritmu (ten podle
jistych teoretickych studii dosahuje optimalni efektivity pfi lo- Obr. 13. Obvod ziskany
garitmickém snizovani teploty, které by vSak pro nase tcely bylo

. ] pouhym snizovanim
prilis pomalé). odchylky od =

Rychlost snizovani teploty a jeji pocate¢ni hodnotu jsme
volili zkusmo metodou pokusu a omylu.

Neékolik nalezenych obvodt pro rizné hodnoty maximalniho poc¢tu uzld jsme znazornili na
obrazku 12 spolu s hodnotami jejich celkovych odporia R. Obdélniky uspoifddané do kruhu zde
predstavuji jednotlivé uzly, kazda ¢ara pak jeden rezistor. Uzly oznacené A a B jsou ty, mezi
nimiz méfime odpor.

Obvod znazornény na obrazku zcela vpravo je zaroven nejlepsi, ktery se nam podarilo béhem
asi deseti pokusti nalézt. Ciselna hodnota jeho odporu se od w li§i az na devatém desetinném
misté.

Pro srovnani uvadime jesté jeden ,typicky“ obvod (viz obrazek 13) nalezeny metodou
pouhého snizovani ,energie“. Vidime, Ze odchylka ¢iselné hodnoty odporu od « je o tfi fady
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vy$si nez v pripadé nejlepsiho obvodu nalezeného pomoci zihani. Ziskali jsme tedy pomérné
zajimavou ukazku tucinnosti simulovaného zihani ve srovnani s ,primitivnéjsimi“ algoritmy.
Nejlepsi nalezeny obvod jsme pro vas znazornili i ve formé klasického schématu na ob-
razku 14. Cisla uvnitf jednotlivych symbold rezistori oznacuji pocet paralelné zapojenych
odport, které dany symbol reprezentuje (muzete si vSimnout, ze celkové je pouzito pouze
49 rezistor).
Ptesna hodnota odporu tohoto obvodu je

24615500

= 7835357 Q) = 3,1415926549 ... Q.

Jeho absolutni odchylka od © je AR =1,3-107° Q a relativni pak R = 4,3-1071°.

Na zavér jesté poznamenejme, Ze tato tloha je spise akademického razu. Kdyz nékdy po-
tfebujeme rezistor o odporu co nejbliz§im néjaké dané hodnoté, realizujeme jej spiSe pomoci
odporové dekady ¢i kombinaci odport z pomérné bohaté sady volné prodejnych soucastek.

J |

Obr. 14. Schéma nejlepsiho nalezeného obvodu

Navic shoda vysledného odporu se zadanou hodnotou s pfesnosti na miliardtiny je na-
prosto bezvyznamné, pokud nedokazeme se stejnou presnosti zajistit i odpory vsech pouzitych
rezistoru, coz je v praxi takika nemozné.

Epidemie v Praze

Pocitacovou simulaci epidemie v Praze naprogramoval Martin Forméanek a zdrojové kédy
naleznete na webové strance serialu.
Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 5: Numerické integrovani

Tento dil naseho seridlu vénujeme praktickému vyuziti numerické integrace, feseni rovnic
a ODR ve dvou problémech z oblasti statistické fyziky, termodynamiky a astrofyziky.

Popis prislusnych numerickych metod, které se ndm nevesly sem ani nebyly popsany v né-
kterém z predchozich dilt seridlu (napf. feSeni rovnic), mizete najit v nasem studijnim textu
Uvod do programovdni na internetu.

Integracni triky

Uvodem si povézme, jakym zptsobem miizeme numericky poditat integraly, jejichz néktera
z mezi je nevlastni (tj. £o0o). Evidentné nelze uzit zddnou z ekvidistantnich formuli (obdélni-
kové, lichobé&znikova ¢i Simpsonova metoda).

Velmi jednoduchym fesenim tohoto problému je pievést integral vhodnou substituci na
integraci v konecnych mezich. Naptiklad integral

/:)O f(z) dz

miuzeme substituci x = tg ¢ prevést na

/*“/2 fltge) 4

2
—nj2 COS?

Podminkou pouzitelnosti tohoto vztahu je, aby funkce f(z) pro z — oo klesala alespon tak
rychle jako 1/2%. Pro prvni tlohu této série by se vam mohla hodit substituce t = 1/v/1 + 2,
ktera prevede integral typu

oo
/ F(V1+422) de
0
na jednoduseji numericky feSitelny integral

oY

o 12V/1-12

Dalsim uziteCnym néastrojem pro numerickou integraci je takzvana Rombergova metoda,
kterd umoziuje ziskat pouzitim jednoduchych integrac¢nich schémat (napf. lichobéznikové me-
tody) mnohem vy$si presnost nez by mohla poskytnout prislusnd metoda samotnd. Princip
tohoto diimyslného algoritmu spociva v pouziti jednodussi metody pro nékolik riznych hod-
not integracniho kroku h; a nasledné extrapolaci ziskanych vysledka I; do h = 0.

Obzvlasté vhodnym a zaroven jednoduchym zptsobem, jak toto provést, je nalezeni poly-
nomu P(z), ktery pro jednotlivé hodnoty kroku h; nabyva vypocitanych hodnot integralu I;.
P¥i pouziti lichob&Znikové metody pfitom tento polynom mize byt funkei h% misto h. Pozadu-
jeme tedy P(h?) = I;. Jak takovy polynom najit? Staéi si vimnout, ze polynom

det.

(@— D)@ —h3) - (w— W)@ —hisn) ... (2 — %)
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je nulovy ve viech bodech h? kromé hZ. Proto polynom

(@—h)@—h3) (@ —hi )@ —hi) .. (2 —h3)

Iy
(R2 —2) (A2 = 13) .- (h2 — h2_)(WE — h2,,) . (2 — %))

nabyva hodnoty Ir v hi a je nulovy v ostatnich hZ. Polynom, kterj hleddme, je tedy dan
souctem vyse uvedenych dil¢ich polynomi pro vSechna k

R (@=h)@=h3) ... (@=hi_)(@—hin) ...  (z—h})
P( )—;“(hi—hmi—h%)-...-<hi—hi,1><hi—th)u.»(hz—h%V)‘

Extrapolovand hodnota integralu pro h = 0 je pak rovna P(0). Algoritmus realizujici Rom-
bergovu integraci je pro vasi inspiraci k dispozici v demonstra¢nim programu romberg.pas.

Statistika nuda je?

Abychom se mohli pustit do tloh, musime si nejdfive projit nezbytnym teoretickym tivodem
do statistické fyziky'!.

V ramci statistické fyziky lze odvodit takzvané (Gibbsovo) kanonické rozdéleni, podle né-
hoz je pravdépodobnost nalezeni systému, udrzovaného na konstantni teploté T' kontaktem
s tepelnym rezervoarem, v mikrostavu o energii F Gmérns vyrazu'?

E
exp (7]{;7,1—') .

Maéme-li tedy systém mnoha neinteragujicich castic, z nichz kazdé se mtze nachézet v nékte-
rém ze stavi s energiemi F1, Fo, ..., bude stfedni pocet ¢astic v kazdém z téchto stavi imérny
exp(—BE;), kde § je zkracené oznaceni pro 1/kT. Tento zavér je tfeba ponékud poopravit, po-
kud jsou uvazované éastice principidlné nerozligitelné (coz je naptiklad piipad elementdrnich
¢astic). Pak je podet ¢astic v mikrostavu s energii E roven

1

NE) = @ - =1

kde p je tzv. Fermiho energie (nebo téz chemicky potencidl) a znaménko ve jmenovateli z4visi
na tom, zda jsou uvazované Castice bosony (Eastice s celoéiselnym spinem) nebo fermiony
(¢astice s polociselnym spinem). V prvnim pfipadé je tieba volit znaménko —, ve druhém —+.

Celkovy pocet ¢astic pak je
1

N=2 o AT

Tento vyraz lze dale upravit v ptfipadé, ze rozdily mezi energiemi kvantovanych energetickych
hladin jsou mnohem mensi nez k7', a tedy diskrétni systém energetickych stavi lze povazovat za

11) Ve skuteénosti je toto oznaceni dosti nadsazené — zajemcim o bliz§i porozuméni doporucujeme
nas text o statistické fyzice, ktery najdete na webu FYKOSu, seridl FYKOSu z roku 2005/6 ¢i knihu
J. Kvasnica: Statistickd fyzika.

12) Nepfipomind vam simulované zihani?
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kontinuum (s hustotou 1/h* stavil na jednotkovy objem fazového prostoru, kde h je Planckova
konstanta). Sumu pak lze nahradit integralem

s 1 3 .3
N:ﬁ//expww(x,p)—u))ild““”

kde s znaci pocet moznych kvantovych stavl prislusnych jedné hodnoté energie ¢astice (napt.
pro castici se spinem % je s = 2, nebot existuji dvé mozné projekce spinu). Pfedpokladame-li
déle, ze energie Castice nezavisi na poloze, ale jen na velikosti hybnosti, pfejde integrace pres
prostorovou soufadnici jednoduse na nasobeni celkovym objemem V', ve kterém jsou céstice

uzavieny, a element d®p mizeme diky sférické symetrii zapsat jako 4np® dp. Dostaneme tak

N _ 4ms oo P>

Voo )y  exp(B(E(p) —p) 1

dp.

Pokud budeme ¢astice povazovat za volné, mizeme pouzit obecné platny specidlné relativis-
ticky vatah E(p) = /E? + p2c?, kde Eo je klidova energie ¢astice a c¢ rychlost svétla, ¢imz
ziskdme vztah

N _tng [ . N
Vi ko exp(B(VEF+PPE —p)E1

Podobné jako jsme pravé odvodili vztah pro celkovy pocet ¢astic, miZzeme vynasobenim poctu
¢astic v kazdém stavu jeho energii a analogickymi ipravami dostat nasledujici vztah pro vnitini

energii
U _ 4ms /+°° p*\/E2 + p2c? dp
o exp(B(VEZ+p2c—p)+£1

VR
Tyto vztahy platné pro tzv. fermionovy, resp. bosonovy plyn ndm nyni pomohou numericky
fesit néasledujici lohu.

Horka dutina

Méjme prazdnou uzavienou dutinu o teploté T'. Ta bude v termodynamické rovnovaze
obsahovat elektromagnetické zafeni o objemové hustotd energie 40T*/c, kde o je Stefa-
nova-Boltzmannova konstanta. Pfedstavme si nyni, ze dutina je opravdu hodné horka, takze
v ni mize dochazet ke kreaci part elektron-pozitron. V rovnovaze se vyrovna rychlost, s jakou
pary vznikaji, a rychlost, s jakou anihiluji. Zajimalo by nas, jakd bude rovnovazna koncentrace
elektronti a pozitront pfi néjaké dané teploté. Mohlo by se zdat, ze pro rozfeseni tohoto pro-
blému neméame dostatek blizsich informaci o procesu kreace a anihilace. Zde se vSak ukazuje
obrovska obecnost termodynamiky a jejich principt.

Ty nam ¥ikaji, ze p¥i libovolné (nejen) chemické reakei je v rovnovaze soudet chemickych
potenciali u jednotlivych zacastnénych slozek vazenych prislusnymi stechiometrickymi koefici-
enty (s patfiénym znaménkem podle toho, zda jde o reaktant ¢ produkt) nulovy. Tedy v nasem
pripadé

et +e — 2.

Vzhledem k charakteristické vlastnosti fotoni, kterou je nulovost jejich chemického potencialu
(za kazdych podminek), pak dostdvame podminku rovnovahy

pt +p—=0.
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Oznacime-li si pocet elektrond, resp. pozitroni na jednotkovy objem jako n_, resp. n4,
pak ziskdme pouzitim vyse odvozeného vztahu pro fermionovy plyn (v némz polozime s = 2
a dosadime vzajemné opa¢né hodnoty p)

=45 [ v ap,
B )y exp(B(yEE P — ) £ 1

87 +oo p2

new =55 [ - ap.
o exp(B(VEg+pc+p))£1

Tyto integraly nelze pocitat analyticky, ale numerické metody nadm ochotné pfispéchaji na

pomoc.

Hodnotu p muzeme uréit, je-li ddn napi. celkovy naboj @) vSech ¢astic v dutiné. Ten je
evidentné roven Q = e(n () — n—(u)). Tak dostavadme rovnici pro u, kterou numericky vyre-
§ime, a dopoc¢itame koncentrace elektroni a pozitront. Zvlast mizeme resit jednodussi pripad
Q =0, kdy je zfejmé u = py = p— = 0.

Bily trpaslik
V dalsi dloze zlistaneme u fermionového (konkrétné elektronového) plynu, tentokrat v pri-

blizeni nizkych teplot, kdy je elektronovy plyn takzvané degenerovany. Zavislost jeho tlaku na
objemové koncentraci ¢astic je dana stavovou rovnici

P= %Eono [%V1/3\/l/2/3+ 1 (21/2/3 —3) —|—ln( v2/3 +1+1/1/3)] ,

kde v je bezrozmérna koncentrace ¢astic definovand jako v = n/ng, pfi¢emz

(2
3 \he/) ~

Se znalosti této zavislosti mizeme vytvorit jednoduchy model bilého trpaslika — pozdniho
stadia vyvoje méné hmotnych hvézd (mimochodem i naseho Slunce). V rovnovaze musi tlak
uvnitt hvézdy splinovat hydrostatickou rovnici VP = pK, kde g je hustota plynu a K intenzita
gravitaéniho pole. V piipadé sféricky symetrické hvézdy je velikost K rovna GM(r)/r?, kde
M(r) je hmotnost hvézdné hmoty uvnitt koule o poloméru r. Funkce M (r) je s hustotou o(r)
svazana vztahem M’ (r) = 4wo(r)r? (tento vztah lze odvodit jednoduchou tivahou o hmotnosti
kulové slupky o poloméru r a tloustce dr). Hvézda je tedy popsdna soustavou nasledujicich
diferencialnich rovnic

ar B (18)

dM(r

dr
pro neznamé funkce o(r), P(r) a M(r). Pfitom jsou o(r) a P(r) svazany pravé vyse uvedenou
stavovou rovnici P = f(n). Pokud na jeden elektron ptipad4 hmotnost'* m, pak plati o(r) =
= mn(r), tedy P(r) = f(o(r)/m). Prvni diferencidlni rovnici tak jes$té mizeme pfepsat do

~

= 4’m“2g(7") (19)

13) Muzete si vdimnout zajimavé véci — tlak degenerovaného elektronového plynu nezavisi na teploté
(pfi nizkych teplotach).

14) Pozor! Nejde jednoduse o hmotnost elektronu. Pti uréitém rozlozeni elektront ve hvézdé se v da-
sledku pusobeni elektrickych sil stejnym zpisobem rozlozi i atomova jadra. Mtuzeme si tedy predstavit,
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tvaru

dr r2

Ly (20)) de0) __M)00)
m m
Pfitom vézme, %e derivace f’(n) pomérné désivého vyrazu pro tlak degenerovaného elektrono-

vého plynu se po vSech upravach zjednodusi na docela sympaticky tvar

, L2/3
fm) =B i
ktery dosadime do nasi diferencidlni rovnice (kde v = n/ng = o(r)/mno).

Zbyvaji tedy jen dvé neznamé funkce M (r) a o(r), pro néz mame dvé ODR. Ptitom zfejmé
musi byt M(0) = 0 a 0(0) si mizeme libovolné zvolit. Nic ndm proto nebrani zacit resit
numericky (po pfipadném vhodném zavedeni bezrozmérnych veli¢in).

Na zavér snad jesté uspokojime zvédavost nékterych z vas, které napadla otazka, jak mu-
zeme model elektronového plynu pro nizké teploty aplikovat na hvézdu. Nizké teploty, pro které
plati model degenerovaného plynu, jsou nizké vzhledem k p, tj. k7" < p. Tato nerovnost je vSak
pro elektrony a jejich typickou hustotu uvniti bilého trpaslika dobfe splnéna i pfi teplotach,
které bychom normaéalné za nizké rozhodné nepovazovali.

Uloha V.S ... posloupnosti, horka dutina a bily trpaslik

a) Odvodte Taylortv rozvoj exponencidly a pro x = 1 graficky zndzornéte posloupnost ¢és-
teénych souctt fady Y .-, 1/k! spolu s posloupnosti {(1 —1/n)" }nen.

Stejnym zplisobem porovnejte posloupnost {(1 — 1/n)" },en a posloupnost ¢asteénych
souctt fady S°p°, 2" /k!, ¢ili posloupnost {> _, #¥/k!}nen, tentokrate viak pro z = —1.

b) Druhy tkol bude uréit zavislost koncentrace elektront a pozitront na teploté pfi celkovém
ndboji @ = 0 v prazdné uzaviené horké dutiné. (Bude-li se vam chtit, i pfi jingch vami
zvolenych hodnotach Q). Dale uréete zavislost poméru vnitini energie U. elektront a pozi-
tront ku celkové vnitini energii systému U (tj. sou¢tu energie elektromagnetického zafeni
a Céstic) na teploté a uréit hodnoty teploty odpovidajici nékterym vyznaénym hodnotdm
tohoto poméru (napf. 3/4, 1/2, 1/4,...; muze tento pomér nabyvat vsech téchto hodnot?).

Pokuste se své vysledky pékné graficky zpracovat ve formé grafi (muizete zkusit i troj-
rozmérné).

Pii vasem snazeni vam mutze hodné pomoci, pokud si zavedete vhodné bezrozmérné
jednotky (napt. SFEo misto 3 apod.).

c) Reste soustavu diferencialnich rovnic (18), (19) pro M(r) a o(r) v modelu bilého trpaslika
pro nékolik vhodné zvolenych hodnot o(0) a pro kazdou z nich sledujte hodnotu, ke které
se blizi M (r) pfir — oo. Ta je zfejmé rovna hmotnosti celé hvézdy. Pokuste se prozkoumat
zévislost této celkové hmotnosti na ¢(0) a odhadnout jeji horni mez. Srovnejte vas vysledek
s horni mezi hmotnosti bilého trpaslika, kterou najdete v literature nebo na internetu.
Uvazujte, ze je hvézda tvorena héliem.

ze kazdy elektron v prumeéru doprovazi ¢ast atomového jadra. Je-li tedy naptiklad hvézda tvorena
héliem, je m rovno poloviné hmotnosti atomu hélia. I kdyz musime do nasich Gvah zahrnout hmot-
nost jader, jejich ptisp&vek k celkovému tlaku muZeme zanedbat, nebot naptiklad héliové jadra tvori
bosonovy plyn, jehoz tlak pfi nizkych teplotach (na rozdil od tlaku plynu fermionového) klesa k nule.
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Kategorie prvnich rocnikd

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 3444 3 87 33 100 99

1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - - 0 45 27

2. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trencin 1 - 3 3 - - 7 63 20

3. Tomds Volf G P. de Coubertina, Tabor - - - - - 0 65 13

4.-5. Ondrej Maslikiewicz  SPS Hronov 100 - - - - 1 35 12

Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava - - - = - - - 0 44 12

6.—7. Tomas Bartonéek G O. Havlové, Ostrava - Poruba 10 --3 - - 4 2211

Barbora Drozdovd G Ludovita Sttra, Trenéin 011 -3 - 5 44 11

8. Barbora Veselkovd G Ludovita Stara, Tren¢in - - - - = - = 0 44 7

9. Michal Gallovié G Ludovita Sttra, Trendin 0o --- -1 - 1 17 5

10. Michal Pokorny G Décin - - - - - - = 0 67 4

11. Ondrej Palla SPS Hronov - - - - - - - o 17 3
Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 34443 87 33 100 99

1. Zuzana Docekalovd G Ostrava - Hrabuvka 1122 2 6 6 20 67 62

2. Petr Rysavy G J. Heyrovského Praha 34 -23 1 4 17 65 58

3.—4. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 31 -23 -4 13 64 53

Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 4 2 3 4 4 3 - 20 77 53

5. Jan Bogar G TLudovita Stara, Trendin 1 244 4 2 — 17 63 44

6. Tereza Jerabkovd SPS a SOU Letohrad 320 -3 4 - 12 69 38

7. Katerina Honzdkovd G Jana Keplera, Praha 42 -3 - - - 9 83 30

8. Veronika Pastykovd G J. Ortena, Kutna Hora 31112 2 - 10 37 27

9. Jana Bazovd G TLudovita Sttra, Trendin 01423 1 - 11 44 24

10.—11. Petra Knazekova G Ludovita Stara, Trenéin 1112 3 - — 8 50 19

Michal Miiller G Jevicko 130 -2 - — 6 59 19

12. Martin Chudjak SPS Martin 10-12 - - 4 35 17

13. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 2 - 3 - - 7 76 16

14. Lada Peksovd G Ch. Dopplera, Praha 10 - - - - 1 54 14

15. Frantisek Steinhauser G Dacice - - - - - - 0 50 10

16. Lukds Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov - - - - - - 0o 8 9

17. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava 00 - - - — — 0o 21 7

18.-19. Michal Spanko G Havlicktv Brod - - = - - - - 0 38 5

Anna Vacitovad VOS a SPS G Evropskd Praha - — - - — — — 0 25 5

20. Irena Pavlickovd G a SOS Frydek-Mistek - = - - - - 0 100 3

21.—23. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin - - - = - - - 0 67 2

Veronika Drgonovd G Hlohovec 1 --1- - - 2 29 2

Simona Lankovd G Havlickuv Brod - - - = - - - o 17 2

24. Martina Bartoriovd G Hlohovec 1 - - - - - - 1 33 1

34



Fyzikalni korespondenéni seminai UK MFF

ro¢énik XXI

¢islo 5/7

Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 3444 3 8 7 33 100 99

1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 34022 -6 17 80 61

2. Hana Sustkovd G Trutnov 12113 21 11 55 54

3. Karel Kolar G Spitalska, Praha 1 -12 3 4 — 11 67 49

4. Peter Vanya G Jura Hronca 141 - -3 - 9 61 42

5. Michal Maizner G Zilina - Vléince 1 2 4 - - = 7 70 39

6.—7. Michal Koutny G Masarykovo nam., Ttebic¢ 2 - - - - - = 2 77 33

Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - -34 3 - — 10 89 33

8. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - - 0 84 31

9. Zuzana Chlebounova G M. Kopernika, Bilovec 2 - - -1 7 - 10 75 30

10. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin 1 - - - - - - 1 55 28

11. Alzbéta Kadlecova G Jana Keplera, Praha - -2 -4 3 - 9 60 27

12. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha - 40 -3 2 9 52 25

13. Jana Figulova G Ludovita Stara, Trencin 1 - 443 - — 12 79 23

14. Miroslav Klimos G M. Kopernika, Bilovec 21412 3 4 17 56 22

15. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 11 - -3 - 5 51 19

16. Martin Zahradnik G Ttebon - - - - - - - 0 65 15

17.—18. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - - = - - 0 52 12

Dana Suchomelovad G Ludovita Stara, Trenéin 1 --- - - - 1 67 12

19. Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha - - - - - - = 0 69 11

20. Vidclav Obrazek G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 67 10

21.—22. Eva Haskova G a SOS Upice - - - - - - - 0 29 8

Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem - - - - - - - 0 67 8

23.—24. Richard Polma G Mlada Boleslav - - - - - - - 0 50 6

Ondrej Ruzicka G a SOS Hotice - - - - - - - 0 38 6

25. Matej Dzuro G Hlohovec 00 -1 2 - - 3 21 3

26. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - 0 20 1
Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 3444 3 8 7 33 100 99

1. Jan Hermann G Cesky Krumlov 33443 -6 23 92 61

2. Airidas Korolkovas 45 4 - - — — 13 94 59

3. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 88 49

4. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary 3 - 43 - — — 10 85 44

5. Peter Onddc¢ G Humenné 1 -41 2 - — 8 57 28

6.—7. Juraj Hartman Jirdskovo G Néchod 2 -21 - - - 5 61 22

Prabhat Rao Pinnaka 13112 2 - 10 384 22

8. Marek Necada G Jihlava 4 44 - - - - 12 73 16

9. Hana Sirovd G F. Palackého, Val. Mezifici - — 4 4 4 - — 12 109 12

10.—11. Lukds Drapal G Ch. Dopplera, Praha - - - = - - 0 8 7

Dalimil Mazdc¢ G Jana Keplera, Praha - - - - - - - 0 140 7
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