Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI ¢éislo 4/7
Mili resitele!

I v novém kalendainim roce jsme pro vas pripravili autorska reseni uloh druhé série, ktera
pravé dostavate do rukou spoleéné se svymi opravenymi tlohami. Na konci brozurky se pak
miuZzete potésit pohledem na aktualizovanou vysledkovou listinu.

Na konec ledna (konkrétné 30. ledna) pro véas chystame jiz druhy roénik FYKOSiho fy-
ziklani a budeme velmi potéSeni, zucastnite-li se jej i vy se svymi spoluzaky ¢i spoluzackami.
Podrobnéjsi informace, pravidla soutéze a zpravodaj z lonského roc¢niku najdete na nasich
webovych strankach.

Pro pfiznivce tradi¢niho setkani pod nazvem Jeden den s fyzikou vSak mame Spatnou
zpravu. Letosni ro¢nik se z provoznch divodu odklada az na 29. zafi. Podrobnosti najdete
na strankach nasi fakulty www.mff.cuni.cz.

Abyste vSak neprfisli zkratka, v prubéhu jara opét probéhne putovni soustiedeni Tyden
s aplikovanou fyzikou, jehoz soucasti bude i letos Den s experimentdlni fyzikou, kam muzete
prijit i se svymi kamarady, sourozenci nebo dokonce se svym fyzikafem.

Vasi organizatori

Zadani |V. serie

Termin odeslani: 25. tinora 2008

Uloha IV .1 ... znaji véely geometrii?

Jestlize jste nékdy vidéli vceli plast, jisté vas upoutala pravidelnost,
s jakou je vybudovan. V podélném fezu tvori stény bunky pravidelny
Sestitthelnik a bunky jsou k sobé seskupeny tak, ze pokryvaji celou rovinu
plastu.

Pro¢ maji véeli bunky tvar pravé Sestitthelnikt, a ne napriklad obdél-
nikid nebo pétithelnika?

Uloha IV .2 ... zahfivani koule
V této tloze budeme studovat vliv teploty na moment setrvacnosti Obr. 1. Véelka

kovového télesa. Pro tento tcel nechame télesem prochéazet pevnou osu, M4ja a Vilik

kolem které se bude otacet. Jak se zméni moment setrvacnosti J télesa pii

zvySeni jeho teploty o AT, je-li koeficient teplotni roztaznosti kovu a. Pokud si nevite rady,

zkuste uvazovat kouli nebo véalec.

Uloha IV .3 ... sopka buréci

Nedavno v televizi probéhl dokument o vybuchu sopky Krakatoa v srpnu 1883. Pozoruhodné
je, ze rachot vybuchu docasné ohlusil lidi (néjakou dobu nic neslysSeli) ve vzdélenosti 50 km od
vulkdnu. Dokonce byl slyset jako vzdalené hfméni ve mésté Alice Springs v centralni Australii,
tj. asi 5000 km (slovy pét tisic) od sopky.

Jaka byla hodnota akustického tlaku v dB v misté vybuchu? Mizeme predpokladat, Ze plati
zékon ubytku intenzity se ¢tvercem vzdalenosti, ¢i jaky zakon ubytku intenzity bude platit pro
tento pripad?
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Uloha IV .4 ... zachraiite ledvinu

U00Z! zjistil, 7e mafie disponuje mobilnimi véleénymi lasery, které jsou vSechny Fizeny
z centraly v horském pohrani¢nim sidle Obernieredorf, vzdaleném od zbrani maximalné 50 km
(ve vétsi vzdélenosti je signal uz slaby a nespolehlivy). Z centraly sleduji déni v podsvéti
v Karlovych Varech, na které vSechny lasery mifi, aby udefily v pravy cas.

Pomozte nevinnym obyvatelim Karlovych Varti nalézt vhodny tvar, pfip. i umisténi spojité
zrcadlové plochy, kterd by pokud mozno vSechny laserové paprsky odrazila nejlépe na Fidici
centralu! Problém muzete fesit v rovinég, ale zejména ocenime prostorové feseni, pokud existuje.
Samoziejmé je pozadovan dikaz, aby Karlovarsti penize neinvestovali zbytec¢né.

Uloha IV .P ... projekt 5

Navrhnéte spravedlivou (¢i co nejvice spravedlivou) pétisténnou kostku. Presnéji mame na
mysli takové pétisténné téleso, které se pfi hodu na podlozce zastavi na kazdé své sténé se
stejnou pravdépodobnosti.

Uloha IV .E ... valivy odpor
Peclivé experimentalné provérte, zda valivy odpor valce zavisi na jeho poloméru ¢i ne.

Reseni Il. série

Uloha II.1 ... flusanec (4 body; primér 2,33; vesilo 39 studenti)

Predstavte si, ze jedete rychlikem. Divate se ven z otevieného okna a sledujete okolni
krajinu. O tfi okna dal po sméru jizdy néjaky zakerny lump vyplivne zvykacku. Kolik casu
mate, abyste stihli uhnout? Samoziejmé piedpoklddame, Ze zvykacka je dokonald koule a z okna
nebyla vyhozena, nybrz vlastné polozena do proudu vzduchu. Zazil Roman Fiala.

Zadani této tlohy se sice jevi pomérné jednoduché, ale k tplnému feSeni vede pomérné
dlouhé cesta plnd odhadt a zanedbani.

Prvni problém je proudéni okolo vagénu. Vzhledem k tomu, Ze vlak s sebou strhava okolni
vzduch, nebude rychlost vzduchu vici lidem ve vagéné presné rovna rychlosti vlaku, ale bude
mensi. Nicméné tento i dal$i jevy pfi FeSeni zanedbame a pii feSeni se omezime na popis pohybu
malé kulicky v proudu plynu znamych parametri. Budeme uvazovat turbulentni proudéni
a tudiz i Newtontuv vzorec pro vypocet velikosti odporové sily

F, = 3CSov* = 3CSoi?,

kde C je soudinitel odporu a S priifez kolmy k rychlosti v (&, te¢ka predstavuje prvni derivaci
podle ¢asu).

Pro jednodussi popis budeme uvazovat vztaznou soustavu spojenou s jedoucim vagdénem.
Oznacime-li vg rychlost vlaku, pak Newtonovy pohybové rovnice maji tvar

mi = £CSo(vo — &)/ (vo — &) + 92,
mjj = —g — 5CSolyl\/ (vo — )% + 32

1) Utvar pro odhalovani organizovaného zlo¢inu
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To jsou sice p€kné rovnice, ale s jejich feSenim uz je to tézsi. Uvazime-li, Ze oproti velkym
rychlostem ve vodorovném sméru se svisla rychlost méni jen minimalné (doba letu bude ur¢ité
v fadech sekund, spis desetin sekundy) a navic bude tak mald, Ze se odporova sila témér
neprojevi, mizeme soustavu rovnic prepsat do podoby
. 1 N2

mi = 5CSo(vo — 1),

my =9,
ktera je jiz snazsi pro feSeni. Zacneme prvni rovnici, druhou si ponechame jenom jako kontrolu
provedenych aproximaci az na konec.

Nejdiiv se substituci zbavime druhé derivace na levé strané a vysSetiime cCasovy pribéh
rychlosti (konstantu C'Sp/2m ozna¢ime jako K) a rovnici

v = K(vg —v)?

fesime metodou separace proménnych. Tedy musime vypocitat integraly

el
~1

=C+Kt.

vV — Vo
Konstantu C' ur¢ime z pocéateénich podminek (¢ = 0, v = 0). Vysledek

Kuvdt

v= 1 + Kugt

je kupodivu dalsi diferencidlni rovnice, kterou je tfeba vyftesit, protoZe v je jen derivace polohy
podle ¢asu (&). Postup je jasny — opét separace proménnych, tj.

Kuit
dx = _—
/I v 1 + Kvot

Vysledek uz je potom hledand zavislost polohy zvykacky na Case (integracni konstanta z pred-
choziho vztahu vyjde nulova, nebot z po¢ateéni podminky ¢ = 0 opét dostdvame z = 0)

1
x = vot — % In(1 + Kuot) .

Protoze pocitame v soustavé spojené s vlakem, staci dosadit za x vzdalenost tii oken d
a dofe$it rovnici vudi t. Ale to bohuzel analyticky nejde, a tak se musime uchylit k néjakému
thybnému manévru. Vzhledem k tomu, Ze leto$ni seridl se zabyva pocitacovou fyzikou, neni
pro nas problém pouzit k dofeSeni posledni rovnice aspon tabulkového procesoru. Budeme-li
uvazovat parametry C = 0,5, r = 0,5cm, o = 1,2kgm ™2, m = 1,4g, vo = 140km-h™! a d =
= 6m, vyjde t = 0,79s.

Nyni je na Case se pozastavit nad druhou rovnici — volnym padem zvykacky. Dosadime-li
vysledny ¢as t do znamého vztahu pro drdhu urazenou padajicim télesem, s = gt> /2, dospéjeme
k zévéru, ze zvykacka za tuto dobu urazi asi 3 metry svisle doli, tudiz nas viibec nezasihne.
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Presnéjsi vysledek bychom dostali, kdybychom vysli hned z prvni soustavy diferencidlnich
rovnic a simulovali rovnou ji; uvazuji totiz odporovou silu tak, jak ve skute¢nosti ptisobi — proti
sméru pohybu zZvykacky. Pti pouziti stejnych parametru jako v predchozim vypoctu pak obdr-
zime cas t lisici se pouze o desetiny procent. Pfesna hodnota poklesu v8ak pro nas neni tolik
zajimava, nebot by Zvykacka stéle klesala tak rychle, Ze zasah by byl vyloucen.

Dalsi mozna aproximace spociva v zanedbani zmény horizontalni rychlosti zvykacky, tzn.
flusanec se bude pohybovat rovnomérné zrychlené (vaéi vlaku). Vyhodou je, ze lze vysledek
vypocitat presné, ale bude mirné nadsazeny, nicméné pokud se bude od skutec¢ného lisit maxi-
malné o polovinu reakéni doby c¢lovéka, lze jej prohlasit za pouzitelny. Plati vztah

2d
Kv? -~

ﬁ
|

Dosadime-li opét stejné hodnoty, ndm ¢ = 0,69s, coz vyhovuje vyse uvedenym podminkam,
ale stejné jako v predchozich ptipadech zvykacka diiv spadne na zem.

Posilali jste i Feseni, kde jste misto Newtonova vzorce pouzili Stokestiv pro laminarni prou-
déni; toto feSeni je sice presnéjsi nez naposledy zminéné, ale jak spravné ukzala Tereza Steinhar-
tovd, jde opravdu o proudéni turbulentni.

Vase feSeni byla vétsinou shodnd s prvnim nebo tfetim zplisobem vypocétu (ale néktefi
nenapsali, pro¢ si mohou dovolit poéitat pouze s rovnomérné zrychlenym pohybem). Nejcas-
téjsi chybou bylo tplné opomenuti volného padu. Bohuzel se nasli i taci, ktefi tvrdili, ze po
vyplivnuti z vlaku se zvykacka okamzité vii¢i zemi zastavi. Nakonec pér z vas (jako tfeba Te-
reza Jefabkovd) zkouselo tlohu FeSit experimentalné a tim, Ze jim zvykacka spadla, potvrdili
teoreticky vysledek. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.2 ... zmoklé auticko (3 body; primeér 1,71; vesilo 24 studentd)

Navrhnéte sklon a tvar predniho skla automobilu tak, aby z néj kapky destové vody pri
rychlosti auta 80 km/h nestékaly doli, ale do stran. Ovéite, zda vas vysledek odpovidd sku-
tecnosti. Co dalsitho urcuje sklon c¢elniho skla?

Nad problémem se zamyslel Honza Prachat p7i jizdé autem béhem prutrze.

Nez se vrhneme na pocitani, podivejme se, jaké aproximace béhem F
nasich vypoctiu pouzijeme. Budeme se zabyvat pouze ,velkymi*“ kap- p
kami. Drobné kapicky ze skla vibec nestékaji. To je zptusobeno adhez-
nimi silami na rozhrani voda—sklo. Pro vétsi kapky na mokrém skle ne-
budeme tyto sily uvazovat.

Daéle pro urceni nékterych vztahi a tabelovanych konstant budeme
kapku povazovat za kouli. To je sice nemalé zjednoduseni, ale tvar vétsich
kapek se kouli vzdalené blizi.

Nejvétsi problém je stanoveni rychlosti vzduchu v tésném okoli pred-

niho skla. Proudéni tekutin podél tak slozitych tvard, jako jsou karoserie Obr. 2. Sily
aut, je velice slozity problém, ktery se nedé fesit analyticky. Méfeni uka- pusobici na
zuji, ze v blizkosti skla je velikost rychlosti vzduchu mensi nez velikost kapicku

rychlosti auta. Smér proudéni vzduchu samoziejmé kopiruje tvar skla.
Budeme predpokladat linearni zavislost rychlosti vzduchu na rychlosti auta (coz je ve shodé
s experimentem), tedy vy, = kv, kde vy, je velikost rychlosti vzduchu viéi kapce, v je rychlost
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auta a k je empiricky koeficient. Ten obecné zavisi i na sklonu pfedniho skla. Aby nase tloha
byla fesitelnd, povazujme ostatni vlivy za rozhodujici a berme k nezavislé na sklonu celniho
skla a.

Kdyz jsme si vyjasnili pouzité aproximace, podivejme se na problém samotny. Aby kapky
nestékaly po skle dolt, musi byt sila, ktera u stojiciho auta stékani zptisobuje (tedy gravitace),
vyrovnéana silou opa¢ného sméru, vznikajici pfi pohybu auta (odpor vzduchu)

F=F,. (1)
Slozka tihové sily, ktera pusobi rovnobézné se sklem, ma tvar
F =mgsina. (2)

Pro hmotnost kapky m plati m = p,V, kde g, je hustota vody a V je objem kapky.
Odporovou silu vypocteme pouzitim Newtonova vzorce pro odpor prostfedi (v nasem pii-
padé vzduchu)
Fo = $CSoy,v5, = 3CSov, (vk)? (3)

kde C je soucinitel odporu, S prifez vystaveny proudéni a gy, hustota vzduchu. Nyni dosadime
z (2) a (3) do rovnice (1) a upravime

CS oy, (vk)?
290V

sina =

Nyni vyuZijeme dfive ospravedlnéné vztahy pro kouli S = nr? a V = %’KT?’. Tim dostaneme

3Coys(vk)?

sina =
8g0ur

Pro hodnoty C = 0,48, v = 222m-s™ ', k = 0,5, 0y, = 1,2kgm™>, r = 4-10"* m (takovyto
polomér kapky si zvolilo i velké mnozstvi Fesitelir), ov = 1000 kgm™2 a g = 9,81 m-s2 dosta-
vame a = 36°. To by odpovidalo skute¢nému sklonu predniho skla u aut. Tento vysledek jsme
dostali, protoze jsme vzali k = 0,5. O tomto koeficientu ve skutecnosti nic nevime, takze jde
jen o ndhodu. Vzhledem k tomu, kolik zanedbani a pfibliznych vztaht jsme pouzili, nemtzeme
z4dné konkrétni vysledky povazovat za vérohodné.

Nakonec se podivejme na druhou ¢ast tlohy. Aby kapky stékaly do stran, musi byt pfedni
sklo vypouklé. Odporovi sila, vyvoland proudem vzduchu, bude ptsobit i do stran. Na thlu
« a tvaru (predevsim zaoblenosti hran) pfedniho skla z4visi téz soudinitel odporu celého auta.
Fyzikalni vlastnosti vSak nejsou jedinym hlediskem pfi navrzich karosérii. Vyznamnou (Gasto

s li hraii té7 desi o t bil ¢ch ki o ) .
urcu31c1) roll Nrajl tez designerlr automobnllovyc oncernu Daniel gzmsa

daniel@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II.3 ... vino tede proudem (4 body; primér 2,08; vesilo 38 studenti)

Vinafi a fidi¢i kamionu dobie znaji sikovné prelévani kapalin z tézkych nadob. Vinaf Ignac
chce stocit vino z jednoho demizonu do druhého. Nejprve polozi prazdny demizon na zem
a plny do vysky A. Potom demiZzony propoji hadickou a trochu z ni zespodu potahne. Vino
zac¢ne samovolné proudit do spodniho demizonu. Za jak dlouho bude vSechno vino stodeno?
Predpokladejte, Zze demizony jsou stejné valce poloméru R a vysky H.

Vymayslel vinar Jano Lalinsky.

Predvedeme feseni tlohy s pouzitim integralniho poctu, ale i bez néj. Pfidrzime se znaceni
ze zadani. Navic plosny prifez demizonu neboli plochu podstavy oznac¢me Sp, ploS$ny prufez
hadicky Su. Aktudlni vysku hladiny ve spodnim demiZonu nazvéme z; vyska hladiny oproti
dnu ve vrchnim demizonu pak je H — z.

Na pocatku prepousténi umistime spodni konec hadicky co nejnize az na dno spodniho
demizonu a dale budeme tento konec drzet ponotfeny pod urovni hladiny. Kazdodenni zkusenost
se stacenim vina nam fika, Ze rychlost precerpavani by méla zaviset na okamzitém rozdilu vysky
hladin v demiZonech, ktery je ddn h = A + H — 2x. Zaroven pokud budou oba konce hadicky
ponofené, nebude zaviset na tom, zda jsou u dna nebo té€sné u hladiny. Tyto postiehy vsak
vyplynou z Bernoulliho rovnice, kterou pouzijeme k popisu problému. Bernoulliho rovnice
v podstaté popisuje proudéni tekutiny v trubici, kterd méni sviij prufez a vysku nad zemi,
a svym zpusobem vyjadfuje zdkon zachovani energie pro kapalinu v tomto systému. I nase
sudy spolu s hadickou tvori takovou trubici kterd méni sviij prifez a vysku nad zemi. Rovnice
v uvedeném tvaru plati za predpokladu, Ze proudéni je ustalené, laminarni a kapalina neni
viskdzni, tedy energie se neztraci tfenim. Blize se o téchto predpokladech zminime na zavér.
Podle Bernoulliho rovnice pro libovolna dvé mista v trubici plati

200} + oghi +p1 = Lov3 + ogha + p2, (4)

kde o je hustota kapaliny. Po fadé v, h, p jsou rychlost kapaliny, vyska nad zemi a tlak
v prislusném misté trubice. Nas nyni zajima rychlost prutoku vina hadickou. Pfedpokladejme
na chvili, ze tsti hadicky ve spodnim sudu je té€sné u dna. Za prvni misto si zvolime bod piesné
na hladiné vrchniho sudu a druhé misto bude bod v hadic¢ce tésné pred tstim ve spodnim sudu,
tedy ve vysce nula. Vino se nestlacuje a objem protekly hadickou je tedy zfejmeé stejny jako
objem vytekly ze sudu, z ¢ehoZ plyne Spvi = Suvz a pro prehlednost

’Ulzk’Uz, k:% (5)
Dosazenim do (4) ziskdme
$0(kv2)® + 0g(A + H — ) + pa = 303 + pa + 09, (6)

kde p, je atmosféricky tlak, ktery je vSsak nad hladinou obou sudi v podstaté stejny, a odecte
se tedy. Mtizeme si zde povsimnout, Ze rovnost vyjde na chlup stejné, at uz jsou konce hadicky
u dna ¢i tésné u hladiny, a nesejde na tom, jak je vysoko nejvyssi bod hadicky. Rovnost podélime
hustotou p a vyjadfime rychlost vina v hadicce jako

29(A+ H -2z
vy = o) HATH —20) — ) (7)
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a rychlost vq, jakou se posouva hladina v demizonu, je

. 29(A+ H — 2z)k?
o= b= \/ HH B (8)

Zapis © znamend derivaci x podle ¢asu. Pokud méme velky demizon a tenkou hadicku, je
faktor k velmi blizky nule a vyraz 1 — k? velmi blizky jednicce a (7) potom p¥echazi ve znamy
vztah pro vytokovou rychlost uvadény ve tvaru v = 1/2gh. Tomu se samoziejmé nedivime,
protoze pii umisténi spodniho konce hadicky do vzduchu tésné nad hladinu mizeme hovorit
o volném vytékani kapaliny otvorem, ktery je v hloubce h = A+ H —2x pod hladinou ve vrchnim
demizonu. Vsimnéme si vSak jedné zrady. Pokud bude Su/Sp = k = 1, pak podle (7) vyjde
rychlost v2 nekone¢na! To ale neni moZné, protoze rychlost padajiciho sloupce kapaliny bude
odpovidat rychlosti pfi volném padu. Problém je v tom, Ze Bernoulliho rovnice v jednoduchém
pouzitém tvaru plati pouze pro ustélené proudéni, tedy takové, ze se rychlost v ¢ase neméni. Jak
se hladiny pfiblizuji, bude se rychlost proudéni ménit kazdopadné, avsak pokud je Sp vyrazné
vétsi nez Su, rychlost se v case méni jen velmi pomalu a Bernoulliho rovnici lze pouzit.

Vime tedy, jak zavisi rychlost vina v hadicce
na vysce hladiny = ve spodnim demiZzonu, a vi-
dime, ze skutecné zavisi na rozdilu vysky hladin H
mezi demizony. Je§té zdiraznéme, ze v rovnici (7)
se v2 a x v ¢ase méni! Obecné tedy neni mozné H+A—-2x
vypocitat ¢as stocCeni tak, Ze objem vina vydélime
objemovym prutokem.

Uvedeme si hned dva zpusoby, jak ze znalosti x
vztahu (7) vypocitat celkovou dobu T', za kterou Z
vSechno vino pretefe z vrchniho sudu do spod- Obr. 3. Schéma pokusu
niho. Prvni zpisob nevyzaduje integrovani.

Podivejme se pozornéji na vztah (8). Vidime, Ze rychlost snizovani hladiny je hrubé feceno
imérna odmocniné vysky hladiny. Pro oby¢ejny rovnomérné zrychleny pohyb plati, ze rychlost
roste hrubé feceno s prvni mocninou ¢asu a drdha roste s druhou mocninou ¢asu a rychlost
je tedy také svym zptisobem timérna odmocniné urazené drahy. Uvazujme nyni obecny rovno-
mérné zrychleny (zpomaleny) pohyb se zrychlenim a. Potom plati

T

z(t) = xo + vot + %atQ ,
coz je kvadraticka rovnice pro cas t, ktery vyjadiime pomoci znamého vzorecku

‘o —vo + /02 + 2a(z — x0)

Dosazenim za t do vztahu v = vg + at a polozenim zo = 0 dostavame

v =14/v2+ 2az. (9)

To je ale velmi podobné vztahu (8). Porovnanim (8) a (9) jisté najdeme takové hodnoty vg
a a, ze dosdhneme rovnosti mezi (8) a (9) a néjaky rovnomérné zrychleny vyvoj vysky x tedy
vyhovuje rovnici (8). Konkrétné
29(A + H)k? k2

a=-—2

PEVTIoe I
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Jediné, co vime o vyvoji hladiny v sudu je pravé vztah (8) a fakt, ze z(t = 0) = 0. Nasli
jsme tudiz takovy casovy vyvoj hladiny, Ze jsou splnény pravé tyto dvé podminky, a proto je
tento Casovy vyvoj ten skutecné realizovany.

Vyska hladiny se méni rovnomérné zpomalené a dobu pfeteceni T" uréime snadno. Automo-
bil jedouci rovnomérné zrychlené ujede urcéitou drahu za stejnou dobu jako automobil jedouci
celou dobu rychlosti rovnou primérné rychlosti prvniho auta®. To snadno ovéiime tieba tak,
Ze si nakreslime graf zavislosti rychlosti na ¢ase a uvédomime si, Ze urazend draha je rovna
obsahu plochy v grafu pod touto zévislosti. Co plati pro auto, plati i pro ptrelévani vina. Na
pocatku z = 0, na konci, kdyz je sud plny, x = H. Ze vztahu (8) snadno ur¢ime pocatecni
a koncovou rychlost, primérna rychlost je pak jejich aritmeticky primér a pro dobu 7' tudiz
plati

2H 1—k2 1
r= \/2g(f;+£)k2 7\/%(?:;)“ = N (\/A-i-H VA - H)

Jak jsme fekli, pouzity postup reseni je korektni pouze pro k < 1 a bez strachu z velké
nepresnosti mizeme psat

_Sp 1
- Su V29

Druhy zpusob. Je tfeba se vyporadat s tim, ze jak se hladiny priblizuji, preteceni urcitého
objemu vody trva postupné déle a déle. Cas T lze dostat tak, ze vidy vezmeme maly kousek
objemu dV a spocteme dobu dT, za kterou tento maly kousek pfetece z jednoho sudu do
druhého. Pretecenim objemu dV se vyska hladiny zméni o maly kousek dx. Pristi kousek
objemu dV uz bude tedy vytékat trosicku pomaleji nez predchozi. Celkovy ¢as T pak dostaneme
souctem jednotlivych dT'. Protoze jsme dil¢i objemy dV volili libovolné malé, suma prechéazi
v integral (dV je tak maly, abychom mohli pfedpokladat, ze béhem jeho protékani se rychlost
prutoku vlastné neméni). Zaroven patrné dV = Sp dz, na pocatku je z = 0, na konci z = H
a objemovy prutok hadickou @ = Suvs. Konecné tedy muzeme psat integral a aplikovat na
néj klasickou matematickou masinerii

T*/T&f VﬂKf/H Spdx _
0 o @ 0 SH\/Zg(A+H72m)/(17k‘2)

1—k:2

(¢A+H—¢A—H)

A+H—2:U

Integral vypocteme uzitim linearni substituce z = A+ H — 2x. Nové meze integralu dostaneme
dosazenim puvodnich mezi do vztahu pro z, tedy

/ /A " gz _
\/A+H 2x H 2\/5_

a celkovy cas vychazi

[ A+H

2|y =VA+H-VA-H

Sp

T =20
Su

W(VA+H7VA7H)

2) Varovéani: uvedené plati skuteéné jen pro rovnomérné zrychleny pohyb.
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Pokud A < H, vino nepfetece vSechno a spodni sud se naplni jen do vysky x = (A + H)/2.
Dobu pretékani pak dostaneme jednoduse zdménou horni meze integralu za x = (A + H)/2.
Nakonec jesté sestavme diferencidlni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj vysky hladiny . Umoc-
nénim (8) méme
o 2g9(A+ H — 2x)k?
7 =
1— k2

Ted obé strany rovnice zderivujeme podle &asu. Je tieba si uvédomit, ze 2 je sloZena funkce,
jejiz casova derivace je 2&3. Mame proto

_ 4gik®

rx 1—](:27

coz podélime &, lehce upravime a dostédvame vyraz pro zrychleni vysky hladiny = v sudu

.. 'S
PETMI

To je ale evidentné konstanta, ¢imz jsme potvrdili tvahu provedenou b&hem prvniho zpisobu
feSeni. Dobu preCerpani T lze tedy urcit jiz uvedenym zpusobem. Mohla by néas tfeba jesté
zajimat pfimo zavislost x na cCase. Jedina funkce, jejiz druhé derivace je konstantni, je obecna
kvadraticks funkce x(t) = At* + Bt + C. Je tieba jen dopocitat koeficienty A, B, C. Avsak
jisté plati £ = 2A, 2(t =0)= B, z(t =0) =C = 0.

Vratme se k pfedpokladim Bernoulliho rovnice. Otdzku ustdleného proudéni jsme jiz pro-
brali. Velice silnym predpokladem je nulové viskozita vina. Viskozita hrubé feceno vyjadiuje,
jak velké je tfeni mezi dvéma ruzné rychlymi vrstvami tekutiny. Pfi pratoku vina hadickou se
vino tfe o stény hadicky a navic proudéni je pfi sténé hadicky pomalejsi nez uprostied a pomy-
slné vrstvy kapaliny se tfou i mezi sebou. TTenim vznika teplo, a proto v hadi¢ce dochazi ke
ztraté energie a Bernoulliova rovnice piestava platit. Cim je proudéni rychlejsi, tim jsou t¥eni
a ztraty energie vétsi.

Kuprikladu kdyz jsme zkousSeli pfelévat vodu z vysky pil metru tenkou hadickou priméru
ptl centimetru, pak doba prelévani byla pro hadicku dlouhou jeden metr o polovinu delsi
nez pro pulmetrovou hadicku. Rozdil je tedy velice vyrazny, a vypocteny cas T je proto ja-
kymsi nedosazitelnym minimem. Mym osobnim nazorem je, Ze by mozna $la provést korekce ve
vztahu (6) pfidanim na pravou stranu ¢lenu alvz /7, ktery vyjadfuje ztratu energie v hadicce
délky I a poloméru r, pficemz « je néjaka konstanta odpovidajici konkrétni kapaliné. Uvédo-
mme si také, Ze i pfi vstupu kapaliny do spodniho demizonu v dusledku tfeni dojde k jejimu
zbrzdéni na rychlost v; a mechanicka energie se nevyhnutelné ztraci.

Zkusme si také rozmyslet, kdy je proudéni v hadic¢ce nevitrivé. Pfi popisu proudéni se zavadi
takzvané Reynoldsovo ¢islo, definované

kde v je stiedni rychlost proudéni, r polomér trubice a n dynamicka viskozita. Ze zkuSenosti
vime, ze pokud rychlost vody v trubici vzroste natolik, ze Re je priblizné vétsi nez 1000,
proudéni pfejde v turbulentni. Dosazenim konkrétnich hodnot zjistime, ze se to pfi prelévani
vina klidné muze stat. Uvédomme si, ze pfi prelévani demizoni je rychlost v trubicce v idedlnim
pfipadé nezavisla na poloméru a k vifivému proudéni dojde spise pfi pouziti $irsi hadicky.
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Zavérem bych pro vas mél jeden namét k pfemysleni. Uvadi se, ze kapalina se pfi vstupu do
Sirsi casti trubice zbrzdi v disledku vétsiho tlaku v této Sirsi casti. Je tedy spravné uvazovat
. oy . . _ 7
tlak na konci trubicky ve spodnim demizonu p2 = ggx? Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.4 ... nabitd anténa (5 bodi; primér 1,64; vesilo 22 studentd)

Dva stejné naboje umistime na oba konce tuhé nevodivé tycky. Jaky vykon budeme po-
tfebovat na otaceni tycky konstantni tithlovou rychlosti kolem osy prochézejici stfedem tycky?
Treni zanedbejte. Ulohu vymyslel Martin Vyska.

V pribéhu feseni uzivame nasledujici symboly: R oznacuje polovinu délky tycky, a tedy
polomér kruznice, po které se oba naboje pohybuji, w znaci thlovou rychlost otaceni tyce, g
budeme znagcit velikost obou naboju. Co se tyce fundamentalnich konstant, volime tradi¢né c
jako velikost rychlosti svétla ve vakuu a €9 permitivitu vakua.

Jak bylo uvedeno v zadéni, tycka spojujici oba ndboje je nevodiva a nehmotné. To znamena,
ze se v prikladu projevuje pouze jako mechanismus udrzujici ndboje na kruhové trajektorii
a nijak ji do nasich ivah nemusime zahrnovat. Tato ide-
alizace byla zvolena proto, abychom se nemuseli zabyvat
konkrétnimi detaily souvisejicimi s realizaci takovéhoto
uskupeni, ale mohli se soustfedit zcela na elektromagne-
tickou stranku véci. To bychom meéli par slov na tvod,
vrhnéme se na reseni!

Jak nas uci teorie relativity, zadny ,realny objekt“
se nemuze v prostoru pohybovat rychlosti vétsi, nez je
rychlost svétla ve vakuu. Pro feseni tulohy staci védét, ze
elektromagnetické pole takovym objektem je (napf. proto,
Ze nese energii a hybnost).

Uvazujme nyni nasledujici model silového ptsobeni mezi dvéma naboji. Kazdy z nédboja
vysild v kazdém okamziku do prostoru informaci o své poloze a rychlosti (signal) a tato infor-
mace se prostorem $ifi konecnou rychlosti. Kdyz potom jeden naboj zachyti signal pochéazejici
od druhého naboje, tak si jej ,zpracuje* a na zakladé informaci v tomto signdlu obsazenych se
za¢ne pohybovat (jak, o tom za chvili). Tento model m4 své zjevné ,mouchy“, ale v zékladé
spravné vystihuje podstatu probiraného pisobeni, predevsim tu nasledujici.

Kazdou informaci, kterou jeden naboj vysle, prijme vzhledem ke konecné rychlosti Sifeni
signalu druhy naboj se zpozdénim. Protoze se ale béhem doby, kdy signal putoval prostorem,
mohl zdrojovy naboj pohybovat, jsou informace, které ma cilovy naboj k dispozici, ,,zastaralé.
Jinak feceno, cilovy naboj se chova tak, jako by se zdrojovy naboj v okamziku pfijmu signalu
nenachézel tam, kde se skuteéné nachazi, ale tam, kde se nachéazel v okamziku vyslani signalu®.

Sila ptisobici na naboj neni kolméa k jeho rychlosti, nebot jak jsme ukézali, nez se jeden
naboj dozvi o tom, ze na néj z toho a toho mista ptsobi druhy naboj silou, tak se celd soustava
stihne béhem S§ifeni signalu jesté o kousek pootocit. Tim se nepatrné zmeéni tthel mezi pisobici
silou a rychlosti ndboje, vektory sily a rychlosti potom jiz nejsou kolmé a vysledny vykon neni
nulovy.

Obr. 4. Otoceni tycky béhem

$ifeni signalu

3) Toto je misto, kde udélala chybu velka ¢ast Fesiteld, nebot predpokladali, e se silové ptisobeni mezi
naboji prenasi nekonecné velkou rychlosti. V takovém pfipadé by byla sila pusobici na naboj kolma
k jeho rychlosti a vysledny vykon elektrickych sil by byl nulovy.

10
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Prvni véci, kterou ve svém feSeni musime zjistit, je velikost tthlu 2a, o ktery se celd soustava
otoci v dobé mezi vyslanim signalu z prvniho naboje a zpracovanim signalu druhym nabojem.
Pro lepsi nazornost si celou situaci znazornéme graficky (viz obr. 4). Vodorovna pozice tycky
odpovida okamziku vyslani signlu, sikma okamziku prijmu signalu.

Jelikoz se celd soustava otac¢i rovnomérné, bude se signdl §ifit po ¢as 2a/w. V tomto Case
urazi signal rychlosti ¢ vzdalenost mezi misty vyslani a pfijmu signalu; tato mista jsou na ob-
razku znizornéna body A a B’. Z obrazku je patrné, ze se jednd o délku zdkladny rovnoramen-
ného trojuhelnika o ramenech délky R a s vrcholovym thlem © —2a, tedy o vzdalenost 2R cos a.
Srovnanim obou ¢ast dospivame k rovnici o jedné neznamé a,

2£ _ 2Rcosa
w c ’

Pro tuto rovnici bohuzel nedokazeme najit obecné feseni (rozuméj funkci nékolika promeén-
nych, do které bychom dosadili hodnoty parametra v, ¢ a ziskali bychom feseni). To by v pii-
padé komplikovanéjsich navazujicich vypocti mohlo predstavovat problém, nicméné v tomto
pfipadé ziskana rovnice plné postacuje. Pokud by nas totiz zajimala hodnota feSeni pro néjaky
konkrétni pripad, miizeme do dané rovnice dosadit a vyfesit ji numericky nebo pomoci mocnin-
ného rozvoje (pro malé rychlosti ot4¢eni miizeme funkei kosinus rozvinout do nékolika prvnich
¢lent Taylorova polynomu, ¢imz obdrzime pfijatelnou polynomidlni rovnici). Ndm bude plné
postacovat, Ze tato rovnice v kazdém pripadé feSeni m4, Ze toto feSeni je jediné (rozmyslete si
pro€) a ze jej v principu umime nalézt. Ozna¢me si toto jediné feseni nasi rovnice ayp.

Zopakujme nyni jesté jednou, co jsme zatim zjistili. Silové ptsobeni mezi obéma naboji ne-
probiha tak, jako by oba naboje oddéloval tihel &, ale jako by jejich vzajemna thlova vzdalenost
byla pouze © — 2ap.

Nyni je kone¢né na Case Fici si, jak probihd ,zpracovavani“ signalid, které si mezi sebou
néboje posilaji. Podivejme se tedy do knihy Feynmanovy pfednasky z fyziky?, kde se objevuje

vzorec , )
[ ta(s)-3%]
4req | 72 c dt \ r'2 c? dt2
Tento vzorec tika, ze kdyz se naboj prostrednictvim signdlu dozvi, Zze na misté popsaném po-
lohovym vektorem r’ (s pocatkem pevné fixovanym v misté, kde se nachézi naboj ptijimajici
signal) a odpovidajicim jednotkovym vektorem e, se nachdzi nédboj velikosti ¢, ma se chovat
stejné, jako by byl v elektrickém poli o intenzité E dané uvedenym vzorcem. Carky se v uve-
deném vzorci vyskytuji proto, abychom méli na paméti, ze mame dosazovat pozici zdrojového
naboje v okamziku vyslani signédlu, nikoli jeho pfijmu.

Zde je mozno upozornit na jednu ,,mouchu” modelu, ktery jsme uvedli v prvnich odstavcich.
Aby byl ni$ model konzistentni s teorii relativity, potfebovali bychom, aby polohovy vektor,
kterym se zabyvame, nemél pevny pocatek, ale aby se jednalo o vektor vzajemné polohy obou
naboji, a aby tak silové ptisobeni nebylo zavislé na volbé inercialni soustavy. V praxi se tento
problém pieklene tim, Ze si vzajemné ptisobeni vétsinou predstavujeme pomoci vektorovych
poli, s vektorem intenzity jako funkci polohy v prostoru. Tento model je nicméné na prvni
seznameni s pfedmétem mozna az prilis slozity, proto jsme uzili sice ne zcela spravného, ale
nazornéjsiho modelu.

Abychom mohli uzit uvedeného vztahu, je tfeba zjistit, jak se s ¢asem méni vektor po-
lohy zdrojového naboje vii¢i mistu p¥ijmuti signalu (viiéi bodu B’). Uzijeme proto oblibenou

4) Feynman, Leighton, Sands: Feynmanovy predndsky z fyziky I. Fragment, 2000, str. 372.
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fyzikalni fintu: nechame cas, aby se posunul o malou hodnotu d¢, a budeme sledovat, jak se
cel4 situace zméni. B&hem této kratké doby se tthlova vzdalenost zdrojového naboje a bodu B’
zméni z hodnoty m — 2a na hodnotu ® — 2a + wdt. Tim se rovnoramenny trojuhelnik osa
otaceni-zdrojovy ndboj-bod B’ trochu zplosti a thel pii jeho zakladné se zmensi o polovinu

toho, o co se zvétsi vrcholovy thel,
~wdt

2 ?
coz je zaroven thel, o ktery se pootodi jednotkovy vektor e okolo bodu B’. Je uzite¢né si
povsimnout, ze velikost této zmény neni zavisla na Case, coz lze interpretovat tak, ze se vek-
tor e otadéi kolem bodu B’ rovnomérnou thlovou rychlosti w/2. Jak zndmo, vektory rychlosti
a zrychleni takového pohybu jsou

da =

de, w
=Zf,
dt 2
d’e, uﬁ .
ez~ 4

Zde jsme oznaéili £+ jednotkovy vektor kolmy k e, (vektor e~ otoc¢eny o /2 proti sméru
hodinovych rudicek).
S pootodenim vektoru r’ souvisi i zména jeho velikosti
r’ =2Rcos
o hodnotu (opét uzijeme rozvoj do Taylorova polynomu, tentokrat sta¢i do prvniho fadu)
dr' = —2Rsinada = wRsinadt.
Pro zprehlednéni zapisu si dopfedu vypoctéme velicinu
i(ew) _ i, Ay oder 1 (L 2d7
dt \r2) At \" 2) At 2 " 3 dt )
_ fwR cosag — 2e, Rw sin ag _ w
N (2R cos ap)? " 8R2cos? ap

(F cosap — 2e sinayg) .

Nyni jiz stac¢i dosadit ziskané hodnoty do uvedeného vzorce a dostavame velikost elektrické
intenzity v bodé B jako

. f, _ 2 , . v
(2R cos ap)? c 8R2 cos? ag (frr cos o e sinag) 102

. —q ey 2R cos ap w w? e
" 4weo "

Elektricka sila pusobici na kazdy naboj je potom z Lorentzova vztahu rovna

2 : 2
—q 1 w sin ag w w
F =qgE = ey - - = fo | ———— .
e 4reo { <4R2 cos?ap  2Rccos? ap 402) + (4Rc cos ag )}
Abychom mohli vypocitat vykon, se kterym kona tato sila préci, potfebujeme urcit thel,
ktery sviraji vektory sily a rychlosti. Vektor rychlosti kazdého naboje je te¢ny ke kruznici, po

které naboje obihaji, celd situace tedy vypada stejné jako na obrazku 5. Z ného vidime, ze
velikost tthlu mezi vektory v a e je rovna /2 — ap a thel mezi vektory v a £ je roven © — a.

12
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Obr. 5. Vzajemné postaveni vektort

Vykon, kterym konaji praci elektrické sily pusobici na kazdy naboj, je potom dan skaldrnim
soucinem

P1:F~v:7_qQWR {sinao( 1 — wsinag —w—2> — cos (7w )} .
4reg 4R%2cos? g 2Rccos?ap  4c? 4Rccos ayp
To vsak jesté neni vSechno. Vykon, vypocteny z uvedeného vzorce je kladny. Protoze mame
zanedbat t¥eni a magneticka sila praci nekona (je kolmé k pohybu), tedy pokud by vSe bylo
tak, jak jsme to doposud uvazovali, energie soustavy by se sama od sebe zvySovala, ndboje by
se navzajem urychlovaly a méli bychom co do ¢inéni s perpetuem mobile! Tento rozpor se da
nastésti pomérné lehce vyftesit.

Zatim jsme totiz neuvazovali energii, kterou s sebou nese elektromagnetické pole. Hustota
energie skryté v elektrickém poli je tmérnad druhé mocniné velikosti vektoru elektrické intenzity
a rovna ¢ = g9 E?/2. Pokud sem dosadime za vektor elektrické intenzity vyse odvozeny vztah
a vypocteme vykon, s jakym kazdy naboj vyzafuje do prostoru, dostaneme pro nerelativistické
rychlosti ndboji vztah

FwiR?
6meoc®
Pripadné zajemce o odvozeni tohoto vztahu odkazeme na jiz citované Feynmanovy prednasky
z fyziky, nebof se jedna o ponékud delsi vypocet. Je dilezité, ze se timto zplisobem vyzari vice
energie, nez kolik ziskaji ndboje vzajemnou interakci, ve vysledku tedy vysetfovana soustava
jako celek energii ztraci a k zadnému rozporu zde nedochazi.

Uvedené dva zpiusoby jsou jedinymi cestami, kterymi nase soustava muze ziskavat nebo ztra-
cet energii. Celkovy vykon, ktery soustava spotfebovava a ktery ji musime dodavat, abychom
ji udrzeli v rovnomeérné rotaci, je tedy souc¢tem obou vykont pifes oba naboje

Ptota,l:2(P2*P1)7

P =

kde velikosti jednotlivych vykont jsou uvedeny vyse. Upozornujeme jesté jednou, ze odvozené
feSeni je platné pouze pro nerelativistické rychlosti naboja.

Uvedme nyni ve strucnosti, jak bychom pfiklad FesSili v pfipads, Ze bychom se zajimali
o malé rychlosti obou naboji. Pro malé hodnoty argumentu x ziskame Taylorovym rozvojem

Ccos 1 z? + z* si z? + z°

~1— "+ = inr~z— —+ ——

v 2 "o TEET S T
1 —1(a—2

1y m 1 apy @a=D 2 ale=Da=2)

2 6
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Dulezité je, ze pokud misto danych funkci pouzijeme uvedené polynomy, dopustime se
chyby, ktera je fadové rovna prvni zanedbané mocniné w, ¢ili pro maléd w se uzitim pribliznych
vzorci dopustime pouze malé chyby.

Nyni mizeme s témito pfibliznymi vztahy vyfesit (alespoii pfiblizné pro malé rychlosti) tu
osklivou rovnici pro ap, se kterou jsme neuméli hnout,

wR
g = — COS (.
(&

Predpokladejme, Ze miizeme feseni nasi rovnice vyjadrit ve tvaru
aw=A+B- @Jrc (‘”R) +D. (“’R) ,
c c

a podivejme se, zdali nam tento predpoklad pfinese néjaky uzitek. Rozvoj jsme délali do
tretiho fadu, protoze se v dalsich Gpravach dostaneme na troven mocniny vyzafovaciho ¢lenu.
Dosadme

3
A+B- @+C (wf) +D'(%) -

S o e (2 e ()

c 2c

M(M R (wf) e (41) )

Aby byla némi navriené hodnota skuteéné feéenim musi se na obou dvou stranéch rovnice

u nulté, pak u prvni az u tfeti) dostavame pro hodnoty koeficientii postupné
A=0, B=1, C=0, D=-3}.

Reseni rovnice je tedy pfiblizné
o ~ @ — 1 WBR?’
c 2 3

Doufam, ze vés jiz tato kratkd ukazka presvédéila o tom, Ze vySe uvedené piiblizné vzorce
jsou velice uziteéné a ze diky nim dokazeme zjednodusit mnohé osklivé vztahy. Pokud jste
tyto priblizné vzorce jesté nikdy nevidéli, tak vam viele doporucujeme, abyste si je dobfe
zapamatovali, jelikoz vam mnohdy pomohou a jisté se s nimi jesté setkate.

Nyni poditejme vSechny ¢leny, které néas zajimaji (vzhledem k dal$imu postupu musime
kazdy ¢len uréit do fadu w®, abychom se dostali na taroven vyzafovaciho lenu):

oy wR 2 (wR)?’

smaowaof—w———

6 c 3 c
1 _
3 :(1fsin2ao) 1’\'1—4—3111 a0~1+a0~1—|— wR) ,
cos? agp c
sin ag s 1 a3 (1+ ) wR+1 wR\?
=sinap - ~|ag— — )~ —+ - | — R
cos? agp 0 cos? ag 0 6 0 c 3 c
1 - in? 1
:(1—sin2ao) 1/2%1+sm ao%1+7(ﬁ>
COoS Qg 2 2 c
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Tyto vyrazy mtzeme dosadit do odvozeného vztahu pro vykon P; a dostaneme

—¢*wR wR 2 [(wR\®
Pl ~ —_— = - | — .

4meg c 3 c

L (#BY) D e (wR L (wR)) W ()
4R? c 2Rc c 3\ ¢ 4c? 4Rc
o —CwR ([ (wR 2 (wRY’ Ll ()
~ 4meo c 3\ c 4R?  2c2 4Rc

N—quR _2w3R 1 w*R?
- 33 ) 6meg 3

{

4dmeg

Tento vysledek nas dostal do péknych potizi! Rikd nam totiz, Ze energie, kterou naboje
ziskaji vzajemnou interakci je s pfesnosti do fadu w* stejné velka, jako energie, kterou naboje
vyzaii. Tyto dva prispévky se vzdjemné vyrusi, takze celkovy vykon, ktery musime nabojim
dodévat, je tmérny nejméné paté mocniné thlové rychlosti otaceni. Coz je jisté zajimavy vy-
sledek sdm o sobé, nicméné pokud bychom chtéli i konstantu imérnosti, museli bychom praveé
uvedeny postup opakovat s tim, Ze bychom museli vSechny ¢leny urcovat s piesnosti do paté
mocniny w. Jak jisté tusite, vypocet je to pomérné zdlouhavy a ani na néj zde nemame misto.
Proto zde uvedeme pouze vysledek, ke kterému mohou zajemci dojit zcela analogickym postu-
pem, jaky jsme zde pravé uvedli. Vykon spotiebovany jednim nabojem v disledku vzajemné
interakce je potom pfiblizné o

p= 28 R
60 mwegcd

Tim jsme se vsak dostali do jiného problému. Tak malé odchylky jiZz na trovni relativis-
tickych korekci vztahu pro vyzatovany vykon. Provedeme-li totiz vypocet vykonu vyzareného
zrychlujici ¢astici relativisticky, dostaneme se ke vztahu

P,

B FwiR? 1 _ FwiR? +3ﬁ
" 6megc (1- %2)3 ™ 6regc? 2 )’
platnému snad jiz obecné. Zajemci jej naleznou tfeba v knize D. J. Griffitha: Introduction to
Electrodynamics.

Sec¢tenim dvou poslednich vztaht potom dostavame pro vykon nutny k udrZeni rovnomérné
rotace soustavy vyraz

29 w®R?
Ptotal = Tz 5 -

15 meopc

Zavérem bychom chtéli vyzdvihnout Dalimila Mazdce, ktery mél jako jediny skoro spravné
feSeni a zaslouzi si za to prémii. Pavel Motloch

pavel@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II.P ... zachraiite bublinu? (4 body; primér 2,32; fesilo 22 studentii)

Batyskaf Trieste se ponofil do velké hloubky Marianského piikopu a vypustil bublinu, ktera
zacala stoupat . . . Kdyz vSak podle stavové rovnice idealniho plynu vypocitate hustotu vzduchu
v bubliné, zjistite, Ze je bublina tézsi nez voda. Je to mozné?

Pokud souhlasite, vysvétlete svoji odpovéd. Pokud nesouhlasite, vypocitejte, jaké budou
parametry bubliny (predevsim hustota). Ulohu navrhla Lenka Zdeborovd.

Vzpomenme nejprve, ¢im je charakteris-
ticky dobfe znamy model idealniho plynu.
Rovnice popisujici jeho stav je odvozena
Cisté z kinetickych vlastnosti molekul, jez pevnd latka
ho tvori, nutné tedy zanedbava jejich vza-
jemné ovliviiovani. Ale zavislost potencialni
energie dvou molekul na jejich vzdalenosti
lze aproximovat konstantou (nulou) jen pro
velké vzdalenosti ¢astic — tj. pro plyn o nizké
hustoté, tedy za nizkych tlakt ¢i pfi energi-
ich molekul podstatné vyssich nez prislusna
potencialni energie, tedy pii velkych teplo-
tach. Druha idealizace spociva v predstavé
nulového rozméru castic. Ve skutecné latce
existuje mez, za kterou uz prosté stlacit nejde Tc T
(maji-li zGstat zachovany elektronové obaly). Obr. 6. Fazovy diagram
Velikost vzajemné interakce charakterizujme
konstantou a a minimélni objem oznac¢me b. Pak mizeme nésledujicim zpisobem vylepsit
stavovou rovnici idealniho plynu na tzv. van der Waalsovu rovnici

|
: nadkriticka
kapalina | tekutina
|
Pe fm———Ff——————

(p+ V%) (Ve — b) = RT.

Pro zndmé (resp. dohledatelné) hodnoty p = hoxg = 1100 atm, T = 4 °C (teplota nejhustsi
vody), a = 0,136 Jm™3mol™ a b = 3,64-107°m>* mol~! dostdvdme kubickou rovnici pro
molarni objem Vi, jiz lze numericky fesit. Vezmeme-li v tvahu ¢ = My, /Vi, kde My, je
molarni hmotnost vzduchu (29 g-mol™*), dostaneme

0=580kgm™>.

To je docela hodné (pfestoze méné nez cca 1400 kg-m~3, které dava stavova rovnice pro
idedlni plyn) a na misté je otdzka, nakolik v pofadku je pfedstava o zachovani plynnosti takto
komprimované bubliny. Bézna zkusSenost s redlnym plynem tika, ze pii dostate¢ném tlaku za¢né
kondenzovat na kapalinu®.

Na obréazku je znazornén typicky fazovy diagram plynu i pro hodné vysoké teploty a tlaky.
Je-1i teplota vy$si nez kriticka teplota (7¢), plyn pfi stlatovani nikdy neprotne kfivku rovnovahy
mezi kapalinou a plynem, nikdy tedy nezkondenzuje, pouze se dostaneme do zajimavé oblasti
,hadkritické tekutiny*, v niz pii zddném tlaku nenastane rovnovaha mezi kapalinou a jeji sytou
parou (tj. nevytvori se nikdy néco jako kapicky, natoz pak hladina). V tabulkach se lze do¢ist,

5) Viz také diskuze k tloze ILE v XIX. roéniku.
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ze kritickd teplota vzduchu je Tc = —140,7 °C <« 4 °C. Jsme tedy hluboko v nadkritické oblasti
a rovnici lze pouzit, byt s uréitou nepiesnosti — podle NIST® je hustota pro uvedené hodnoty
asi 615kg-m~3. Lepsi shody bychom dosahli s lepsi stavovou rovnici, ty pak ale vyzaduji vice
informaci o popisovaném plynu.

Jak uz bylo feceno vyse, od urcitych tlaki je plyn takika nestlacitelny kvili nenulovému
rozméru &astic — stane se z néj pevn latka’.

A konecéné na uplny zavér této dvojdilné tlohy podotknéme, jak néktefi z vas pfipomnéli,
Ze pri téchto tlacich se bublina ve vodé rozpusti jesté nez uplave zlomek potiebné drahy.

Jakub Benda
jakub@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.E ... bubo bubo (7 bodi; primér 3,50; vesilo 20 studenti)

Experimentalné provérte tvrzeni, Ze vinnou rotace Zemé se na severni (jizni) polokouli vir
vody vypousténé otvorem ot4¢i doprava (doleva). Maji-li mit vase zdvéry vahu, musite provést
dostatecny pocet méreni v riiznych podminkach.

Béhem ndvstévy Austrdlie vymyslel Honza Prachaf.

Teorie

Hned na zacatku opravme zadani tlohy, které je Spatné. Kvuli rotaci Zemé by se mél vir
otacet doleva na severni polokouli, tj. ve sméru rotace Zemé! Pro¢ tomu tak je? Nejdfive se
podivejme, co by se s vodou délo, kdyby nebyla rotace Zemé. Tehdy je to jednoduché — voda
ze vSech stran v blizkosti otvoru prosté sméfuje do otvoru a propada jim doli. Protoze zadny
smeér otaceni neni lepsi nez ten opacny, voda by méla bez vird prosté propadnout otvorem.
Naproti tomu c¢asto vir pfi vytékani vidime. Co kdyz
staCi jenom maly nepostiehnutelny vir, ktery rozhodne
smér, a voda uz si vyvine mohutnéjsi vir v tomto sméru?
Pii pozorovani takového viru se casto zda, jako by se
vir roztocil a ziskal na sile. Ale neni to tak. Faktem je,
ze celkovy moment hybnosti vody v nddobé musi klesat
(tfenim o povrch nadoby a vytékanim rotujici vody),
a tak se maly vir utlumi dfive, nez voda stihne vytéct.
Proto neni mozné, aby z libovolné malého viru vznikl
velky — voda nemé odkud ziskat moment hybnosti. Pokud ve vodé vidime vir, uz na zacatku
musel ve vodé byt. Zdanlivé zesileni viru je zptisobeno poklesem a pfiblizenim vody ke stredu
nddoby (efekt krasobruslaiky).

Obr. 7. Coriolisova sila

Jak do hry vstoupi rotace Zemé? Pro zjednodusSeni si pfedstavme, Ze na severnim pélu
mame misu s vodou a otvorem a my ji pozorujeme shora z inercialni soustavy, kterd se neotaci.
Pokud je otvor uzavien, voda je klidna a rotuje spolu se Zemi doleva rychlosti jedna otocka za
24 hodin. KdyZ ted otevieme otvor, voda za¢ne vytékat dold. Pfitom voda proudi také smérem
od obvodu ke stfedu nadoby a dochazi k efektu krasobruslaiky — rychlost proudici vody se

6) National Institut of Standards and Technology; http://webbook.nist.gov/chemistry/fluid

7) Vzpomeiime jédro Jupitera z kovového vodiku podle A. C. Clarka. Jaky tlak je potieba k tomuto
wzmrazeni“ vzduchové bubliny, se mi bohuzel zjistit nepodafilo, ale da se ocekavat, ze bude vyssi nez
ten na dné mofte; napf¥. pro oxid uhlicity se jedna cca o tfi tisice atmosfér.
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zvysuje, a voda tedy pfedbihd normalné rotujici vodu. Na Zemi se zd4, ze se voda odklani od
puvodniho sméru doprava, a tedy cely vir se otaci doleva (viz obr. 8).
Z hlediska pozorovatele na Zemi vysvétlime jev tak, ze Zemé rotuje thlovou rychlosti® 2
a na kazdé téleso, které se vzhledem k ni pohybuje rychlosti v, ptisobi v soustavé Zemé Cori-
olisova sila
Fc = —2mf2 x v,

ktera ho odklani na severni polokouli doprava; vzhledem ke stfedu viru mé tato sila moment
roztacejici vodu proti sméru hodinovych rucicek, tj. doleva.

Zemska rotace mé tendenci stacet vir doleva, otazkou vSak je, zda je tato tendence do-
statecné silnd. Abychom ziskali aspon néjakou predstavu o velikosti tohoto vlivu, odhadnéme
thlovou rychlost, na jakou by Coriolisova sila roztocila vodu ve valcové mise poloméru R,
vysky H a s otvorem poloméru a. Pouzijeme druhou impulsovou vétu: ¢asovy tcinek momentu
Coriolisovy sily se rovna zméné momentu hybnosti kapaliny. Z takové misy bude voda vytékat
rychlosti (Torricelliho vzorec)

v, ~\/Hyg

LV HR R
v S  Hga? a2 g

Béhem vytékani na vodu ptsobi celkovy moment Coriolisovy sily, ktery odhadneme jako

po dobu

Mc ~ FcR ~ mthR,

kde m je hmotnost vody a v, typickd dostfediva rychlost vody; na zacatku je voda ve vzdéle-
nosti R, na konci je vSechna voda ve stfedu, tudiz plati

Vg ~ — .

t

Potfebujeme jesté urcit zménu momentu hybnosti — at se na konci vytékani kapalina na
okraji nadoby otaci thlovou rychlosti w — pak je moment hybnosti kapaliny

L ~mR%w.

Tyto odhady jsou jenom Fadové, protoze nedokazeme presné vypocitat, kde méa kapalina
jakou rychlost. Postai ale pro fadovy odhad thlové rychlosti, kterou zisk4 voda®.
Nyni pouzijeme druhou impulsovou vétu a postupné dosadime predchozi vysledky

Mct ~ L,

m%QRt ~mR3w,

wn~ Q.

8) V dal§im textu budeme pracovat s tthlovou rychlosti jako se skaldrem, a proto ji budeme znacit
pouze 2 = |£2|.

9) Muzete si zkusit udélat piesnéjsi model vytékani a pohybu kapaliny v nadobé& a porovnat zis-
kané vysledky. Méli by vyjit fadové stejné bez ohledu na model — to je pékné na fadovych odhadech
a rozmérové analyze.
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Dostavame zajimavy vysledek, ze Coriolisova sila dokédze rozto¢it vodu nanejvys na thlovou
rychlost Zemé! Jde ale samoziejmé jen o fadovy odhad. Aby bylo mozné vir zpozorovat, musi
se voda otocit o néjaky znatelny thel, napt. 2w; k tomu je zapotiebi cas

o

=79

=T.

Tedy zhruba jeden den. To je ohromné mnoho ¢asu pro nas vir v misce, ale ne az tak
moc pro 100km vir vzduchu v atmosféfe. Proto muzeme vidét na druZicovych snimcich viry
roztocené Coriolisovou silou (a taky ty ostatni) — nez vzduchové masy projdou k centru tlakové
nize, uplyne hodné ¢asu a sila ma cas ptisobit. Abychom mohli pozorovat stoéeni viru i v nasi
misce, potfebujeme tedy prodlouzit ¢as vytékani t — a to jediné zvétSenim rozmért nasi misky.
Pro nami uvazovanou valcovitou misku plati

2
v B JH
a?lV g
Pokud budeme chtit misku s proporcemi H = R = 100a, pak by jeji polomér mél byt
2

gT
R 1007 1km

Ale to uz berme s velkou rezervou.

Provedeni experimentu

Kazdou teorii je tfeba provéfit v praxi — experiment
jsme délali v koupelné s malou mistickou, livkem a rotac-
nim paraboloidem (zrcatko ze svitilny). Vytokovy otvor
jsme uzavirali a otevirali kouskem plasteliny. Na hladinu
vody jsme nasypali trochu mouky na zviditelnéni jejiho
pohybu, pak jsme ji nechali uklidnit a otevfeli otvor.
Ve vsech pripadech voda opakované vytekla bez jakéko-
liv rotace. Malé viry, které v ni tfeba i ztstaly po naliti
vody, byly nemilosrdné utlumeny viskozitou vody. Zkou-
Seli jsme také vodu roztocit v obou smérech a sledovat,
jestli se bude tocit v daném sméru, nebo dojde k onomu
zéhadnému ,obraceni viru“, ktery néktefi z vas popi-
sovali ve svych feSenich. Voda si ale dostatecné silné
roztoceni bez problémt udrzi, zddné otoceni viru se ne-
kon4. To je jasné potvrzeni nasich pochybnosti — rotace Obr. 8. Staceni vodniho viru
Zemé ma vskutku zanedbatelné maly vliv na smér viru.
Na smér vysledného viru méa vliv kdeco, tfeba i zpisob, jakym vytdhneme Spunt, zbytkové
viry, tvar nadoby,. ..

Komentar k doslym resenim

Ve vasich feSenich se Casto objevil nespravny predpoklad, Ze vir by se mél tocit doprava,
ktery nasledné velka Cast z vas experimentéalné ,dokézala“. Je nemozné Fici pfesné, proc jste
dostali takové podivné vysledky (tfeba 100% pravotoéivych virt), myslim si vSak, ze to je

vinou Spatného postupu méreni — ¢ast z vas vytahovala $punt z umyvadla nebo vany, coz
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rozvifi vodu tplné nepfedpovidatelnym smérem a efekt Coriolisovy sily uplné pfekryje. Dalsim
zdrojem chyb bylo pravdépodobné nedostatecné ustaleni vody. Zajimavy byl napad nékterych
z vas, ze na rotaci viru ma vliv magnetické pole Zemé. Neni mi zndm zadny mechanizmus,
jakym by se to mohlo dit, v kazdém pfipadé tento efekt bude mnohem mensi nez ptisobeni
Coriolisovy sily — voda je nemagnetickd a nenabita! Tento pokus je pro nés skvélym pirikladem,
jak lidi radi pfijimaji ruzna libiva vysvétleni a také jak lehké je presvédcit samého sebe a udélat
experiment a jeho interpretaci Gplné $patné. Pozor na to! Jan Lalinsky
jano@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.S ... porcovani divokych rovin (6 bodi; primér 4,00; vesilo 7 studentt)

Skladovani uranu

Palciva otazka jaderné energetiky je skladovani vyhorelého radioaktivniho paliva. Vétsinou
se skladuje ve valcovych ¢lancich ponofenych ve vodni lazni, ktera drzi jejich povrch na kon-
stantni teploté asi 20 °C. Na vds je nyni zjistit, jaké bude rozlozeni teploty v ¢lancich tvaru
kvadru se étvercovou podstavou o hrané délky 20 cm. Clanek bude pomérné vysoky, a proto
nas zajima rozlozeni teplot v piicném fezu. Uran bude zaujimat koncentricky kvadr se ¢tverco-
vou podstavou o hrané 5 cm. Ze zkuSenosti s valcovymi kapslemi vime, Ze bude mit konstantni

teplotu okolo 200 °C.
Zahrivajici se drat

Mame velmi dlouhy drat kruhového priifezu o poloméru r z materialu o tepelné vodivosti A
a mérné elektrické vodivosti o. PriloZzime na né&j konstantni elektrické napéti. Necht je intenzita
elektrického pole (tj. napétovy spad) uvnitr drétu konstantni, rovnobézna s jeho osou a jeji
velikost budiz E. Pak dratem bude prochazet proud o plosné hustoté j = o FE a bude se vytvaret
jouleovské teplo s objemovym vykonem p = o E?.

Protoze material dratu ma nenulovou tepelnou vodivost, vytvori se v ném jisté rovnovazné
rozlozeni teploty, které — jak vime — spliiuje Poissonovu rovnici \V?T = —p. Piedpokladéme,
Ze okraj dratu udrzujeme na dané teploté Ty. Tim mame danu okrajovou podminku potiebnou
k vyfFeseni rovnice. Vzhledem k symetrii problému se miZeme omezit na jeji feseni pouze ve
dvou rozmérech — na priifezu vodice (teplota jisté nebude zdviset na posunuti podél osy vodice).
Nyni by jiz bylo jednoduché problém vyftesit popsanymi metodami.

My si vSak situaci mali¢ko zkomplikujeme a budeme pfedpoklddat (zcela opréavnéné), ze
mérné elektrickd vodivost o zavisi na teploté. Budeme tedy mit rovnici typu V2T = f(T).

Pokuste se tuto rovnici numericky vyresit pro néjakou danou zavislost vodivosti na teploté
(muizete si ji najit v literatufe, na internetu nebo si klidné néjakou vymyslet) a najit tak
rozlozeni teploty na prifezu dratu. Mizete se pokusit ménit intenzitu elektrického pole E
a nakreslit voltampérovou charakteristiku dratu, vyzkouset vice druhd zavislosti o (T) (tieba
pro polovodié, jehoz vodivost s rostouct teplotou na rozdil od oby¢ejného kovu roste) atd.

Kapacita krychle

Vypocitejte kapacitu dokonale vodivé krychle o strané délky 2a. Pokud se budete nudit,
miizete zkusit kvadr (a tfeba zévislost kapacity na délkdch jednotlivych stran), piipadné jiné
geometrické objekty.

Ndpovéda. Kapacita je pomér naboje na krychli rozmisténého ku potencidlu povrchu krychle
(za predpokladu, Ze potencial v nekonec¢nu je nulovy). Problém tedy Ize Fesit tak, Ze si zvolime
libovolné potencial krychle, vyfesime Laplaceovu rovnici V2@ = 0 vné krychle a vypoéitame
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celkovy néboj na krychli uzitim Gaussova zdkona (tj. uréenim intenzity elektrického pole de-
rivovanim potencidlu a vypocétem jeho toku vhodné zvolenou plochou obklopujici krychli).
Zadali autori seridlu Marek Pechal a Lukd$ Stritesky.

Skladovani uranu

Rovnovazné rozlozeni teploty 1" urcime vyresenim statické rovnice vedeni tepla bez obje-
movych tepelnych zdroji, tedy Laplaceovy rovnice

ViTr=0.

S tou se vypofadame pomoci jednoduché itera¢ni metody'°. Pro jednoduchost jsme i tentokrat
k feseni pouzili Excel, programovani v Pascalu si nechdme na zbylé dvé ulohy.

Pouhym jednoduchym zkonstruovanim vhodné tabulky jsme tak téméf bez préace ziskali
nésledujici graf.

Obr. 9. Rozlozeni teploty v ¢lanku

Zahrivajici se drat
Rovnovazné rozlozeni teploty v materialu o tepelné vodivosti'! \ se opét ¥idi rovnici vedeni
tepla, tentokrat vak véetné &lenu piedstavujictho objemové tepelné zdroje'?

AVAT = —p,
kde p znaci objemovou hustotu tepelného vykonu. V nasem pripadé mizeme vyuzit transla¢ni

symetrie problému podél osy dratu z, a staci tedy fesit pfislusny dvourozmérny problém v ro-
viné zy (teplota viibec nebude zaviset na z).

10) Viz excelovsky ,program“ uran.xls na nasich webovych strnkach.
11) Budeme pro jednoduchost predpokladat, ze tepelna vodivost se neméni s teplotou.
12) Omlouvéame se za chybu v zadani, kde se ndm zab&hlo znaménko minus pred p.
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Pokud je napétovy spad v dratu roven F, je proudova hustota v kazdém jeho bodé rovna
o F, pricemz konstanta imeérnosti o je mérna elektricka vodivost materiadlu dratu. Pro hustotu
tepelného vykonu tedy plati vztah
p= oE*.

Dosazenim tak dostavame PDR, kterou musime feSit,

2
vir = —E .
A

Okrajova podminka je ddna udrzovanim teploty povrchu dratu na dané konstantni tep-
loté To, tedy musi platit T' = Tp na okraji prifezu dratu.

Uloha se kromé translaéni symetrie vyznacuje také rotaéni symetrii kolem osy dratu. Toho
bychom mohli vyuzit a hledat T jako funkci pouze vzdalenosti od osy. Neudélame to ze dvou
davodt. Jednak si chceme procvicit feseni PDR a také by se nam pii pfechodu k axidlnim
soufadnicim objevil misto laplacianu vyraz " (R)+ 71" (R), ktery by pusobil potize pfi malych
hodnotach R (které se vyskytuje ve jmenovateli).

Vytvorime si tedy pole uzlovych bodt pokryvajicich cely kruhovy prirez dratu. Rozmistime
je pro jednoduchost do pravouhlé sité. Soufadnice jednotlivych bodé budou [¢R/N,jR/N],
kde N € N, 4,5 € Z a i® + j2 < N2 Teplotu v uzlovém bodé o soufadnicich [iR/N,jR/N]
oznac¢me Tj;.

Laplacian teploty diskretizujeme obvyklym zptsobem jako

Tit1,j + Tic1,j + i1 +Tij—1 — 4T3,

2
VT ~ h2 ’

pfi¢emz pro 2 + j? > N pokladame T;; = To kvuli okrajovym
podminkam.

Mozna vas napada, ze jsme okrajové podminky ponékud od-
byli, protoze jsme vlastné kruhovy okraj oblasti nahradili ,né-
¢im kostrbatym®. To je samoziejmé pravda. Pokud vas dosa- Tij—1
zena uroven presnosti neuspokojuje, mizete do svého programu
implementovat algoritmus, ktery bude v okrajovych bodech sité  Obr. 10. Odlisné kroky mezi
(tj. v téch, které maji méné nez ¢tyfi sousedy) zohlediiovat fakt, uzlovymi body na okraji
ze vzdalenost jednotlivych uzlovych bodt od okraje neni vzdy site
rovna h (viz obréazek 10).

Je ovsem tfeba si trochu pohrat s diskrétnimi aproximacemi pfislusnych druhych derivaci
a odvodit spravny vyraz pro laplacian, coz zde nebudeme provadét. Pro inspiraci vSak miizete

nahlédnout do hotového demonstra¢niho programu'®.

Jestlize uvazujeme linearni zavislost mérného odporu na teploté, tedy pro vodivost plati

a(T)

0o

T 1ta(l-T)’

bude mit itera¢ni vztah tvar

1 h’E*o
T;; = 1 (TH—I,j +Tiaj+ T+ T2+ 2 ) .

13) Vig drat.pas na naSem webu.
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V demonstra¢nim programu jsme polozili N = 20 a pocitali jsme s konstantami oo, A
a a pro méd. Pro srovnani jsme do grafu vynesli teplotni rozloZeni v zavislosti na vzdalenosti
od osy dratu vypoéitané pro E = 1000 V-m~! a R = 1 mm spoleéné s tymz rozlozenim bez
zohlednéni zavislosti vodivosti na teploté (tedy vlastné pro oo = 0).

700 . i . _
T sigma zav.naT ——
o sigmanezav.na T -----——-

650 [ E
600 | -
550 E

450 .

350 | N A

300 L L L L
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

R [m]
Obr. 11. Zavislost teploty na vzdalenosti od osy dratu se zapocitanim
zavislosti vodivosti na teploté a bez néj

V grafu je na prvni pohled vidét, ze zavislost vodivosti na teploté se skute¢né pfi vyssich
proudech nezanedbatelné projevuje (lépe by moznd bylo mluvit o extrémné vysokych proudech
— pii pohledu na parametry vypoctu je vam nejspis jasné, ze vlastné zkratujeme napéti 1000 V
dratem dlouhym jeden metr).

Dale jsme do grafu naobryzku 12 vykreslili voltampérovou charakteristiku médéného dratu
(opét pro R = 1 mm), kterd ovSem neni kvuli zavislosti vodivosti na teploté linearni.

Neni snad vsak treba zdiraznovat, ze vypoctena nelinearita se v praxi pfi ,rozumnych®
proudech neprojevi.

Také je dobré si uvédomit, Ze jestlize se podle naseho vypoctu pii pfipojeni napéti 1000 V
na metr dlouhy médény drat o priifezu 1 mm teplota uvnitt dratu zvysi o cca 250 °C, v zaddném
pfipadé to neznamenad, ze tomu tak bude i v redlné situaci. Pfedné jsme predpokladali, ze se
povrch dratu udrzuje na teploté okoli. To ovsem pfi tak vysokém tepelném vykonu, s jakym
bychom méli v uvedené situaci co do ¢inéni, urcité nelze provést bez vydatné pomoci néjakého
chladiciho zafizeni. Odvadéni tepla z dratu v praxi také dosti ztézuje izolace, kvuli niz také
nesmi teplota povrchu prilis stoupnout.

Jak vidite, ma nas model jisté vady, které by asi branily jeho praktickému pouziti, ale jako
cviceni na PDR snad poslouzil dobre.
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Kapacita krychle

Urceni kapacity krychle neni v principu pfili§ obtizny problém. Staéi pouze vyftesit Lapla-
ceovu rovnici

V2§0 =0

pro potencidl ¢ s pfislusnymi okrajovymi podminkami, vypoctenim toku intenzity elektrického
pole ur¢it ndboj a dopocitat kapacitu z definiéniho vztahu C' = Q/U (viz névod v zadani tlohy).

Na potize v8ak narazime, jakmile se dostaneme k psani vlastniho algoritmu. Jelikoz jde
o t¥irozmérnou tlohu, roste pocet uzlovych bodt jako N3, kde N je poéet bodti v jednom sméru.
Pokud tedy zjemnime déleni sité desetkrat, zvysi se paméfova narocnost algoritmu tisickrat
stejné jako pocet krokl potfebny k dosazeni uréité dané presnosti (pro jednoduchou relaxa¢ni
metodu popsanou napf. ve studijnim textu je potfebny pocet iteraci pfiblizné timérny poctu
uzlovych bodt). Protoze vSak kazdy krok vyzaduje zpracovani hodnot potencidlu v kazdém
z uzlovych bodi, zvysi se pocet ,elementarnich“ operaci dokonce milionkrat.

1400 T T T T

1200 |- q

1000 [ q

600 - q

400 | .

200 B

0 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000

E [V-m™!]

Obr. 12. Voltampérova charakteristika Cu dratu o poloméru 1 mm

Ziejmé bychom si tedy s jednoduchou relaxa¢ni metodou mohli troufnout jen na N v fadu
nékolika (malo) desitek. Musime se proto uchylit k nékolika uziteénym triktim a trochu upravit
pouzitou metodu.

Na zacatek vSak trochu teorie. Je znadmo, ze potencial konec¢ného nabitého télesa se da
zapsat ve sférickych soufadnicich 7,9, ¢ pomoci tzv. kulovych funkci Y. (9, ), kde I € Ny
amée{=l,—l+1,...,1—1,}, jako

oo l
1 1
) = a1 mYim 197 s
o(r, 9, ) Iz zE:o ] E Qm Yim (9, @)

m=—1

kde @im jsou vhodné komplexni konstanty. Pfitom g¢oo je rovno celkovému néaboji zdroje Q,
koeficienty qi.,, souviseji s jeho tzv. dipélovym momentem, g2,, s kvadrupdlovymi momenty,
q3m s oktupdlovymi atd.
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Vzhledem k symetrii krychle jsou prvni nenulové koeficienty ¢ po goo az ty odpovidajici
oktupélovému momentu. Jejich pfispévek oviem s rostoucim r klesé jako r~%, dalsi ¢leny pak
jesté rychleji. Muzeme tedy odhadnout, Zze ve vzdalenosti ka od stfedu krychle o strané 2a je
piispévek vyssich momenti asi k*-krat mensi nez élen Q/4neor.

Jestlize tedy oblast, v niz budeme fesit Laplaceovu rovnici, omezime zvnéjsku kulovou plo-
chou o poloméru ¢y = koa, na niz budeme predpokladat konstantni nulovy potencial, dopustime
se relativni chyby cca ky 4 (v jistém vagnim smyslu, ktery nebudeme blize zkoumat). Zarovei
ovSem musime vzit v avahu, Ze jsme takto posunuli hladinu nulového potencialu z nekonec¢né
do konec¢né vzdalenosti. Potenciédl tedy bude mit asymptoticky tvar

~ @ (1 1
p(r) ~ 4d7eg <7" To>'

Po numerickém vyteseni Laplaceovy rovnice v popsané oblasti si mtizeme dosazenim urci-
tého r = r1 mensiho nez rg (ale ne pfili§, abychom stéle mohli vyuzivat vySe uvedeny asympto-
ticky tvar) vyjadFit

ToT1
Q= 47(8050(T1)m .

Nyni by oviem bylo vhodnéjsi odhadnout chybu takto ziskaného vysledku jako ki *, kde
r1 = kia. Pfesnost by bylo mozno ponékud zvysit, pokud bychom misto hodnoty potencialu
v jednom konkrétnim bodé ve vzdalenosti r1 od po¢atku za ¢(r1) vzali hodnotu zprimérovanou
pfes celou kulovou plochu o poloméru r;. Neni to vSak pfili§ nutné, pokud je ki1 dostatecné
velké.

Kapacitu krychle pak ziskdme vydélenim néboje ) napétim U mezi jejim povrchem a ne-
kone¢nem, které je rovno

1

= o + ¢(r1)

U = pp — =
o = (00) = o + 4meoTo ro =11’

kde ¢o je potencial na povrchu krychle. Tak dostaneme

@(r1)rors

C = 4xe .
0 (ro — )0 + r10(r1)

Pii samotném numerickém feseni Laplaceovy rovnice muzeme s vyhodou vyuzit symetrie
problému vzhledem k zrcadleni podle soufadnicovych rovin (tj. vzhledem k zdménam typu
x — —x) a vzhledem k libovolné permutaci soufadnic (tj. napf. zdmeéné (z,y, z) — (y,z, 2)).
Stadi tedy pfi vypoctu v paméti drzet pouze hodnoty y;;x = ¢(ih, jh,kh) pro 0 <i < j < k.
Téch je proti véem moznym trojicim i, j, k pouze dvanictina. Toto opatfeni tedy jednoduse
snizi pamétovou ndro¢nost dvandctkrat (a ¢asovou ndro¢nost pfi pouziti jednoduché relaxacni
metody vice nez stokrat). V demonstra¢nim programu'? jej viak vyuzivame jen ¢astecné, a to
pro urychleni vypoctu. Moznost uSetfit pamét ozelime, protoze by to zdrojovy kéd zbytecné
komplikovalo.

Dalsim vylepsenim, které zavedeme do naseho vypoctu, bude pouziti metody zvané succes-
sive overrelazation (SOR). Ta odstratiuje nevyhodu obycejné relaxacni metody v podobé prilis
pomalé konvergence. Misto nahrazeni hodnot ¢ hodnotami ¢ ziskanymi vyjadfenim z diskreti-
zované verze laplacidnu nahradime ¢ novou hodnotou ¢+ (@ —¢)w, kde w je tzv. overrelazation

14) Vig krychle.pas na nasich internetovych strankach.
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parameter. Jeho optimalni hodnota je obvykle vétsi nez 1, proto tato metoda méni hodnoty ¢
vice nez obycejna relaxa¢ni metoda (odtud nézev).

Metoda SOR také nékdy vyuziva rozdéleni uzlové sité na ,Cerné“ a ,bilé“ uzly (podobné
jako poli¢ka na Sachovnici), pfiGemz iterace hodnot se provadi stfidavé na téchto podsitich.
Zaroven lze pouzit dalstho dimyslného triku zvaného Chebyshev acceleration, ktery spociva
v postupné zméné parametru w v prubéhu vypoctu. Na zacatku se polozi w = 1, néasledné se
pii kazdé iteraci jedné z podsiti jeho hodnota zméni na 1/(1 — ¢’w/4) (s v§jimkou prvniho
kroku, kdy se pouzije vyraz 1/(1 — 0*w/2)). Zde ¢ je tzv. spektrdini polomér iteraéni matice
a je charakteristicky pro danou tlohu a uzlovou sit. Hodnotu g lze najit zkusmo, pro nékteré
jednoduché tvary siti ji lze odvodit analyticky.

Pri vypoétu v demonstraénim programu jsme pouzili sif o velikosti N = 100. Pfitom
samotna krychle o hrané délky dvou jednotek zabirala uzly (i,j,k) pro ¢,5,k < M, kde M
jsme volili pfiblizné desetkrat mensi nez N. Po dosazeni dostatecné presnosti jsme z hodnoty
potencialu v bodé (N — p,0,0) pro vhodné p (volili jsme p¥iblizné p = 20) vypocitali podle
vyse odvozeného vztahu kapacitu krychle o hrané 2a (ktera je jednoduse a-nasobkem kapacity
krychle o hrané 2). Vyzkousenim nékolika riznych nastaveni parametri vypoctu a srovnanim
ziskanych vysledki jsme odhadli relativni chybu na faddové jedno procento.

Finalni vysledek naseho snazeni zni

C

4’1‘(50(1

=1,334+0,02.

Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Kvantova mechanika

V této kapitole seridlu zabrousime do vod kvantové mechaniky a zopakujeme si reseni
parcialnich diferencialnich rovnic!®. Tentokrat se viak na rozdil od druhého dilu neomezime
na stacionarni problémy, ale budeme jiz modelovat ¢asovy vyvoj.

Budeme fesit zndmou Schrédingerovu rovnici, kterd ma pro jednorozmérny ptipad bez-
strukturni ¢4stice pohybujici se v potencidlu daném funkci V(z) tvar

op(z,t) B 9*Y(x,t)

ot — 2m  Ox?
kde h je jedna ze dvou inkarnaci slavné Planckovy konstanty, m je hmotnost uvazované ¢astice,
i je imaginarni jednotka (tedy v/—1) a 1 je vlnova funkce, popisujici stav ¢astice. Kvadrat jeji
absolutni hodnoty (jde o komplexni funkci) uréuje hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
v Case t v bodé x.

ih + V(x)y(x, 1),

Nektefi z vas mozna nejsou uplné kovani v pocitani s komplexnimi ¢isly, a tak si dovolime
Schrédingerovu rovnici prepsat na soustavu dvou PDR pro redlnou a imaginarni ¢ast vlnové
funkce. Ty uZ jsou normalnimi redlnymi funkcemi, tedy nic nového pod sluncem'®. Jestlize
tedy zapiSeme vinovou funkci jako

'(/}(:E,t) = wR(x’t) + iwf(xvt) )

muzeme Schrodingerovu rovnici zapsat jako soustavu

Or(z,t)  h *Yr(x,t) | 1
o~ am ow2 T nV@vilmt),
31/11(937 t) h 32?/11%(»’07 t) 1
= — - =V t).
ot 2m  Ox? h (@)¥r(@,1)
V této kapitole se blize podivame na ¢astici v poli harmonického oscilatoru, tedy na po-
tencidl V(z) = %kxz, kde k je ,tuhost“ oscilatoru. Dosadime tedy a zaroven piejdeme od

soufadnice = a Casu t k bezrozmérné soufadnici X a ¢asu 7 definovanym vztahy

) h? [k
x=X , T=1/—".
4m m
Dostaneme tak po Gpravé

awR(Xv T) — _aQwI(X’ T) + EXQU)I(X7 T)a

or 0X?2
oYr(X,1) PYr(X,7) 12
ar = oxz  a~ vr@7).

15) Pro vyklad této problematiky viz druhy dil seridlu & studijni text Uvod do programovani dostupny
na FYKOSim webu.

16) Pokud jste se alespoii trochu seznamili s nasim studijnim textem Uvod do programovani — jestlize
ne, pak vam to viele doporucujeme.
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Snadno se miZete presvéddéit, ze tuto soustavu fesi napriklad funkce

bt = (5 (£).

Yr(X,7) = —exp (_X72> sin (%) ,

Ty predstavuji stacionarni gaussovsky vlnovy balik se stfedem v pocatku soutfadnic (hustota
pravdépodobnosti je P(X,7) = [¢r(X,7)> + [¢1(X, 7)]* = exp(—X?/2)).

Uloha IV .S ... kvantovy harmonicky oscilator
Modelujte ¢asovy vyvoj vinové funkce ¢astice, kterou umistime do potencilu V(z) = %ka
a kterd je v ¢ase 7 = 0 popsana vlnovou funkci

(X —4X0)2> 7

-G
Yr(X,0)=0.

Jednd se tedy o vlnovy balik se stfedem mimo pocatek. Prozradime vam, ze jde o tzv. kohe-
rentni stav harmonického oscildtoru a vlnovy balik by mél harmonicky kmitat kolem pocatku
s thlovou frekvenci /k/m stejné jako klasickd ¢astice.

Pokud se vam toto podari namodelovat, muzete vyzkouset, jak se budou chovat vlnové
baliky o jiné Sifce (tedy se jmenovatelem v exponencidle odlisnym od ¢tyt), pfipadné jak bude
situace vypadat pfi jiném pribéhu potencialu.
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 3455 7 6 34 100 67

1. Airidas Korolkovas 4 4 2 2 4 5 21 87 46

2. Jan Hermann G Cesky Krumlov - —-—43 4 - 3 14 90 38

3.—4. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary 4 243 - 65 24 83 34

Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha - - -4 - - - 4 89 34

5. Peter Onddc¢ G Humenné 112 -1 - — 5 56 20

6. Juraj Hartman Jiraskovo G Nachod 3 -2 - - - - 5 68 17

7. Prabhat Rao Pinnaka 001 1 1 - 3 28 11

8.—9. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha - - - - 0o 8 7

Dalimil Mazdc¢ G Jana Keplera, Praha - - - - 7 140 7

10. Marek Necada G Jihlava - --1- -3 4 36 4
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 3 45 4 7 6 33 100 66

1. Zuzana Docekalova G Ostrava - Hrabuvka 11314 4 - 14 70 42

2. Petr Rysavy G J. Heyrovského Praha 22412 3 - 14 68 41

3. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin - 2311 2 4 13 65 40

4. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 4 1 4 2 3 6 — 20 77 33

5. Jdn Bogadr G Ludovita Sttra, Trenéin 3 -312 2 - 11 61 27

6. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad 3 -2 -4 6 — 15 79 26

7. Katerina Honzdkova G Jana Keplera, Praha 4 3 - - - - - 7 84 21

8. Veronika Pastykovad G J. Ortena, Kutna Hora 01201 2 - 6 36 17

9.—12. Jana Bazovad G Ludovita Stara, Trenéin 2 -1 -1 - 4 45 13

Martin Chudjak SPS Martin o -1- - - - 1 37 13

Michal Miller G Jevicko 331 - - - - 7 72 13

Lada Peksova G Ch. Dopplera, Praha 2 -2 - - - - 4 68 13

13. Frantisek Steinhauser G Dacice - - - - = - - 0 50 10

14.—-15. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - - - 0o 82 9

Lukads Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov - - - - = - - 0o 8 9

16. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava 1010 - — — 2 26 7

17.—-18. Michal Spanko G Havlickav Brod 2 1 - - = 3 38 5

Anna Vacitova VOS a SPS G Evropskd Praha - — — — — — — 0 25 5

19. Irena Pavlickovd G a SOS Frydek-Mistek - - - - - - = 0 100 3

20.—21. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin - - - - - - 0 67 2

Simona Larnkova G Havlickav Brod - - - - - - = o 17 2
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Kategorie tretich rocniku

jméno $kola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 345 5 7 6 34 100 67

1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 4 3 -13 6 — 17 85 44

2. Hana Sustkovd G Trutnov 32213 73 21 64 43

3. Karel Kolar G Spitalska, Praha 23214 4 - 16 73 38

4. Michal Maizner G Zilina - Vléince 3 -1 -2 - - 6 70 32

5.—7. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha - -4 - - -5 9 84 31

Michal Koutny G Masarykovo nam., Ttebic¢ 4 - 3 4 - 11 76 31

Peter Vanya G Jura Hronca 5 3 — 1 2 - 11 67 31

8. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin 3 2 - - 3 - 8 56 27

9. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - - - - - - 0 88 23

10. Zuzana Chlebounova G M. Kopernika, Bilovec 2 - - - - 6 - 8 77 20

11. Alzbéta Kadlecova G Jana Keplera, Praha 2 - — 4 - 6 60 18

12. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha --111 - - 3 53 16

13. Martin Zahradnik G Trfebon 2 2 - - - - 4 65 15

14. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 3 2 - - - - 5 52 14

15. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém - - - - - - = 0 52 12

16.—18. Jana Figulovd G Ludovita Stara, Trenéin 2 -2 - - - - 4 78 11

Dana Suchomelovad G Ludovita Stara, Trenéin 3 -3 - - - - 6 73 11

Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha — - - - - 0 69 11

19. Vaclav Obrdzek G Jana Keplera, Praha 3 -1 - - - - 4 67 10

20.—21. Eva Haskovd G a SOS Upice 1111 - - — 4 29 8

Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem - - - -4 - - 4 62 8

22.-23. Richard Polma G Mlada Boleslav 2 -3 -1 - - 6 46 6

Ondrej Ruzicka G a SOS Hotice - - - - - - - 0 38 6

24. Miroslav Klimos$ G M. Kopernika, Bilovec - - - - - - - 0 83 5

25. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - = 1 - - - 1 20 1
Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 3455 7 6 34 100 67

1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 22211 3 - 11 44 27

2.—3. Zuzana Bogdrovad G TLudovita Stutra, Trendin 212 - - - — 5 59 13

Tomds Volf G P. de Coubertina, Tébor - - - - - = = 0 65 13

4. Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava — - - - — 0 44 12

5.—6. Petra Knazekovad G Ludovita Stara, Trenéin - - = - 0 5511

Ondrej Maslikiewicz SPS Hronov 121 - - - - 4 48 11

7.—8. Tomas Bartonék G O. Havlové, Ostrava - Poruba 2 0 1 0 0 1 - 4 17 7

Barbora Veselkovd G TLudovita Sttra, Trendin - - - - - - - 0 44 7

9. Barbora Drozdovd G Ludovita Stara, Trenéin 213 - - - - 6 55 6

10.—11. Michal Gallovi¢ G TLudovita Sttra, Trendin 111 - -1 — 4 22 4

Michal Pokorny G Décin - - - = - = = 0 67 4

12. Ondrej Palla SPS Hronov - - - - - - o 17 3
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holecéovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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