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FYKOS, XXI. rocnik

Predmluva

Mily c¢tenari,

praveé se zacitas do rocenky XXI. ro¢niku Fyzikalniho korespondenc¢niho seminéare
Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy (FYKOSu MFF UK), ktery
probéhl ve skolnim roce 2007/2008.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondencni soutézi
pro zaky stfednich skol u nas. Je organizovan predevsim studenty a zameéstnanci
Matematicko-fyzikalni fakulty UK a také zaméstnanci Ustavu teoretické fyziky.
Snazi se zaujmout studenty se zajmem o fyziku, matematiku, techniku, zkratka
svét kolem nas. Nasim cilem vzdy bylo rozvijet talent a fyzikalni mysleni, pro-
toze véfime, ze Clovék, ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikalnimi
problémy) a citi touhu dobrat se feSeni, se v zivoté vzdy velmi dobfe uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z resiteld obdrzi celkem sedm sesSitkl, v nichz na-
lezne Sest sérii po sedmi ulohach, z nichz jedna je experimentalni a jedna tzv.
serialova. Zadavané dlohy vsak nejsou prilis podobné tém, které znate z hodin
fyziky. Vyzaduji vidy ponékud hlubsi ivahu, trochu dtvtipu nebo néco z vyssi
matematiky. Neztidka je treba zapatrat na internetu nebo v odborné literature.
Ucastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec vypracuji a poslou nam k opraveni
at uz klasickou postou nebo pres internet. Organizatori pak jejich feseni okomen-
tuji a vysveétli pripadné chyby. To vSe posleme zpét resiteltim, véetné vysledkovych
listin, kde se kazdy mtiize podivat, jak obstal v konkurenci svych vrstevniki. Na
konci roc¢niku jsou nejlepsi resitelé nalezité odmeénéni.

Kromé samotného korespondenc¢niho seminare pripravujeme pro nase reSitele
i jiné aktivity. Témi nejpopularnéjsimi jsou bezesporu dvé tydenni soustiedéni,
jedno na jare a druhé na podzim. Béhem nich se zhruba 30 nejlepsich resiteld do-
zvi mnoho zajimavého z fyziky a matematiky na dopolednich prednaskach a jedno
odpoledne pak teorii ovéruji v praxi pfi riznych experimentech. Nechybi samo-
zfejmé ani odpocinek a zabava v podobé nejriiznéjsich her v prirode.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jed-
notlivé katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného
vyzkumu v Rezi. Nagim fesitelim tak umoziujeme navstivit velmi zajimava vy-
zkumna pracovisté, kde se déla opravdova fyzika.

I letos se ndam podarilo protahnout tento Den na cely Tyden s aplikovanou
fyzikou, v jehoZ ramci jsme kromé prazskych pracovist navstivili také optické
dilny v Turnové, severoceské elektrarny spoleénosti CEZ apod. Velmi vydaieny
byl i letosni roénik FYKOSiho Fyziklani, kterého se zucastnilo 40 tymu z Ceské
i Slovenské republiky. To je pro nas presvédcivym dikazem, ze zdjem o fyziku
i o nasi fakultu je v fadach stredoskolaki stale velmi silny.

Na nasich webovych strankach http://fykos.mff.cuni.cz mohou nejen resi-
telé sledovat aktualni déni. Kromé zadani a feseni uloh ze soucasného i minulych
ro¢niki zde naleznou pribézné aktualizovanou vysledkovou listinu, fotky a repor-
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Predmluva

taze z nasich akci, diskuzni féorum, podrobné informace a pravidla pro zapojeni se
do soutéze a jesté mnohem vice, ostatné posudte sami.

niku. Zadani jsou zameérné oddélena od tesSeni, chceme tim ponouknout ¢tenére,
aby se pred pouhym prectenim feSeni pokusil tlohu sam rozmyslet. Dalsi ¢asti
je Seridl o pocitacové fyzice, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci knizky
se nachazi kratké ohlédnuti za letosnimi soustiedénimi a jinymi akcemi a seznam
nejlepsich resitelti ro¢niku.

Pokud té FYKOS zaujme natolik, ze by ses chtél stat tcastnikem nebo se
pouze na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, nevahej a napis
nam. Jsme nepretrzité k dispozici na emailu fykos@mff.cuni.cz, pripadné také
na postovni adrese a telefonu

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 526
www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

A jak vypadal XXI. ro¢nik o¢ima statistiky? Resilo jej 77 studentti z 49 zaklad-
nich a strednich skol ze ¢tyr stati. Prehled skol podle tispésnosti jejich studentt
uvadime nize. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze organizatori opravili celkem 1114
doslych reseni.

Poradi skol

Nazev skoly Pocet resitelt Priamér Celkem
G Ludovita Sttra, Tren¢in 12 36,1 433
G Jana Keplera, Praha 7 47,1 330
G Ch. Dopplera, Praha 4 49 196
G Ostrava - Hrabuvka 1 116 116
G J. Heyrovského, Praha 1 113 113
G J. K. Tyla, Hradec Kralové 1 112 112
G Spitalska, Praha 1 105 105
G Trutnov 1 102 102
G Masarykovo nam., Ttebic¢ 1 102 102
G Lesni ¢tvrt, Zlin 1 101 101
PCG Karlovy Vary 1 80 80
SPS a SOU Letohrad 1 78 78
G M. Kopernika, Bilovec 2 38 76
G Cesky Krumlov 1 75 75
G Jura Hronca, Bratislava 1 72 72
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Zadani teoretickych tloh

Uloha I.1 ... mihani krajiny

Prozkoumejte skutecnost, ze se pri pohledu z jedouciho vlaku vzdalenéjsi ob-
jekty na horizontu zdanlivé pohybuji po okné pomaleji, zatimco sloupy u trati se
jen tak mihnou. Jak zavisi tato zdanliva rychlost pohybu krajiny na jeji vzdale-
nosti od cestujici vefejnosti? (fesent str. 12)

Uloha I.2 ... zachrarite bublinu
Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil
bublinu, ktera zacala stoupat. Jakou rychlosti bude stoupat? Bude se tato rychlost
ménit? Za jaky Cas vystoupa az na hladinu? Jak velka je nejrychlejsi bublina?
(Tesent str. 13)

Uloha I.3 ... vaZime si Slunce
Navrhnéte nékolik metod ke stanoveni (odhadu) hmotnosti Slunce, dostate¢né
je vysvétlete a vypoctéte podle nich hmotnost nasi nejblizsi hvézdy.
(fesend str. 15)

Uloha I.4 ... zachrarite pivo

Nakladni automobil jedouci rychlosti v veze lahve piva. Ridi¢ si nahle v&iml,
ze po ujeti vzdalenosti d ho ¢eka nebezpecna zatacka, ktera ma polomeér R. Vzijte
se do ridice a vymyslete, jakou taktiku zvolit pti brzdéni, jestlize pocet rozbitych
lahvi piva je timérny nejvétsimu zrychleni a vy jich chcete rozbit co nejméneé.
Zbytek piv mizete za odménu vypit. (fesent str. 16)

Uloha I.P ... orosena odména aneb af vam kozel neutece
Chovate neposlusného kozla, jehoz oblibou je preskakovat plot k sousedtm.
Nahanéni kozla uz méate pokrk, proto jste nakoupili vyssi pletivo, kterym chcete
svilj pozemek nové oplotit. Misto, kde ma plot stat, je ve svahu, a tak je situace
trochu komplikovanéjsi. Vy si ale jisté poradite. Pod jakym thlem plot vzhledem
ke svahu postavit tak, aby bylo pro kozla co mozna nejobtiznéjsi jej preskocit?
(fesend str. 19)

Uloha II.1 ... flusanec

Predstavte si, ze jedete rychlikem. Divate se ven z otevieného okna a sledu-
jete okolni krajinu. O tfi okna dal po sméru jizdy né€jaky zakerny lump vyplivne
zvykacku. Kolik ¢casu mate, abyste stihli uhnout? Samozirejmé predpokladame, ze
zvykacka je dokonala koule a z okna nebyla vyhozena, nybrz vlastné polozena do
proudu vzduchu. (Tesent str. 20)
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Uloha I1.2 ... zmoklé auticko
Navrhnéte sklon a tvar pfedniho skla automobilu tak, aby z néj kapky destové
vody pfi rychlosti auta 80 km/h nestékaly doli, ale do stran. Ovéite, zda vas
vysledek odpovida skutecnosti. Co dalsiho urcuje sklon ¢elniho skla?
(Tesent str. 22)

Uloha I1.3 ... vino tece proudem

Vinafi a ridi¢i kamiont dobfe znaji sikovné prelévani kapalin z tézkych na-
dob. Vinar Ignac chce stocit vino z jednoho demizonu do druhého. Nejprve polozi
prazdny demizon na zem a plny do vysky A. Potom demizony propoji hadickou
a trochu z ni zespodu potahne. Vino zacne samovolné proudit do spodniho de-
mizonu. Za jak dlouho bude vsechno vino stoceno? Predpokladejte, ze demizony
jsou stejné valce poloméru R a vysky H. (fesent str. 23)

Uloha II1.4 ... nabita anténa

Dva stejné naboje umistime na oba konce tuhé nevodivé tycky. Jaky vykon
budeme potrebovat na otaceni tycky konstantni thlovou rychlosti kolem osy pro-
chazejici stredem tycky? Tteni zanedbejte. (fesent str. 28)

Uloha I1.P ... zachrarite bublinu?

Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil
bublinu, ktera zacala stoupat ... Kdyz vSak podle stavové rovnice idealniho plynu
vypocitate hustotu vzduchu v bubling, zjistite, ze je bublina tézsi nez voda. Je to
mozné?

Pokud souhlasite, vysvétlete svoji odpovéd. Pokud nesouhlasite, vypoditejte,
jaké budou parametry bubliny (pfedevs$im hustota). (tesent str. 35)

Uloha III.1 ... Angli¢ani a Skoti
Predmétem této ulohy je, abyste odhadli, jak by se zménila rychlost rotace
Zemé, kdyby Anglicani a Skoti zacali jezdit vpravo misto vlevo.
(Tesent str. 36)

Uloha III.2 ... vytah aZ do nebe

Urcete, jaké fyzikalni vlastnosti musi mit materiadl zavésného lana vytahu,
ktery spojuje povrch Zemé a obéznou geostacionarni drahu. Je viibec takovy ma-
terial na Zemi dostupny? (fesend str. 38)

Uloha III.3 ... hopsani po naklonéné roviné

Malou kulicku hodime vodorovné na naklo- 7
nénou rovinu. Kulicka po ni za¢ne poskakovat
a po N odrazech dopadne kolmo k povrchu na-

klonéné roviny (viz obr. 1). Jaky je tihel o naklo- = Vi
néné roviny? Predpokladejte, ze se kulicka odrazi Obr. 1. Priklad trajektorie
dokonale pruzné, rotaci kulicky neuvazujte. kulicky pro N =4

(fesent str. 41)
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Uloha III. 4 ... &astice na poli

Meéjme elektrostatické pole neménné v case. Do toho pole vkladame na stejné
misto nabitou ¢astici s nulovou pocatecni rychlosti. Peclivé sledujeme, jak se ¢as-
tice pohybuje, a zaznamenavame si jeji trajektorii. A co nas prekvapi — trajektorie
Castice nezavisi na jeji hmotnosti. Dokazete to vysvétlit? (fesent str. 42)

Uloha III. P ... priliv a odliv

Priliv a odliv jsou zptisobeny slapovymi silami, tj. predevsim gravitacni silou
Meésice. Priliv se opakuje kazdych 12 hodin a 25 minut, nicméné na zemékouli pozo-
rujeme vzdy dva prilivy na opac¢nych stranach zemékoule. Tzn. jeden priliv obéhne
Zemi za dvojnasobek doby, tj. asi 25 hodin. Tudiz na rovniku o délce 40 000 km
se priliv musi pohybovat pfiblizné rychlosti 40000/25km/h = 1600km /h. To je
dokonce vice nez rychlost zvuku ve vzduchu.

Ze zkuSenosti vSak vime, ze voda v mori touto rychlosti neproudi, nebot lodé
nam vozi banany z Kostariky atd. Je tedy néjakad chyba ve vypoctu, nebo je
potieba vysledek interpretovat jinak? (fesent str. 47)

Uloha IV .1 ... znaji véely geometrii?

Jestlize jste nekdy videli veeli plast, jisté vas upoutala pravidelnost, s jakou je
vybudovan. V podélném rezu tvori stény bunky pravidelny sSestitthelnik a bunky
jsou k sobé seskupeny tak, ze pokryvaji celou rovinu plastu.

Pro¢ maji vceli bunky tvar praveé sestitthelniki, a ne napriklad obdélnikt nebo
pétithelnika? (Tesent str. 48)

Uloha IV .2 ... zahrivani koule

V této tloze budeme studovat vliv teploty na moment setrvacnosti kovového
télesa. Pro tento icel nechame télesem prochazet pevnou osu, kolem které se bude
otacet. Jak se zméni moment setrvacnosti J télesa pri zvyseni jeho teploty o AT,
je-li koeficient teplotni roztaznosti kovu «. Pokud si nevite rady, zkuste uvazovat
kouli nebo vélec. (Tesent str. 49)

Uloha IV .3 ... sopka buraci

Nedavno v televizi probéhl dokument o vybuchu sopky Krakatoa v srpnu 1883.
Pozoruhodné je, ze rachot vybuchu docasné ohlusil lidi (néjakou dobu nic neslyseli)
ve vzdalenosti 50 km od vulkanu. Dokonce byl slyset jako vzdalené himéni ve mésté
Alice Springs v centralni Australii, tj. asi 5000km (slovy pét tisic kilometri) od
sopky.

Jaka byla hodnota akustického tlaku v dB v misté vybuchu? Miizeme pred-
pokladat, ze plati zakon tbytku intenzity se ¢tvercem vzdalenosti, ¢i jaky zakon
ubytku intenzity bude platit pro tento pripad? (fesent str. 50)

Uloha IV .4 ... zachrarite ledvinu
UOOZ' zjistil, e mafie disponuje mobilnimi véale¢nymi lasery, které jsou
vSechny tizeny z centraly v horském pohrani¢nim sidle Obernieredorf, vzdaleném

1) Utvar pro odhalovani organizovaného zlo¢inu
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od zbrani maximéalné 50 km (ve vétsi vzdalenosti je signél uz slaby a nespolehlivy).
Z centraly sleduji déni v podsvéti v Karlovych Varech, na které vSechny lasery
mifi, aby udetily v pravy cas.

Pomozte nevinnym obyvatelim Karlovych Vart nalézt vhodny tvar, prip.
i umisténi spojité zrcadlové plochy, ktera by pokud mozno vsechny laserové
paprsky odrazila nejlépe na ridici centralu! Problém mitizete fesit v roviné, ale
zejména ocenime prostorové reSeni, pokud existuje. Samoziejmé je pozadovan
dtkaz, aby Karlovarsti penize neinvestovali zbytecné. (fesent str. 52)

Uloha IV.P ... projekt 5

Navrhnéte spravedlivou (¢i co nejvice spravedlivou) pétisténnou kostku. Pies-
né€ji mame na mysli takové pétisténné téleso, které se pri hodu na podlozce zastavi
na kazdé své sténé se stejnou pravdépodobnosti. (fesend str. 55)

V paté sérii opustime fyziku a vykrocime do svéta sci-fi. Vesmir brazdi nemalo
kosmickych lodi a také Rama®. Rama je obii mezihvézdné plavidlo zkonstruované
mimozemskou civilizaci, ktera priplula do slunec¢ni soustavy. Pripravime vas na
odvaznou vypravu do jeho nitra a zamyslime se nad strastmi, které na vas cihaji.

Rama ma tvar valce o délce 54 km a vnitrnim priméru 16 km. Jeho vnitrek je
vyplnén vzduchem. Rama ma dokonce svou vlastni umélou gravitaci, ktera vznika
tim, ze se otaci kolem své osy jednou za ¢tyri minuty. Na vnitfnim povrchu plasté
ma vzduch tlak jedné atmosféry.

plosina
vstup
Zebrik

schody

Obr. 2. Pohled na Ramu

2) A. C. Clarke: Setkani s Ramou, Navrat Ramy, Zahrady Ramovy, Rama tajemstvi
zbaveny.
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Uloha V.1 ... pozor, neudus se

Vstup do Ramy je otvor uprostred jedné podstavy. Predtim, nez vstoupis a sun-
das si skafandr, si vSak rozmysli, zda je na jeho ose dychatelny vzduch. Jaka je
jeho hustota v porovnani s hustotou na vnitfnim povrchu, je-li teplota vzduchu
vSude stejna? (fesent str. 58)

Uloha V.2 ... otdzka preziti

Od vchodu vede k vnitfnimu povrchu zebrik. Jiz jsi po ném sestoupil kilometr,
kdyz vtom jsi neopatrné sklouzl a pustil se zebtriku. Jakou rychlosti dopadnes na
povrch Ramy a za jak dlouho? Mas Sanci prezit? (fesent str. 61)

Uloha V.3 ... schody z nebe

Zebtik vede jen dva kilometry na plosinu, ze které se dale sestupuje po scho-
dech, jez se mohutnym obloukem klenou nad krajinou. Schodisté ma zvlastni tvar.
Je totiz postavené tak, Ze se na kazdy krok vynalozi stejna prace. Odvod, jak za-
visi vyska schodu na vzdalenosti od osy Ramy, pokud je délka schodt konstantni.
Také miizes urcit, jaky tvar ma onen oblouk. (fesent str. 62)

Uloha V .4 ... sluneéni konzerva

Rama cestuje mezi hvézdami tak, ze polovinu ¢asu rovnhomeérné zrychluje a po-
lovinu ¢asu rovnomeérné zpomaluje. Pravé se pohybuje kolem Slunce po parabole
s vrcholem na orbité Zemé. Energii ziskava ze slune¢niho zafeni (zadny reaktor
nebo obf#i baterie jsi na ném neobjevil) a jeho povrch absorbuje 80 % dopadajici
energie. Nasbira pri priletu slunecni soustavou dostatecnou energii, aby se dostal
k Siriu, ktery je vzdalen 12 svételnych let, za 24 let? (fesent str. 65)

Uloha V .P ... ramatreseni
Uspésné ses dostal na povrch Ramy. Z ni¢eho nic se Rama nékolikrat otfasl
a zda se ti, ze se zménila rychlost jeho rotace. Tato otazka té velice tizi. Navrhni
proto nékolik zptisobt, jak bys zménénou periodu rotace urcil.
(tesent str. 69)

Ptak FYKOSak letél v 1été 2007 na prazdniny do Jizni Ameriky. Svij vylet
dlouho planoval, chtél obletét cely kontinent, zhlédnout husté amazonské pralesy,
zasnézené vrcholky And, patagonské niziny i poust Atacama, jezero Titicaca a plaz
Copacabana. Cesta vSak dopadla tragicky, ptak FYKOSak se uz nikdy nevratil.

Kdyz letél nad kolumbijskymi pralesy, byl mylné povazovan za tajného agenta
CIA a upadl do zajeti Revoluc¢ni ozbrojené lidové armady Kolumbie (FARC). Jiz
témér rok je pterodaktyl uvéznény kdesi v zajateckém tabore uprostred kolum-
bijské dzungle, strada hladem a steskem. Za jeho propusténi pozaduje FARC vy-
soké vykupné. Pokud bychom ho chtéli zaplatit, museli bychom zrusit soustiedéni
a mozna i cely seminar na nékolik let.

Dejte své chytré hlavy, silné paze a odvahu dohromady a pomozte nam vysvo-
bodit ptaka FYKOSaka!
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Uloha VI.1 ... pterodaktyl sestielen
Pterodaktyl letél ve vysce 1 km nad pralesem rychlosti 4 m/s. Guerillovy valec-
nik, drzici v ruce kalasnikov (kulka opousti hlaven rychlosti 710 m/s), ho spatfil
nad hlavou a vystrelil. Ptak FYKOSak byl trefen do kiidla a zacal padat. Jak
daleko od vale¢nika dopadl? (Odpor vzduchu si dovolte zanedbat.)
(Tesent str. 70)

Uloha VI.2 ... vareni hada

Ubohy pterodaktyl ze své klece s obavami pozoruje divokou zvér v okolni
dzungli. Zejména ho zaujal parek bezstarostnych hadu, kteri se chystali vlézt do
jeho klece. Véznitelé je vSak netprosné sevteli klacky tvaru pismene Y. Z hadi
bude vyborna vecere, malou radost z toho ma i ptak FYKOSak, ackoliv dava
prednost jinému nez hadimu masu.

Tuhé maso jedovatych hadd se musi varit pri vyssi teploté, k tomu se pouziva
papinak. Nadoba se naplni z poloviny vodou, v druhé poloviné ztstane vzduch,
potom se uzavie a pomalu zahtiva. Pti jaké teploté se zacne voda v hrnci varit?
V jakych fazich voda existuje pri rostouci teploté? (fesent str. 71)

Uloha VI.3 ... hadi polévka T

Kdyz je hadi maso uvarené, kuchafi z néj pripravuji
hadi polévku v médénych hrncich, které maji tvar polo-
koule o primeéru 40 cm. Hrnec s polévkou davaji potom

vychladit do nedalekého jezera. Kdyz ho nechaji plavat,
ponoiise o 10 cm. K bodu na okraji hrnce je pripevnén fe-
tizek. Pokud za retizek zatdhneme, a zvedneme tak okraj

hrnce o 10 cm, natece do hrnce voda?

(fesent str. 72) Obr. 3. Kotlik

Uloha VI.4 ... rychly uprk s fetizkem

Ptdk FYKOS&ak stateéné prchi chodbou (nemtze v ni letét), v patdch ma
dva vojaky, kterym se pred okamzikem vymkl z pout. Chodba zataci ve tvaru
pismene L a pterodaktyl horlivé premysli, jak dal.

Chodba je siroka w, pterodaktyl bézi rychlosti vo a zatacka je ve vzdalenosti d.
Pokud velikost ptakova zrychleni dosdhne hodnoty axit, pterodaktyl uklouzne,
spadne a bude chycen. Po jaké draze ma bézet a jak se ma naklanét, aby ho
zatacka zdrzela co nejméné? (Tesent str. 74)

Uloha VI.P ... mission impossible
Naplanujte zachrannou misi a vysvobodte ptaka FYKOSéaka. Nezapomerite na
plan B, prip. C. (fesent str. 77)
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Reseni teoretickych dloh

Uloha I.1 ... mihdni krajiny

Prozkoumejte skutecnost, ze se pii pohledu z jedouciho vlaku vzdalené€jsi objekty
na horizontu zdanlivé pohybuji po okné pomaleji, zatimco sloupy u trati se jen
tak mihnou. Jak zavisi tato zdanliva rychlost pohybu krajiny na jeji vzdalenosti
od cestujici verejnosti?

Nejprve je dilezité si uveédomit, ze
pri sledovani svého okoli pozorujeme
thlové weliciny (zorny uhel, Uhlova
rychlost, thlové zrychleni...). Uva-
zujme nyni situaci jedouciho vlaku
v soustavé spojené s vlakem. Vlak

v vAt  objekt

tedy stoji (zanedbavame drobné vy- —

chylovéni jednotlivich vozil) a jeho vagon vlaku

okoli se pohybuje rychlosti v. Sledu-

jeme objekt ve vzdalenosti [, ktery se Obr. 4. Zdanlivy pohyb krajiny

viiéi nAm pohybuje rychlosti v. Uhel,
ktery svira vektor rychlosti se spojnici vlaku s objektem, oznac¢me «. Pro tithlovou
rychlost objektu na obzoru poté dostavame vztah

o % _ i st v At sin o
At At & | — vAtcos '

Jelikoz se pri pohybu obecné tihel mezi rychlosti a spojnici méni, musime
uvazovat nekonecné malé casové useky, proto v limité dostavame

w— lim i At vAtsin __ vsina
T At—0 At &8\ I - vAtcosa Sl

Zde jiz vidime hledanou zavislost, zdanliva rychlost objektt je nepfimo imérna
vzdalenosti od cestujici verejnosti. V obecném pripadé je téz timérnd sinu thlu
mezi vektorem rychlosti a spojnici s pozorovateli ve vlaku.

12
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Uloha |.2 ... zachrarite bublinu

Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil bub-
linu, ktera zacala stoupat. Jakou rychlosti bude stoupat? Bude se tato rychlost
ménit? Za jaky cas vystoupa az na hladinu? Jak velka je nejrychlejsi bublina?

Vypusténou bublinu o objemu V' Zene nahoru vztlakova sila Fy, = Voxg a proti
ni pusobi odpor prostredi spolu s tihou F. Pro odporovou silu pouzijeme New-
tontiv vztah

Fodp = %CSQ}{(P .

Bublinka brzdéna touto silou dosdhne velice brzy ustélené rychlosti dané (pro jeji
okamzité rozméry) rovnovahou

Fodp+FG :FVZ7
%CSQkU2 +nMmg = Voxg,

kde n znac¢ime latkové mnozstvi a My molarni hmotnost vzduchu (= 29 g/mol).

Neni zadnym prekvapenim, Ze velikost bubliny se bude béhem stoupani ménit,
protoze se méni okolni tlak. Vztah mezi tlakem a hustotou (objemem) néjaké latky
popisuje jeji stavova rovnice. V extrémnich podminkach Marianského prikopu mu-
sime pouzit van der Waalsovu rovnici, protoze vzduch, byt daleko za kritickym
bodem, tu ztraci vlastnosti idealniho plynu. Plati

n\2 \%
(p—l—a(v) > (E b) — RT,
kde a = 0,14 J-m*mol 2 a b = 3,64 - 10~ ° m*-mol~*. Tlak p v hloubce h je p(h) =
= hokg + Patm, nicméné atmosféricky tlak lze bez obav zanedbat (chyba timto
zanedbanim zpusobena je v fadu desitek sekund).

Chtéli bychom nyni ze stavové rovnice vyjadrit V' jako funkci hloubky h, coz
je dost obtizné, a hlavné vysledek by byl kvli slozitosti dale nepouzitelny. Neudé-
lame ovsem velkou chybu, kdy# ¢len a(n/V)? prohlasime za mnohem mensi nez p
a z nasich iivah ho vypustime. Zaroven predpokladame, ze teplota bubliny 7" bude
konstantni a rovna pfiblizné 4 °C, kterou o¢ekavame v takovych hloubkéch (je to
teplota nejhustsi vody). Pak

RT
bhoyxg

V:nb(l-l— > = nbv(h),
kde jsme pro tsporu mista zavedli funkci hloubky v(h).

Dalsi problém je otazka tvaru bubliny. V literaturese lze docist, ze malé bub-
linky zachovavaji priblizné kulovy tvar, zatimco vétsi bubliny se mohou rtzné
protahovat ¢i zplostovat v zavislosti na rychlosti obtékani. Také samotné stoupani
se nedéje po primce, nybrz po spirale. My tu uvazujeme kulovou bublinu stoupajici
pfimo vzhiru. Pak je C' = 0,48 a pri¢ny prurez bubliny je roven

2/3
S=nr’=n (%) = i/%ﬂn?b%z(h) :
3

13



FYKOS, XXI. rocnik

Ustélena rychlost stoupéni tak (z vySe uvedené rovnovahy sil) vychazi

o [ 20 fn Vov(h)o— M
90,C | w /bv(h)/4
Protoze se rychlost s hloubkou méni, ¢as neziskdme jinak nez integraci casového
elementu dt = dh/v(h) ptes vSechny hloubky od H = 11km az k hladiné. Tudiz

H 31342
; :/ dh 9w QkC b / ) dh.
0 ’U(h) 128 n \/by Qk —

Tento integral nam staci vypocitat numericky, coz zvladne i lepsi kalkulacka, na-
tozpak Ctenar letosniho seridlu, a vycislime-li i ostatni konstanty (hustotu motské
vody bereme gx = 1050 kg-m_3), dostaneme

t= 1,1 10 4 5.mol'/¢ .

on

0 T T . , ]
_2 — . /, —
—4 R _
E /‘,./ ,,’/
£, o
< 6 7]
-8 PR _
van der Waalsova rovnice
2 Zjednodudend VdW rovnice (@ = 0) -------
—-10 - .~ . C 1 flt —
Rovnice pro idedlni plyn (2 My, =0) --- -
1 1 1 1
0 50 100 150 200
t [min]

Obr. 5. Graf zavislosti h(t) pro jednomolovou bublinku

Jednomolova bublina (pokud se po cesté nerozpadne) vyplave asi za 3 hodiny.
Vétsi bublina poplave rychleji, mensi pomaleji. Na prilozeném grafu je vynesena
zavislosti okamzité hloubky bublinky na c¢ase podle rtznych stupni priblizeni pii
feseni této ulohy. Pokud bychom pouzili stavovou rovnici idealniho plynu a neu-
vazovali hmotnost vzduchu (proc?), dostali bychom asi 2,5 hodiny. Naopak pokud
bychom postupovali podle nezjednodusené van der Waalsovy rovnice, ¢as vystupu
bubliny by se oproti uvedenému vypoctu priblizné o ptl hodiny protahl. V kazdém
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Resent teoretickych tiloh

pripadé jsme ziskali jen dolni odhad casu; netusime, po jaké trajektorii bublinka
ve skutecnosti poplave.

Uloha |.3 ... vazime si Slunce

Navrhnéte nékolik metod ke stanoveni (odhadu) hmotnosti Slunce, dostatec¢né je
vysvétlete a vypoctéte podle nich hmotnost nasi nejblizsi hvézdy.

Hmotnost Slunce urcime nejsnaze z pozorovani gravitacniho pisobeni Slunce
na jeho obéznice. Jelikoz vétsina ¢tenaru jisté dokaze odvodit treti Keplertiv zakon
pro pohyb po kruznici, ukadzeme si, ze stejné plati i pro pohyb po elipse, a nako-
nec urc¢ime samotnou hmotnost Slunce. V celém feseni budeme znacit hmotnost
Slunce M a hmotnost hmotného bodu kolem Slunce obihajiciho pak m.

Oznacme si plosnou rychlost v, periodu obéhu 7'. Plocha elipsy je rovna wab
(a je velikost hlavni poloosy, b pak velikost vedlejsi). Z vyznamu plo$né rychlosti
pak vyplyva, ze

vp = mab. (1)

Potiebujeme vyjadrit plosnou rychlost. Moment hybnosti L hmotného bodu
vzhledem ke stfedu centralni sily (Slunci) je konstantni (moment sily jakozto vek-
torovy soucin dvou rovnobéznych vektord je nulovy a zaroven je casovou deri-
vaci momentu hybnosti), tedy i jeho velikost L = rmvsina (« znadi thel mezi
vektory r a v). Vyraz rvsina/2 je konstantni a odpovida plosné rychlosti vy.
Spojenim poslednich dvou rovnic dostavame 2. Keplertiv zakon, tedy Ze plosna

rychlost
L

v = —
p
2m

je konstantni. Po dosazeni do rovnice (1) ziskame
LT = 2mmab. (2)

Elipsa, po které téleso obiha, se da zapsat v polarnich souradnicich takto

_ p
1+ecos(p—k)

()

Geometricky vyznam p je pomér mezi ¢tvercem velikosti malé poloosy a velikosti
velké poloosy. Fyzikalni vyznam je vSak jesté jiny, nicméné jeho kompletni odvo-
zeni sahé za ramec tohoto vykladu® Jedna se o vztah

L2

p= Gm2M -

3)  Viz napt. kniha A. Havranek: Klasickd mechanika I, kapitola 4.3.
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FYKOS, XXI. rocnik

Ze zminénych vyznamu p plyne, ze
b2
L* = —Gm*’M.
a

Zbyva uz jen dosadit do vztahu (2) a rovnici upravit na koneény tvar

T2 _ 472
a3 GM’
Pro hmotnost Slunce plati
4% o
M=——
G T?

a staci jiz dosadit prislusnou periodu obéhu a velikost hlavni poloosy. Jelikoz
se nemusime omezovat na planety obihajici ptriblizné po kruznicich, pocitejme
s Halleyovou kometou. Doba jednoho obéhu je 75,3roku, jeji hlavni poloosa
pak 17,3 AU. Po prevedeni na jednotky SI a dosazeni vychazi hmotnost Slunce

M =1,98-10""kg.

Uloha |.4 ... zachrarite pivo

Nakladni automobil jedouci rychlosti v veze l1dhve piva. Ridi¢ si nahle v§iml, ze po
ujeti vzdalenosti d ho ¢eka nebezpecna zatacka, ktera ma polomér R. Vzijte se do
ridice a vymyslete, jakou taktiku zvolit pri brzdéni, jestlize pocet rozbitych lahvi
piva je umeérny nejvétsimu zrychleni a vy jich chcete rozbit co nejméné. Zbytek
piv miizete za odménu vypit.

Protoze ne kazdy ma rad pivo, tlohu snadno prevedeme na hledani takového
pohybu automobilu, aby maximalni zrychleni po dobu tohoto pohybu bylo co
nejmensi. Mame pevné zadanou trajektorii pohybu r(s) a po¢atecéni velikost rych-
losti v. Ukolem je tedy najit funkci ujeté drahy s(t) v zavislosti na Case, aby jeji
derivace (tj. velikost rychlosti) v po¢ateénim
Case to = 0 byla rychlost v, tedy s'(0) = v,
dale s(0) = 0 a nakonec, coz je nejdulezi-
t€jsi, aby maximalni zrychleni auta bylo co
nejmensi mozné.

Je tieba si uvédomit, ze s (¢) neni obecné
zrychleni pohybu. Pro¢? Funkce s(t) pohyb
uplné neurcuje. Je to jen funkce ujeté drahy

Obr. 6. Rychlost a zrychleni a nevypovida nic o ,tvaru“ trajektorie.

hmotného bodu Proto ani nemizeme ocekavat, ze z ni doka-
zeme vypocitat zrychleni, nebot to je zavislé
i na tvaru trajektorie. Staci si vzpomenout na odstredivou silu, ktera ptsobi na

[o,
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cestujiciho v autobuse projizdéjicim zatackou. Tato sila je disledkem zataceni
podle tvaru silnice a nikoliv zrychlovanim ¢i zpomalovanim autobusu.

Zrychleni je vektorova veliCina, kterou ziskdme tak, ze dvakrat podle casu
zderivujeme vektor polohy

d*>r  d%r(s(t))
dt2  de2

Vypocitame-li velikost zrychleni s vyuzitim toho, Ze zname , polomér otaceni,

dostaneme vztah
a= \/(s”(t))2 + (@) , (3)

ktery vyjadiuje fakt, ze zrychleni ma v obecném pripadé dvé slozky — tec¢nou,
ktera piisobi ve sméru pohybu, a normalovou, ktera je na pohyb kolméa a zpiso-
buje zataceni. V nasem piipadé je v prvni ¢asti pohybu, kdyz se blizime k zatacce
po rovné silnici, druhy ¢len (3) nulovy (r jde do nekonec¢na) a naopak, pii rov-
nomérném prijezdu kruhové zatacky rovnice prechazi do znamého vzorecku pro
dostredivé zrychleni.

V feseni ulohy nam ptijde o to najit v jistém smyslu ,nejlepsi“ funkci. Budeme
si vSimat skupin funkci s néjakou vlastnosti a budeme doufat, ze se nam z kazdé
skupiny podari vyloucit co nejvic funkci a zjednodusit si tak tlohu.

Pokud by se auto pohybovalo tak, ze dorazi k zataccce rychlosti vo < v, tak
tvrdime, ze ze toto nemiize byt vyhodnéjsi nezli pripad, kdy se ridi¢ od zacatku
sledovaného tseku az k zacatku zatacky (0 < s < d) pohybuje s rovnomérnym
zrychlenim a zatacku pak projede konstantni rychlosti. Vzorec (3) ndm potom
uréi velikost zrychleni v zatacéce az = v /R a pied zatackou® a1 = (v — v§)/2d.
Proc¢ ale pro dané vg neexistuje lepsi pohyb?

Pokud by v zatacce tidi¢ zrychlil nebo zpomalil, zrychleni v onom okamziku
by podle vzorce (3) bylo urcité vétsi, nez kdyby jel rovhomérné. To samé plati
i pro pohyb pred zatackou. Kdyby se rozhodl zpomalovat se zrychlenim nutné
mensim nez a1, tak se mu nemiize podarit dobrzdit na rychlost vp na zacatku
zatacky. Bylo by to i proti zdravému rozumu, kdybychom s mensim zrychlenim
auto ubrzdili snaze nez s vétsim! Zbyva osetrit patologicky pripad, ze by fidic¢
pred zatackou jesté pridal. Pak je zjevné, zZe i kdyby nakonec zmoudrel a zkusil
zpomalit (se zrychlenim mensim nebo rovnym a1 ), tak uz by to neubrzdil.

Diky témto ivaham jsme dosli k zavéru, ze pohyb, kde fidi¢ nejdtive rovno-
meérné zpomali a v zatacce jede rovnomeérné, da pri daném vo nejmensi potiebné
maximalni zrychleni auta. To vSak neznamend, Ze neexistuje pohyb, pii kterém
by ridi¢ dosahl mensiho maximlniho zrychleni po dobu celého pohybu a zaroven
do zatacky vjel rychlosti vg. Kdyby nahodou takovy existoval, tak by nutné jeho
maximalni zrychleni muselo byt mensi nez jedno ze zrychleni a; a a2, a tedy i obé

1) Jelikoz se zrychluje rovnomérné a zrychli se z rychlosti v na vg, primeérné rychlost
bude (v + vg)/2, takze dréhu projede za ¢as t = 2d/(v + vg) a zrychleni uz snadno
dopoé¢itame z (3), tj. a1 = |s”|.
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maximalni zrychleni tohoto pohybu v ¢asti do zatacky a v zatacce by musely byt
mensi nez aspon jedno z a; a az, coz ale nemiize nastat.

Existuje n€jaka rychlost vjezdu do zatacky, ze bude minimalizovat maximalni
zrychleni potfebné pro projeti zatacky? Odpovéd zjistime snadno, pokud pro kaz-
dou vp budeme umét vypocitat ono maximalni zrychleni. To je pravé to vétsi
z Cisel a1 a ag. Jesté jednou proto pripomeneme, ze

2 .2 2
g = W Zw) Y

2d R

Vsimneme si, ze a1 pro vp jdouci od 0 do v klesa az do nuly a a2 naopak z nuly
stoupa. To vSak neznamena, zZe to vétsi zrychleni je nejmensi tehdy, kdyz se obé
rovnaji. Rovnost zrychleni nastane pro

R
R+2d°

Vo =0

Tudiz jsme nalezli pravé jeden pohyb, ktery je lepsi nez vSechny ostatni. To
plati za predpokladu, ze auto vjede do zatacky rychlosti vog < v. Pokud by vsak
prijelo rychlosti vo > v, snadno se presvédc¢ime, ze jeho zrychleni nékde v prijezdu
zatackou bude vétsi nezli as. Uvazme jesté jeden mozny scénar. Jestlize by auto-
mobil do zatacky ani nedojel, tak by musel zabrdit jiz ve vzdalenosti s < d. Ziejmé
by mohl své zpomalovani zmirnit tim, Ze by dobrzdil az na zacatku zatacky. Ale
tento pripad jiz mame vytesen a vime, ze existuje lepsi resSeni.

Konecné miizeme prohlasit, ze pohyb, pri némz automobil nejprve zpomaluje

se zrychlenim

2
v

“T Rt

a v zatacce udrzuje konstantni rychlost, zptsobi nejmensi maximéalni zrychleni ze
vSech moznych pohyb.
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Uloha | . P ... orosena odména aneb at vam kozel neutece

Chovate neposlusného kozla, jehoz oblibou je preskakovat plot k sousediim. Na-
hanéni kozla uz mate pokrk, proto jste nakoupili vyssi pletivo, kterym chcete sviij
pozemek nové oplotit. Misto, kde ma plot stat, je ve svahu, a tak je situace tro-
chu komplikované€jsi. Vy si ale jisté poradite. Pod jakym tihlem plot vzhledem ke
svahu postavit tak, aby bylo pro kozla co mozna nejobtiznéjsi jej preskocit?

Pro jednoduchost uvazujme, ze kozel je hmotny bod a preskoc¢enim plotu mys-
lime, ze prekond krajni bod plotu. Kozel taktéz nemutze po plotu lézt, byt by to
ve skutecnosti mohlo byt mozné.

V zadéani neni jasné feCeno, jak pozemek vypada a jak je situovan. Budeme
predpokladat, ze ohrada je obdélnikova a cela lezi ve svahu o sklonu . Kozel si
tedy miize vybrat, jestli preskoci tu ¢ast ohrazeni, ktera lezi ve vrstevnici, nebo se
pokusi zdolat ohradu kolmou na vrstevnici. Se stranami plotu vystavénymi kolmo
na vrstevnice nebudeme mit velkou praci. Kozel se k nim blizi po roviné, tudiz
preskocit? Sami snadno odpovime, Ze jediné kolmo, protoze kdybychom pouzili
jakykoliv jiny thel, jen by se snizila celkova vyska plotu, coz by kozlovi pomohlo.

Zamérme se nyni na spodni okraj ohrady. Na kozla pisobi jedina sila — tihova
sila. Toto pusobeni mizeme snadno rozlozit do dvou sméri, teéného (rovnobéz-
ného se svahem)

Fy = mgsing

a norméalového (kolmého na svah)
F, =mgcosyp.

Diky ptisobeni téchto sil se kozlovi zda, jakoby ho néco popostrkovalo do-
predu a také trochu nadlehc¢ovalo (coz je pfesné ten pocit, ktery zazijete, kdyz si
stoupnete do svahu se zavazanyma oc¢ima). Tecna sila kozlovi viibec nevadi, ba
naopak, je to ta sila, kterd mu pomaha se poradné rozbéhnout. Jediné, co musi ve
skutecnosti prekonavat je norméalova slozka tihové sily. Nejhiife si proto povede,
pokud bude donucen preskakovat prekazku, ktera méa vrchol co nejdale od roviny
svahu. Touto tvahou jsme prevedli priklad na pripad plotu v roviné a uz vime, ze
odpovéd zni stavét kolmo, ale tentokrat kolmo ke svahu.

Pro plot na horni strané pozemku plati stejna ivaha. Akorat pro chudaka kozla
se zde situace komplikuje te¢nou slozkou tihové sily, ktera mu ted nepoméhé, ale
brzdi ho.

Je zajimavé, ze takto se ve skutecnosti ploty nestavéji. Na plot, ktery je kolmy
ke svahu, pisobi totiz nenulovy moment tihové sily a bez opér zespodu by jisté
brzy spadl. Navic pokud by byl svah dostatecné prudky, nas kozel by plot klidné
mohl prelézt.
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Uloha Il.1 ... flusanec

Predstavte si, ze jedete rychlikem. Divate se ven z otevieného okna a sledujete
okolni krajinu. O tfi okna dal po sméru jizdy néjaky zakerny lump vyplivne zvy-
kacku. Kolik casu mate, abyste stihli uhnout? Samoziejmé predpokladame, ze
zvykacka je dokonala koule a z okna nebyla vyhozena, nybrz vlastné polozena do
proudu vzduchu.

Zadani této ulohy se sice jevi pomérné jednoduché, ale k aplnému reseni vede
pomérné dlouha cesta plna odhad® a zanedbani.

Prvni problém je proudéni okolo vagonu. Vzhledem k tomu, ze vlak s sebou
strhava okolni vzduch, nebude rychlost vzduchu vici lidem ve vagéné presné rovna
rychlosti vlaku, ale bude mensi. Nicméné tento i dalsi jevy pfi feseni zanedbame
a pri reSeni se omezime na popis pohybu malé kulicky v proudu plynu znamych
parametri. Budeme uvazovat turbulentni proudéni a tudiz i Newtondv vzorec pro
vypocet velikosti odporové sily

F,=1CSov® = LCSpi®,
kde C je soucinitel odporu a S prufez kolmy k rychlosti v (&, tecka predstavuje
prvni derivaci podle ¢asu).
Pro jednodussi popis budeme uvazovat vztaznou soustavu spojenou s jedoucim
vagonem. Oznacime-li vo rychlost vlaku, pak Newtonovy pohybové rovnice maji
tvar

mi = %CSQ(’UO — :t)\/(vo — )2+ 92,
mjj = —g — $CSolyl\/ (vo — &)% + §2 .

To jsou sice p€kné rovnice, ale s jejich reSenim uz je to tézsi. Uvazime-li, ze oproti
velkym rychlostem ve vodorovném smeéru se svisla rychlost méni jen minimalné
(doba letu bude urcité v fadech sekund, spi§ desetin sekundy) a navic bude tak
mald, ze se odporova sila témér neprojevi, miizeme soustavu rovnic prepsat do
podoby

mi: = £CSo(vo — &)?,
my =9,

ktera je jiz snazsi pro reSeni. Zacneme prvni rovnici, druhou si ponechame jenom
jako kontrolu provedenych aproximaci az na konec.

Nejdriv se substituci zbavime druhé derivace na levé strané a vysetiime casovy
pribéh rychlosti (konstantu C'Sp/2m oznacime jako K) a rovnici

b = K(vo — v)?
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fesime metodou separace proménnych. Tedy musime vypocitat integraly

[ e = f

—1
VUV — Vo

=C+ Kt.

Konstantu C' uréime z poéateénich podminek (¢t = 0, v = 0). Vysledek

Kvit

v 1 + Kugt

je kupodivu dalsi diferencialni rovnice, kterou je tfeba vyfesit, protoze v je jen
derivace polohy podle ¢asu (&). Postup je jasny — opét separace proménnych, tj.

Kuvat
dz = [ —2Y%0 4.
/x . 1+ Koot

Vysledek uz je potom hledana zavislost polohy zZvykacky na ¢ase (integra¢ni kon-
stanta z pfedchoziho vztahu vyjde nulovéa, nebot z pocateéni podminky ¢ = 0 opét
dostavame = = 0)

1
x = vot — e In(1 + Kvot) .

Protoze pocitdme v soustavé spojené s vlakem, staci dosadit za x vzdalenost
t¥i oken d a doresit rovnici viuci t. Ale to bohuzel analyticky nejde, a tak se
musime uchylit k né¢jakému tthybnému manévru. Vzhledem k tomu, ze letosni serial
se zabyva pocitacovou fyzikou, neni pro nas problém pouzit k doreseni posledni
rovnice aspon tabulkového procesoru. Budeme-li uvazovat parametry C = 0,5,
r=05cm, o =12kgm 3 m = 14g, vo = 140kmh™" a d = 6m, vyjde t =
=0,79s.

Nyni je na Case se pozastavit nad druhou rovnici — volnym padem zvykacky.
Dosadime-li vysledny cas t do zndmého vztahu pro drahu urazenou padajicim
télesem, s = gt° /2, dospéjeme k zavéru, ze zvykacka za tuto dobu urazi asi 3
metry svisle doll, tudiz nas viibec nezasdhne.

Presnéjsi vysledek bychom dostali, kdybychom vysli hned z prvni soustavy di-
ferencialnich rovnic a simulovali rovnou ji; uvazuji totiz odporovou silu tak, jak ve
skutecnosti ptisobi — proti sméru pohybu zvykacky. Pri pouziti stejnych parametra
jako v predchozim vypoctu pak obdrzime cas t liSici se pouze o desetiny procent.
Pfesna hodnota poklesu vSak pro nas neni tolik zajimavéa, nebot by zZvykacka stale
klesala tak rychle, ze zasah by byl vyloucen.

Dalsi moznéa aproximace spociva v zanedbani zmény horizontalni rychlosti zvy-
kacky, tzn. flusanec se bude pohybovat rovnomérné zrychlené (vuci vlaku). Vy-
hodou je, ze lze vysledek vypocitat presné, ale bude mirné nadsazeny, nicméné
pokud se bude od skutec¢ného lisit maximalné o polovinu reakéni doby cloveka, 1ze
jej prohlasit za pouzitelny. Plati vztah
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Dosadime-li opét stejné hodnoty, vyjde nam ¢t = 0,69 s, coz vyhovuje vyse uvede-
nym podminkam, ale stejné jako v predchozich pripadech zvykacka driv spadne
na zem.

Uloha I1.2 ... zmoklé auticko

Navrhnéte sklon a tvar predniho skla automobilu tak, aby z néj kapky destové
vody pii rychlosti auta 80 km/h nestékaly dold, ale do stran. Ovéite, zda vas
vysledek odpovida skutecnosti. Co dalsiho urcuje sklon celniho skla?

Nez se vrhneme na pocitani, podivejme se, jaké aproximace béhem nasich
vypocti pouzijeme. Budeme se zabyvat pouze ,,velkymi“ kapkami. Drobné kapicky
ze skla viibec nestékaji. To je zplisobeno adheznimi silami na rozhrani voda—sklo.
Pro vétsi kapky na mokrém skle nebudeme tyto sily uvazovat.

Dale pro urceni nékterych vztahi a tabelovanych kon- F
stant budeme kapku povazovat za kouli. To je sice nemalé p
zjednoduseni, ale tvar vétsich kapek se kouli vzdalené blizi.

Nejvétsi problém je stanoveni rychlosti vzduchu v tés- F
ném okoli predniho skla. Proudéni tekutin podél tak slozi-

tych tvari, jako jsou karoserie aut, je velice komplikovany \

problém, ktery se neda resit analyticky. Méreni ukazuji, ze \

v blizkosti skla je velikost rychlosti vzduchu mensi nez ve- \\6 mg
likost rychlosti auta. Smér proudéni vzduchu samoziejmé v
kopiruje tvar skla. Budeme predpokladat linearni zavislost Obr. 7. Sily
rychlosti vzduchu na rychlosti auta (coz je ve shodé s ex- ptisobici na
perimentem), tedy vy, = kv, kde vy, je velikost rychlosti kapicku

vzduchu viaci kapce, v je rychlost auta a k je empiricky koe-

ficient. Ten obecné zavisi i na sklonu predniho skla. Aby nase tloha byla resitelna,
povazujme ostatni vlivy za rozhodujici a berme k nezavislé na sklonu c¢elniho
skla a.

Kdyz jsme si vyjasnili pouzité aproximace, podivejme se na problém samotny.
Aby kapky nestékaly po skle dolt, musi byt sila, ktera u stojiciho auta stékani zpu-
sobuje (tedy gravitace), vyrovnana silou opa¢ného sméru, vznikajici pti pohybu
auta (odpor vzduchu)

F=F,. (4)

Slozka tihové sily, ktera ptisobi rovnobézné se sklem, ma tvar
F =mgsina. (5)

Pro hmotnost kapky m plati m = p,V, kde g, je hustota vody a V' je objem kapky.
Odporovou silu vypocteme pouzitim Newtonova vzorce pro odpor prostiredi

(v naSem pfipadé vzduchu)
F,=10Sp,,02, = %OSQVZ (Uk)2 , (6)

-2
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kde C' je soucinitel odporu, S priufez vystaveny proudéni a g, hustota vzduchu.
Nyni dosadime z (5) a (6) do rovnice (4) a upravime

_ C'Sova(vk)?
sinadg = ————— .
290,V
Nyni vyuzijeme diive ospravedlnéné vztahy pro kouli S = nr? a V = %117“3. Tim
dostaneme )
3Covz(vk)
8gour

Pro hodnoty C' = 0,48, v =222m-s" ', k=0,5, o0vz = 1,2kgm 3, r=4-10"3m
(takovyto polomér kapky si zvolilo i velké mnozstvi Fesitel), o, = 1000kg-m >
a g =9,81m-s 2 dostavame a = 36°. To by odpovidalo skute¢nému sklonu pred-
niho skla u aut. Tento vysledek jsme dostali, protoze jsme vzali £ = 0,5. O tomto
koeficientu ve skutecnosti nic nevime, takze jde jen o ndhodu. Vzhledem k tomu,
kolik zanedbani a pribliznych vztaht jsme pouzili, nemtzeme zadné konkrétni
vysledky povazovat za vérohodné.

Nakonec se podivejme na druhou cast ulohy. Aby kapky stékaly do stran,
musi byt predni sklo vypouklé. Odporova sila, vyvolana proudem vzduchu, bude
pusobit i do stran. Na thlu « a tvaru (pfedev§im zaoblenosti hran) pfedniho
skla zavisi téz soucinitel odporu celého auta. Fyzikalni vlastnosti vSsak nejsou
jedingm hlediskem p#i névrzich karosérii. Vyznamnou (éasto urcujici) roli hraji
téz designéri automobilovych koncerni.

sino =

Uloha I1.3 ... vino tece proudem

Vinaii a ridici kamionti dobre znaji Sikovné prelévani kapalin z tézkych nadob. Vi-
nai Ignac chce stocit vino z jednoho demizonu do druhého. Nejprve polozi prazdny
demizon na zem a plny do vysky A. Potom demizony propoji hadickou a trochu
z ni zespodu potahne. Vino zacne samovolné proudit do spodniho demizonu. Za
jak dlouho bude vsechno vino stoceno? Predpokladejte, ze demizony jsou stejné
valce poloméru R a vysky H.

Predvedeme teseni tilohy s pouzitim integralniho poctu, ale i bez néj. Pridr-
zime se znaceni ze zadani. Navic plosny prirez demizonu neboli plochu podstavy
ozna¢me Sp, plosny prurez hadicky Su. Aktualni vysku hladiny ve spodnim de-
mizonu nazvéme x; vyska hladiny oproti dnu ve vrchnim demizonu pak je H — .

Na pocatku prepousténi umistime spodni konec hadicky co nejnize az na dno
spodniho demizonu a dale budeme tento konec drzet ponotfeny pod turovni hla-
diny. Kazdodenni zkusenost se stacenim vina nam tika, ze rychlost precerpavani
by méla zaviset na okamzitém rozdilu vysky hladin v demizonech, ktery je dan
h = A+ H — 2x. Zaroven pokud budou oba konce hadicky ponorené, nebude
zaviset na tom, zda jsou u dna nebo tésné u hladiny. Tyto postiehy vsak vy-
plynou z Bernoulliho rovnice, kterou pouzijeme k popisu problému. Bernoulliho
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rovnice v podstaté popisuje proudéni tekutiny v trubici, kterd méni sviij prurez
a vysku nad zemi, a svym zplisobem vyjadiuje zdkon zachovani energie pro ka-
palinu v tomto systému. I nase sudy spolu s hadickou tvori takovou trubici, ktera
meéni svij prirez a vysku nad zemi. Rovnice v uvedeném tvaru plati za predpo-
kladu, ze proudéni je ustalené, laminarni a kapalina neni viskézni, tedy energie
se neztraci tfenim. BliZze se o téchto predpokladech zminime na zavér. Podle Ber-
noulliho rovnice pro libovolna dvé mista v trubici plati

1ov? + ogh1 +p1 = Lov3 + ogha + p2, (7)

kde o je hustota kapaliny. Po fad€ v, h, p jsou rychlost kapaliny, vyska nad zemi
a tlak v prislusném misté trubice. Nas nyni zajima rychlost priatoku vina hadickou.
Predpokladejme na chvili, Ze tsti hadicky ve spodnim sudu je tésné u dna. Za
prvni misto si zvolime bod presné na hladiné vrchniho sudu a druhé misto bude
bod v hadicce tésné pred ustim ve spodnim sudu, tedy ve vysce nula. Vino se
nestlacuje a objem protekly hadickou je tedy ziejmeé stejny jako objem vytekly ze
sudu, z ¢ehoz plyne Spvi = Suvz, a pro prehlednost

U1 :k}’vz, k = g—g (8)
Dosazenim do (7) ziskdme
50(kv2)” + 09(A + H — ) + pa = 5003 + pa + 092 , (9)

kde p. je atmosféricky tlak, ktery je vSak nad hladinou obou sudt v podstateé
stejny, a odecte se tedy. Miuzeme si zde povSimnout, ze rovnost vyjde na chlup
stejnd, at uz jsou konce hadicky u dna ¢i tésné u hladiny, a nesejde na tom, jak je
vysoko nejvyssi bod hadicky. Rovnost podélime hustotou o a vyjadiime rychlost
vina v hadicce jako

_ /29(A+ H —2x)
vy =y 2A (10)
a rychlost v1, jakou se posouva hladina v demizonu, je
: 29(A + H — 2z)k?
—f = ) 11
n=im AT (1)

Zapis & znamena derivaci x podle ¢asu. Pokud mame velky demizon a tenkou
hadicku, je faktor k velmi blizky nule a vjraz 1—k? velmi blizky jedniéce a (10) po-
tom prechazi ve zndmy vztah pro vytokovou rychlost uvaddény ve tvaru v = 1/2gh.
Tomu se samoziejmé nedivime, protoze pri umisténi spodniho konce hadicky do
vzduchu tésné nad hladinu mizeme hovorit o volném vytékani kapaliny otvorem,
ktery je v hloubce h = A+ H — 2x pod hladinou ve vrchnim demizonu. V§imnéme
si vSak jedné zrady. Pokud bude Su/Sp = k = 1, pak podle (10) vyjde rychlost v
nekonecna! To ale neni mozné, protoze rychlost padajiciho sloupce kapaliny bude
odpovidat rychlosti pri volném padu. Problém je v tom, ze Bernoulliho rovnice
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v jednoduchém pouzitém tvaru plati pouze pro ustalené proudéni, tedy takové,
ze se rychlost v ¢ase neméni. Jak se hladiny priblizuji, bude se rychlost proudéni
meénit kazdopadné, avsak pokud je Sp vyrazné vétsi nez Su, rychlost se v case
meéni jen velmi pomalu a Bernoulliho rovnici lze pouzit.

Vime tedy, jak zavisi rychlost vina v hadi¢ce na vysce hladiny x ve spodnim de-
mizonu, a vidime, ze skutec¢né zavisi na rozdilu vysky hladin mezi demizony. Jesté
zduraznéme, ze v rovnici (10) se v
a x v case méni! Obecné tedy neni
mozné vypocitat cas stoCeni tak, ze H
objem vina vydélime objemovym
pruatokem. H4+A—-2x

Uvedeme si hned dva zptsoby,
jak ze znalosti vztahu (10) vypocitat
celkovou dobu T, za kterou vSechno T
vino pretece z vrchniho sudu do 7
spodniho. Prvni zpisob nevyzaduje Obr. 8. Schéma pokusu
integrovani.

Podivejme se pozornéji na vztah (11). Vidime, Ze rychlost snizovani hladiny je
hrubé feceno tmérnd odmocniné vysky hladiny. Pro obycejny rovnomeérné zrych-
leny pohyb plati, Ze rychlost roste hrubé feceno s prvni mocninou c¢asu a draha
roste s druhou mocninou casu a rychlost je tedy také svym zpiisobem tmeérna
odmocniné urazené drahy. Uvazujme nyni obecny rovnomérné zrychleny (zpoma-
leny) pohyb se zrychlenim a. Potom plati

T

x(t) = xo + vot + %at2 ,

coz je kvadraticka rovnice pro Cas t, ktery vyjadifime pomoci znamého vzorecku

—vo + \/vg + 2a(z — xo0)
” .

t =

Dosazenim za t do vztahu v = vg + at a polozenim xy = 0 dostavame

v =1/v%+ 2azx. (12)

To je ale velmi podobné vztahu (11). Porovnanim (11) a (12) jisté najdeme ta-
kové hodnoty vg a a, ze dosdhneme rovnosti mezi (11) a (12) a néjaky rovnomérné
zrychleny vyvoj vysky x tedy vyhovuje rovnici (11). Konkrétné

29(A + H)k? k?
U():\/ 172 , a:—2gl_k2.

Jediné, co vime o vyvoji hladiny v sudu je pravé vztah (11) a fakt, ze x(t =

= 0) = 0. Nasli jsme tudiz takovy ¢asovy vyvoj hladiny, Ze jsou splnény pravé
tyto dvé podminky, a proto je tento casovy vyvoj ten skutecné realizovany.
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Vyska hladiny se méni rovnomeérné zpomalené a dobu preteceni T' urcime
snadno. Automobil jedouci rovnomérné zrychlené ujede urcitou drahu za stej-
nou dobu jako automobil jedouci celou dobu rychlosti rovnou primeérné rychlosti
prvniho auta®. To snadno ovéfime tieba tak, Ze si nakreslime graf zavislosti rych-
losti na case a uvédomime si, ze urazend draha je rovna obsahu plochy v grafu
pod touto zavislosti. Co plati pro auto, plati i pro prelévani vina. Na pocatku
x = 0, na konci, kdyZ je sud plny, x = H. Ze vztahu (11) snadno ur¢ime pocatec¢ni
a koncovou rychlost, primérna rychlost je pak jejich aritmeticky pramér a pro
dobu T tudiz plati

T = 2H = ﬂ(\/A+H—\/A—H).

2(A + VK [29(A — H)K? 2gk*
1—k* 1—k*

Jak jsme tekli, pouzity postup feseni je korektni pouze pro £ < 1 a bez obav
z velké nepresnosti mizeme psat

T = gi\/l_(\/A—f—H VA= H)

Druhy zpusob. Je tieba se vyporadat s tim, ze jak se hladiny priblizuji, prete-
¢eni urcitého objemu vody trva postupné déle a déle. Cas T lze dostat tak, ze vzdy
vezmeme maly kousek objemu dV a spocteme dobu dT', za kterou tento maly kou-
sek pretece z jednoho sudu do druhého. Pretecenim objemu dV se vyska hladiny
zméni o maly kousek dx. Pristi kousek objemu dV uz bude tedy vytékat trosicku
pomaleji nez predchozi. Celkovy c¢as T pak dostaneme souctem jednotlivych dT'.
Protoze jsme diléi objemy dV volili libovolné malé, suma prechazi v integral (dV
je tak maly, abychom mohli predpokladat, ze béhem jeho protékani se rychlost
priutoku vlastné neméni). Zaroven patrné dV = Sp dz, na pocatku je x = 0, na
konci x = H a objemovy pritok hadickou ) = Spvz. Konec¢né tedy miizeme psat
integral a aplikovat na néj klasickou matematickou masinerii

SDdl' .
/dt / Q 0 SH\/29A+H—2$)/(1—I€2)_

1—1{:2

A—!—H 2

Integral vypocteme uzitim linearni substituce z = A+ H —2x. Nové meze integralu
dostaneme dosazenim ptvodnich mezi do vztahu pro z, tedy

A—H
dz A+H
= =VA+H-VA-H
/ \/A"‘H—ZZL' /+H 2\/5 [\/E}A_H

5) Varovani: uvedené plati skuteéné jen pro rovnomérné zrychleny pohyb.
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a celkovy cas vychazi

=50 [1=F (VA¥H-VA-H).

_E 2g

Pokud A < H, vino nepretece vSechno a spodni sud se naplni jen do vysky xz =
= (A + H)/2. Dobu pfetékani pak dostaneme jednoduse zadménou horni meze
integralu za © = (A 4+ H)/2.

Nakonec jesté sestavme diferencialni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj vysky hla-
diny z. Umocnénim (11) mame

o 1 — k2 '

Ted obé strany rovnice zderivujeme podle &asu. Je tfeba si uvédomit, ze &> je
slozena funkce, jejiz Casova derivace je 2xx. Mame proto

- 4gik?
=TT e

coz podélime x, lehce upravime a dostavame vyraz pro zrychleni vysky hladiny x
v sudu 12

1—k2°

To je ale evidentné konstanta, ¢imz jsme potvrdili ivahu provedenou béhem prv-
niho zpasobu feseni. Dobu precerpani T' lze tedy urcit jiz uvedenym zptisobem.
Mohla by nas treba jesté zajimat primo zavislost x na case. Jedina funkce, jejiz
druh4 derivace je konstantni, je obecna kvadraticka funkce x(t) = At>+Bt+C. Je
tFeba jen dopocitat koeficienty A, B, C. Avsak jisté plati & = 2A, #(t = 0) = B,
z(t=0)=C=0.

Vratme se k predpokladim Bernoulliho rovnice. Otazku ustdleného proudéni
jsme jiz probrali. Velice silnym predpokladem je nulova viskozita vina. Viskozita
hrubé receno vyjadruje, jak velké je tfeni mezi dvéma rtzné rychlymi vrstvami
tekutiny. Pti priatoku vina hadickou se vino tfe o stény hadicky a navic proudéni
je pri sténé hadicky pomalejsi nez uprostied a pomyslné vrstvy kapaliny se trou
i mezi sebou. Ttrenim vznika teplo, a proto v hadicce dochazi ke ztraté energie
a Bernoulliova rovnice piestava platit. Cim je proudéni rychlejsi, tim jsou tieni
a ztraty energie vétsi.

Kuprikladu kdyz jsme zkouseli prelévat vodu z vysky pil metru tenkou ha-
dickou o prameéru pul centimetru, pak doba prelévani byla pro hadicku dlouhou
jeden metr o polovinu delsi nez pro ptlmetrovou hadicku. Rozdil je tedy velice
vyrazny, a vypocteny cas T' je proto jakymsi nedosazitelnym minimem. Mozna by
slo provést korekce vztahu (9) pfidanim na pravou stranu ¢lenu alvs /7, ktery vyja-
dfuje ztratu energie v hadicce délky [ a poloméru r, pricemz « je né€jaka konstanta
odpovidajici konkrétni kapaliné. Uvédomme si také, ze i pti vstupu kapaliny do

T = —2g
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spodniho demizonu v dtsledku tieni dojde k jejimu zbrzdéni na rychlost v; a me-
chanicka energie se nevyhnutelné ztraci.
Zkusme si také rozmyslet, kdy je proudéni v hadicce nevirivé. Pti popisu prou-
déni se zavadi takzvané Reynoldsovo cislo, definované
vro

Re = —,
n

kde v je stredni rychlost proudéni, r polomér trubice a n dynamicka viskozita.
Ze zkusSenosti vime, ze pokud rychlost vody v trubici vzroste natolik, ze Re je
priblizné vétsi nez 1000, proudéni prejde v turbulentni. Dosazenim konkrétnich
hodnot zjistime, Ze se to pri prelévani vina klidné mtze stat. Uvédomme si, ze pii
prelévani demizonu je rychlost v trubicce v ideadlnim pripadé nezavisla na jejim
poloméru a k virivému proudéni dojde spise pri pouziti Sirsi hadicky.

Uloha Il .4 ... nabitd anténa

Dva stejné naboje umistime na oba konce tuhé nevodivé tycky. Jaky vykon budeme
potirebovat na otaceni tycky konstantni tihlovou rychlosti kolem osy prochazejici
stredem tycky? Treni zanedbejte.

V pribéhu feSeni uzivame nasledujici symboly: R oznacuje polovinu délky
tycky, a tedy polomér kruznice, po které se oba naboje pohybuji, w znaci thlovou
rychlost otaceni tyce, ¢ budeme znacit velikost obou naboji. Co se tyce funda-
mentalnich konstant, volime tradi¢né c jako velikost rychlosti svétla ve vakuu a g9
permitivitu vakua.

Jak bylo uvedeno v zadani, tycka spojujici oba naboje je nevodiva a ne-
hmotna. To znamena, ze se v prikladu projevuje pouze jako mechanismus udrzu-
jici ndboje na kruhové trajektorii a nijak ji do nasich ivah nemusime zahrnovat.
Tato idealizace byla zvolena proto, abychom

. , e . A’
se nemuseli zabyvat konkrétnimi detaily sou-
. ., Ve . . Ve /7 Ve w
visejicimi s realizaci takovéhoto uskupeni, ale \
mohli se soustredit zcela na elektromagnetic- 0 R A

kou stranku véci.

Jak nas uci teorie relativity, zadny ,re-
alny objekt“ se nemtze v prostoru pohybovat
rychlosti vétsi, nez je rychlost svétla ve va-
kuu. Pro reSeni ulohy staci védét, ze elektro-
magnetické pole takovym objektem je (napft.
proto, ze nese energii a hybnost).

Uvazujme nyni nasledujici model silového ptisobeni mezi dvéma naboji. Kazdy
z naboju vysila v kazdém okamziku do prostoru informaci o své poloze a rychlosti
(signél) a tato informace se prostorem $ifi kone¢nou rychlosti. Kdyz potom jeden
naboj zachyti signal pochéazejici od druhého naboje, tak si jej ,zpracuje“ a na
zakladé informaci v tomto signdlu obsazenych se zac¢ne pohybovat (jak, o tom za

Obr. 9. Otoceni tycky béhem
sifeni signalu
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chvili). Tento model ma své zjevné ,mouchy®, ale v zdkladé spravné vystihuje
podstatu probiraného pisobeni, predevsim tu nasledujici.

Kazdou informaci, kterou jeden naboj vysle, prijme vzhledem ke konec¢né rych-
losti Sifeni signalu druhy naboj se zpozdénim. Protoze se ale béhem doby, kdy sig-
nal putoval prostorem, mohl zdrojovy naboj pohybovat, jsou informace, které ma
cilovy naboj k dispozici, ,zastaralé“. Jinak receno, cilovy naboj se chova tak, jako
by se zdrojovy naboj v okamziku prijmu signalu nenachazel tam, kde se skutecné
nachézi, ale tam, kde se nachazel v okamziku vyslani signalu.

Sila pusobici na ndboj neni kolma k jeho rychlosti, nebot jak jsme ukézali, nez
se jeden naboj dozvi o tom, Ze na néj z toho a toho mista ptisobi druhy naboj
silou, tak se celda soustava stihne béhem sifeni signalu jesté o kousek pootocit.
Tim se nepatrné zméni tthel mezi pisobici silou a rychlosti naboje, vektory sily
a rychlosti potom jiz nejsou kolmé a vysledny vykon neni nulovy.

Prvni véci, kterou ve svém feseni musime zjistit, je velikost thlu 2« o ktery se
cela soustava otoci v dobé mezi vyslanim signalu z prvniho naboje a zpracovanim
signalu druhym nabojem. Pro lepsi nazornost si celou situaci znazornéme graficky
(viz obr. 9). Vodorovné pozice tyéky odpovidd okamziku vyslani signalu, sikma
okamziku pfijmu signalu.

Jelikoz se celd soustava otaci rovnomérné, bude se signal $ifit po Cas 2a/w.
V tomto case urazi signal rychlosti ¢ vzdalenost mezi misty vyslani a pfijmu
signalu; tato mista jsou na obrazku zndzornéna body A a B’. Z obrazku je patrné,
ze se jednéd o délku zadkladny rovnoramenného trojihelnika o ramenech délky R
a s vrcholovym tthlem © — 2a, tedy o vzdalenost 2R cos a. Srovnanim obou cast
dospivame k rovnici o jedné nezndmé «,

2a _ 2R cos «

w Cc

Pro tuto rovnici bohuzel nedokdzeme najit obecné feseni (rozuméj funkci né-
kolika proménnych, do které bychom dosadili hodnoty parametri v, ¢ a ziskali
bychom feseni). To by v pripadé komplikovanéjsich navazujicich vypoc¢tid mohlo
predstavovat problém, nicméné v tomto pripadé ziskana rovnice plné postacuje.
Pokud by nas totiz zajimala hodnota reSeni pro néjaky konkrétni pripad, miizeme
do dané rovnice dosadit a vyftesit ji numericky nebo pomoci mocninného rozvoje
(pro malé rychlosti otaceni muzeme funkei kosinus rozvinout do nékolika prvnich
¢lenti Taylorova polynomu, ¢imz obdrzime pfijatelnou polynomialni rovnici). Nam
bude plné postacovat, ze tato rovnice v kazdém pripadé feSeni ma, ze toto reSeni
je jediné (rozmyslete si pro¢) a Ze jej v principu umime nalézt. Oznacme si toto
jediné TeSeni nasi rovnice «p.

Zopakujme nyni jesté jednou, co jsme zatim zjistili. Silové piisobeni mezi
obéma naboji neprobiha tak, jako by oba naboje oddéloval tihel =, ale jako by
jejich vzajemna thlova vzdalenost byla pouze m — 2ap.

Nyni je konecné na case fici si, jak probihd ,zpracovavani® signalti, které si
mezi sebou naboje posilaji. Podivejme se tedy do knihy Feynmanovy prednasky
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z fyziky®, kde se objevuje vzorec

E = —4q (er, + T_/i (er') + l&) .
4meg \ 1’2 c dt \r’2 c2 dt?
Tento vzorec 1ika, ze kdyz se naboj prostfednictvim signalu dozvi, Ze na misté
popsaném polohovym vektorem r’ (s pocatkem pevné fixovanym v misté, kde
se nachazi naboj pfijimajici signal) a odpovidajicim jednotkovym vektorem e,
se nachazi naboj velikosti ¢, ma se chovat stejné, jako by byl v elektrickém poli
o intenzité E dané uvedenym vzorcem. Céarky se v uvedeném vzorci vyskytuji
proto, abychom méli na paméti, ze mame dosazovat pozici zdrojového naboje
v okamziku vyslani signalu, nikoli jeho ptijmu.

Zde je mozno upozornit na jednu ,,mouchu“ modelu, ktery jsme uvedli v prv-
nich odstavcich. Aby byl nas model konzistentni s teorii relativity, potirebovali
bychom, aby polohovy vektor, kterym se zabyvame, nemél pevny pocatek, ale
aby se jednalo o vektor vzajemné polohy obou naboji, a aby tak silové piisobeni
nebylo zavislé na volbé inercialni soustavy. V praxi se tento problém preklene
tim, Ze si vzajemné pisobeni vétsinou predstavujeme pomoci vektorovych poli,
s vektorem intenzity jako funkci polohy v prostoru. Tento model je nicméné na
prvni seznameni s predmétem mozna az prilis slozity, proto jsme uzili sice ne zcela
spravného, ale nazornéjsiho modelu.

Abychom mohli uzit uvedeného vztahu, je tfeba zjistit, jak se s ¢asem méni
vektor polohy zdrojového ndboje vii¢i mistu pfijmuti signalu (vici bodu B'). Uzi-
jeme proto oblibenou fyzikalni fintu: nechame cas, aby se posunul o malou hod-
notu dt, a budeme sledovat, jak se cela situace zméni. Béhem této kratké doby
se thlova vzdalenost zdrojového naboje a bodu B’ zméni z hodnoty ® — 2 na
hodnotu ® — 2a + wdt. Tim se rovnoramenny trojihelnik osa otaceni—zdrojovy
naboj-bod B’ trochu zplosti a tihel pii jeho zékladné se zmensi o polovinu toho,
o co se zvétsi vrcholovy thel,

wdt
>
coz je zaroven uhel, o ktery se pootoéi jednotkovy vektor e, okolo bodu B’.
Je uzitecné si povsSimnout, ze velikost této zmény neni zavisla na case, coz lze
interpretovat tak, Ze se vektor e. otad kolem bodu B’ rovnomérnou thlovou
rychlosti w/2. Jak zndmo, vektory rychlosti a zrychleni takového pohybu jsou

da =

_w e W
2 dez2 4 7

der’
dt

Zde jsme oznadili £+ jednotkovy vektor kolmy k e, (vektor e, oto¢eny o w/2 proti
sméru hodinovych rucicek).
S pootocenim vektoru r’ souvisi i zména jeho velikosti

/
r =2Rcos«

6) Feynman, Leighton, Sands: Feynmanovy piedndsky z fyziky I. Fragment, 2000,
str. 372.
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o hodnotu (opét uzijeme rozvoj do Taylorova polynomu, tentokrat sta¢i do prvniho
radu)
dr' = —2Rsinada = wRsinadt.

Pro zptrehlednéni zapisu si dopredu vypoctéme velic¢inu

deny_d (o 1Y _dend (2
de \r2/) At \" 2 ) dt r2 " r3 dt |
fwR cosag — 2e, Rw sin o w

= = fr./ — 2e,,ﬂ/ ] .
(2R cos ap)? 8R2 cos3 ap (fr cos o sin o)

Nyni jiz staci dosadit ziskané hodnoty do uvedeného vzorce a dostavame veli-
kost elektrické intenzity v bodé B’ jako

—q e 2w R cos ag . w?
E - f;*/ - 2e7=’ - T4 er’ .
dTeg ( (2R cos ap )? + 8cR? cos? ag (£ cos o sin o) 4c2 )

Elektricka sila ptisobici na kazdy naboj je potom z Lorentzova vztahu rovna

—q° 1 w sin ag w? w
F=d€= 4reo (er/ (4R2 cos2agp 2Rccos?ap 402) i <4Rccosao)) '
Abychom mohli vypocitat vykon, se kterym kona tato sila praci, potfebujeme
urcit uhel, ktery sviraji vektory sily a rychlosti. Vektor rychlosti kazdého naboje je
tecny ke kruznici, po které naboje obihaji, celd situace tedy vypada stejné jako na
obrazku 10. Z ného vidime, Ze velikost tthlu mezi vektory v a e, je rovna ©/2 — apg
a uhel mezi vektory v a f.- je roven ™ — «p.

A/

Obr. 10. Vzajemné postaveni vektoru

Vykon, kterym konaji praci elektrické sily ptisobici na kazdy naboj, je potom
dan skalarnim soucinem

P1 =F . v=
- —q2wR sin o 1 W sin o _ w? ~ cosar w
T 4reg O\ 4R2 cos? oo 2Rccos?2ag  4c2 %\ 4Rccos Qo '
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To vsak jesté neni vSechno. Vykon, vypocteny z uvedeného vzorce je kladny. Pro-
toze mame zanedbat tfeni a magneticka sila praci nekoné (je kolma k pohybu),
tedy pokud by vse bylo tak, jak jsme to doposud uvazovali, energie soustavy by
se sama od sebe zvysSovala, naboje by se navzajem urychlovaly a méli bychom co
do ¢inéni s perpetuem mobile! Tento rozpor se da nastésti pomérné lehce vytesit.
Zatim jsme totiz neuvazovali energii, kterou s sebou nese elektromagnetické
pole. Hustota energie skryté v elektrickém poli je imérna druhé mocniné velikosti
vektoru elektrické intenzity a rovna o = 50E2/ 2. Pokud sem dosadime za vektor
elektrické intenzity vyse odvozeny vztah a vypocteme vykon, s jakym kazdy naboj
vyzafuje do prostoru, dostaneme pro nerelativistické rychlosti nabojt vztah

q2w4 R2

Py=—".
6mege3

Pripadné zajemce o odvozeni tohoto vztahu odkazeme na jiz citované Feynmanovy
prednasky z fyziky, nebot se jedna o ponékud delsi vypocet. Je diilezité, Ze se timto
zpusobem vyzari vice energie, nez kolik ziskaji naboje vzajemnou interakci, ve
vysledku tedy vysSetfovana soustava jako celek energii ztraci a k zadnému rozporu
zde nedochézi.

Uvedené dva zptlisoby jsou jedinymi cestami, kterymi nase soustava muze zis-
kavat nebo ztracet energii. Celkovy vykon, ktery soustava spotiebovava a ktery ji
musime dodavat, abychom ji udrzeli v rovnhomeérné rotaci, je tedy souctem obou
vykonti pres oba naboje

Ptota1:2(P2_P1),

kde velikosti jednotlivych vykontu jsou uvedeny vyse. Upozornujeme jesté jednou,
ze odvozené TeSeni je platné pouze pro nerelativistické rychlosti naboji.

Uvedme nyni ve stru¢nosti, jak bychom ptiklad fesili v ptripadé, Ze bychom se
zajimali o malé rychlosti obou naboji. Pro malé hodnoty argumentu x ziskame
Taylorovym rozvojem

z? z? z® z®

~1l— — 4+ — i ~NL— — + —

COS T 5 —|—24, SInr <~ T 6 —|—120,
(1—x)az1—aa:—|——a(a2_1)x2—a(a_lgi(a_z)x?’.

Diilezité je, ze pokud misto danych funkci pouzijeme uvedené polynomy, do-
pustime se chyby, kterd je fadové rovna prvni zanedbané mocniné w, ¢ili pro
malad w se uzitim pribliznych vzorct dopustime pouze malé chyby.

Nyni mzeme s témito ptibliznymi vztahy vyfesit (alesponi pfiblizné pro malé
rychlosti) tu osklivou rovnici pro ag, se kterou jsme neuméli hnout,

wR

g = — COS QO .
C

Predpokladejme, Ze miizeme feseni nasi rovnice vyjadrit ve tvaru

2 3
aozA-l-B%-i-C(%) +D(w—R> ,

Cc
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a podivejme se, zdali nam tento predpoklad prinese n€jaky uzitek. Rozvoj jsme
délali do tretiho radu, protoze se v dalsich ipravach dostaneme na tiroven mocniny
vyzafovaciho ¢lenu. Dosadme

2 3
A+B%?+CG£>+D(£% _

Cc C

2 3\ 2
:ﬁ_w_R<A+Bw_CR+C(ﬂ) +D(ﬁ)> +

c 2c c c
wR wR wR\? wR\?® !
+—(A+B—+C|— | +D|—
24c c c c
Aby byla nami navrzena hodnota skute¢né feSsenim, musi se na obou dvou stranach
rovnice rovnat koeficienty u nejnizsich mocnin. Srovnanim koeficinetid u téchto

mocnin w (nejprve u nulté, pak u prvni az u tfeti) dostavame pro hodnoty koefi-

cientd postupné
A=0, B=1, C=0, D=-3.

Reseni rovnice je tedy priblizné

wR _ 'R

o ~
c 2¢3

Doufame, ze vas jiz tato kratka ukézka presvédcila o tom, zZe vySe uvedené
priblizné vzorce jsou velice uzitecné a ze diky nim dokazeme zjednodusit mnohé
osklivé vztahy.

Nyni poéitejme vsechny ¢leny, které nas zajimaji (vzhledem k dalsimu postupu
musime kazdy ¢len uréit do ¥adu w?®, abychom se dostali na aroven vyzafovaciho
¢lenu):

3
) ad wR 2 (wR
smaozao——z——g —

6 C C
1 _ 2
5 :(1—sin2a0) 1%1+sin2a0%1—|—o¢gz1+<w_R> 7
COS“ (Xg -
I 3
S1n G . 1 Oég ) w 1 u}R
pr— . % _ _Y 1 % bt - Wit
cos? ap SIao0 - s Qo <a0 6 > ( + O‘O) c + 3 ( . ,
1 . 2 —-1/2 sin? o 1 /wR\?
cos a (1 = sin” ao) T + 5 (_c >
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Tyto vyrazy muzeme dosadit do odvozeného vztahu pro vykon P, a dostaneme
—q*wR wR 2 (wR\®
P = ——(— .
dreg c 3 c
Ly (9BYY) L w (@R 1 (wRY _W_Q_(L) -
4R? c 2Rc \ c 3\ ¢ 4c? 4Rc -
N—q2wR (,uR_gw_R3 1_w_2 _(w) -
~ 4meg c 3\ c 4R?  2c? 4Rc/) |~

N—q2wR _2w3R 1 ¢>w*R?
- 3¢ ) 7 '

L

41T<€0

Tento vysledek nas dostal do péknych potizi! Rik4d ndm totiz, Ze energie, kte-
rou naboje ziskaji vzajemnou interakci, je s presnosti do fadu w* stejné velka
jako energie, kterou naboje vyzari. Tyto dva prispévky se vzajemné vyrusi, takze
celkovy vykon, ktery musime nabojiim dodavat, je imérny nejméné paté mocniné
uhlové rychlosti otaceni. Coz je jisté zajimavy vysledek sdm o sobé, nicméné po-
kud bychom chtéli i konstantu imérnosti, museli bychom pravé uvedeny postup
opakovat s tim, ze bychom museli vSechny ¢leny urcovat s presnosti do paté moc-
niny w. Jak jisté tusite, vypocet je to pomeérné zdlouhavy a ani na n€j zde nemame
misto. Proto zde uvedeme pouze vysledek, ke kterému mohou zajemci dojit zcela
analogickym postupem, jaky jsme zde prave uvedli. Vykon spotiebovany jednim

nabojem v dusledku vzajemné interakce je potom priblizné
7w’ R*
P=——
15mepcd

Tim jsme se vsak dostali do jiného problému. Tak malé odchylky jsou jiz
na urovni relativistickych korekci vztahu pro vyzarovany vykon. Provedeme-li
totiz vypocet vykonu vyzareného zrychlujici ¢astici relativisticky, dostaneme se

ke vztahu
¢*w*R? 1 ¢*w*R? 30?2
= 5 N s\t =)
6Teoc (1 v2> 6Tegc c

platnému snad jiz obecné. Zajemci jej naleznou tieba v knize D. J. Griffitha:
Introduction to Electrodynamics.

Sectenim dvou poslednich vztahii potom dostavame pro vykon nutny k udrzeni
rovnomeérné rotace soustavy vyraz
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Uloha Il. P ... zachrafite bublinu?

Batyskaf Trieste se ponoril do velké hloubky Marianského prikopu a vypustil bub-
linu, ktera zacala stoupat... Kdyz vsak podle stavové rovnice idealniho plynu
vypocitate hustotu vzduchu v bubliné, zjistite, ze je bublina tézsi nez voda. Je to
mozné?

Pokud souhlasite, vysvétlete svoji odpovéd. Pokud nesouhlasite, vypocitejte,
jaké budou parametry bubliny (pfedevsim hustota).

Vzpomenme nejprve, ¢im je charakteristicky dobfe zndmy model idedlniho
plynu. Rovnice popisujici jeho stav je odvozena cisté z kinetickych vlastnosti
molekul, jez ho tvofi, nutné tedy zanedbava jejich vzajemné ovliviiovani. Ale za-
vislost potencialni energie dvou
molekul na jejich vzdalenosti
lze aproximovat konstantou (nu-
lou) jen pro velké vzdélenosti pevna latka
Castic — tj. pro plyn o nizké hus-
toté, tedy za nizkych tlakt ¢i
pri energiich molekul podstatné
vysSich nez prislusna potencialni
energie, tedy prti velkych teplo-
tach. Druha idealizace spociva
v predstavé nulového rozméru
castic. Ve skutecné latce existuje
mez, za kterou uz prosté stlacit
nejde (maji-li zustat zachovany
elektronové obaly). Velikost vza- T. T
jemné interakce charakterizujme Obr. 11. Fazovy diagram
konstantou a a minimalni ob-
jem oznac¢me b. Pak mutzeme nasledujicim zptsobem vylepsit stavovou rovnici
idealniho plynu na tzv. van der Waalsovu rovnici

(p+ i) (Via — b) = RT'.

p

nadkriticka

kapalina tekutina

Va

Pro znadmé (resp. dohledatelné) hodnoty p = hokg = 1100 atm, 7" =~ 4 °C (tep-
lota nejhustsi vody), a = 0,136 Jm3mol ™t a b = 3,64-10"°m>mol™! dosta-
vame kubickou rovnici pro molarni objem Vi, jiz lze numericky resit. Vezmeme-li
v avahu ¢ = My, / Vi, kde My, je molarni hmotnost vzduchu (29 g-mol™ '), dosta-
neme

0 =580kgm °.

To je docela hodné (pfestoze méné nez cca 1400kg-m™>, které davéa stavova
rovnice pro idealni plyn) a na misté je otdzka, nakolik v poradku je predstava
o zachovani plynnosti takto komprimované bubliny. Bézna zkuSenost s realnym
plynem ¥ika, Ze pii dostate¢ném tlaku za¢né kondenzovat na kapalinu’.

7) Viz také diskuze k tloze ILE v XIX. roéniku.
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Na obrazku je znazornén typicky fazovy diagram plynu i pro hodné vysoké
teploty a tlaky. Je-li teplota vyssi nez kritickd teplota (7t), plyn pfi stlacovani
nikdy neprotne krivku rovnovahy mezi kapalinou a plynem, nikdy tedy nezkon-
denzuje, pouze se dostaneme do zajimavé oblasti ,nadkritické tekutiny“, v niz pri
zaddném tlaku nenastane rovnovaha mezi kapalinou a jeji sytou parou (tj. nevy-
tvori se nikdy néco jako kapicky, natoz pak hladina). V tabulkach se lze docist,
ze kriticka teplota vzduchu je T. = —140,7 °C <« 4°C. Jsme tedy hluboko v nad-
kritické oblasti a rovnici lze pouzit, byt s uréitou nepifesnosti — podle NIST?® je
hustota pro uvedené hodnoty asi 615kg-m~>. Lepsi shody bychom dosahli s lepsi
stavovou rovnici, ty pak ale vyzaduji vice informaci o popisovaném plynu.

Jak uz bylo feceno vyse, od urcitych tlakt je plyn takrka nestlacitelny kvili
nenulovému rozmeéru castic — stane se z né€j pevna latka.

A kone¢né na uplny zavér této dvojdilné ulohy podotknéme, Ze pti téchto
tlacich se bublina ve vodé rozpusti jesté nez uplave zlomek potiebné drahy.

Uloha 1.1 ... Anglicani a Skoti

Predmétem této ulohy je, abyste odhadli, jak by se zménila rychlost rotace Zemé,
kdyby Anglicani a Skoti zacali jezdit vpravo misto vlevo.

Mohlo by se zdat, ze to, jestli Anglicani Q
a Skoti jezdi vpravo nebo vlevo, rotaci Zemé &Ir)

viibec neovlivni. Vzdyt pokud predpokliadame, v :
QW\
1 '

ze na kazdé silnici jezdi auta obéma sméry
ve stejném poctu, musi se tyto vlivy vyrusit. —v i
T2 i
© |
!
|

6%@) \&

Podrobnéjsi rozbor vSak ukazuje opak. Zijeme
totiz na velké rotujici kouli, nestaci proto sci-
tat hybnosti aut (celkovad hybnost je skutecné
prumérné nulova, pokud lidé nemigruji), nybrz
momenty hybnosti.

Pric¢ina zmény tkvi v tom, Ze mezi protije-
doucimi auty je jista vzdalenost, oznacme ji d. Uvazujme tedy dvé protijedouci
auta o hmotnosti m jedouci rychlosti o velikosti v v zdpadovychodnim sméru.
Jejich celkovy moment hybnosti AL vzhledem k zemské ose je (viz obr. 12)

Obr. 12. Vypocet momentu
hybnosti aut na silnici

AL =mu(ry —r2) = muR(cos (¢ + Ap) — cos ),

kde R je polomér Zemé, ¢ je zemépisna Sitka a pro A plati d/R. Pro kosinus
uzijeme souctovy vzorec a priblizné vztahy sin Ap ~ A, cos Ap ~ 1 (platici pro
malé Ay, v nasem piipadé Ap ~ 107°)

AL = mvR(cos ¢ cos Ap — sin psin Ay — cos ) ~
~ muR(cosp — sin pAp — cos p) = —muvRsin pAgp.

8) National Institut of Standards and Technologys; http://webbook.nist.gov/
chemistry/fluid
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Pokud za¢nou obyvatelé Spojeného kralovstvi jezdit vpravo (formalni zameéna
v — —v), zméni se moment hybnosti zobrazené dvojice aut o

—2AL =2muRsin pAp.

Zménu momentu hybnosti vSsech aut pohybujicich se v daném okamziku po sil-
nicich Spojeného kralovstvi, urc¢ime sectenim odvozeného prispévku pro vSechny
dvojice aut. Necht se v priméru po silnicich pohybuje N aut, v kazdém sméru N/2,
pak celkova zména momentu hybnosti bude

ALceikx ~ NmvRsin pAgp .

Jisté jste si vSimli, Ze jsme nebrali v ivahu fakt, Ze ne vSechny silnice smé-
fuji podél rovnobézek. Pokud bychom odklon silnice od zapadovychodniho sméru
oznacili « a predpokladali, Ze silni¢ni sit je dostateéné hustd, a tedy vice méné né-
hodné, museli bychom scitat pres vsechny rtizné sméry «, coz by vedlo na néjaky
Ciselny faktor v predchozim vztahu®. Ten vSak zanedbame, jelikoz si ve vysledku
nedé€ldme ambice vyssi nez na radovy odhad.

Celkovy moment hybnosti Zemé vcetné vseho, co se nachazi na jejim povrchu,
se zachovava (neuvazujeme slapové pusobeni Slunce a Mésice). Zména momentu
hybnosti zemékoule tedy je ALz = —A L¢eix. Moment hybnosti zemékoule mizeme
vyjadfit pomoci jeji thlové rychlosti Ly = JQ, kde J ~ 2M R? /5 je moment
setrvacnosti, M je hmotnost Zemé. Tedy ALz = JAQ. Nyni jiz mizeme vyjadrit
zménu uhlové rychlosti rotace Zemé zpiisobené novymi pravidly silni¢cniho provozu

_ ALz  5NmuRsinpAp
- J 2M R?

AQ

Néazornéjsi bude znat zménu délky dne T' = 2w /. Ze vztahu AT/T = AQ/Q
dostavame

T 1717 5T% Nmuw sin oAy B T?Nmud

AT =A0 g =5 A~ - ARMR 3M R2

Zbyva dosadit ¢iselné hodnoty: 7 = 1den ~ 9-10%*s, N ~ 107, m ~ 103kg,
v~ 10ms™t R~6-10°m, ¢ ~ 50°, d~ 10m, M ~ 10*° kg a ziskame vysledek

AT ~ —10"""s.
Rychlost rotace Zemé by se zpomalila faddové o sekundu za jednu miliardu let.

Jak se dalo ocekavat, smésné mald hodnota, zadnym zpiisobem zméritelna, da-li
se viibec mluvit o n€jaké zméné.

9) Konkrétné bychom dostali stfedni hodnotu sin® o &li 1/2.

37



FYKOS, XXI. rocnik
Uloha Ill .2 ... vytah az do nebe

Urcete, jaké fyzikalni vlastnosti musi mit material zavésného lana vytahu, ktery
spojuje povrch Zemé a obéznou geostacionarni drahu. Je viibec takovy material
na Zemi dostupny?

Nejdiive se zamyslime nad hlavni myslenkou vesmirného vytahu. Pro urcitou
vysku nad zemskym povrchem plati, ze téleso v ni obihajici po kruhové draze
bude mit obéZnou dobu rovnou jednomu dni (geosynchronni obézné draha). Tedy
jeho tthlova rychlost bude stejna jako thlova rychlost otaceni Zemé w. Vysku této
drahy vypocteme z rovnosti odstiedivé a gravitacni sily

mM | GM
R2 = R: (A)Q )

mw’R =G

(13)

kde G je gravita¢ni konstanta a M hmotnost Zemé. Ciselné je R = 35800 km nad
povrchem Zemeé. Je-li navic tato obézna draha v roviné rovniku, nazyva se geostaci-
onarni a obihajici satelit se na ni vii¢i povrchu Zemé nepohybuje. Je proto lakavé
spojit toto misto s odpovidajicim mistem na rovniku. Pravdépodobné prvnim,
kdo o tom uvazoval, byl Konstantin Ciolkovskij, myslenku potom zpopularizoval
A. C. Clarke v romanu Rajské fontany.

Bohuzel 35800 km lana nestaci, takto kratké by spadlo na zem, protoze se jeho
tézisté nachazi pod geostacionarni drahou. Musi se proto uvazovat bud s lanem
delsim, nebo s vynesenim dodatecného zavazi na vyssi obéznou drahu, které bude
lano napinat. My dale budeme uvazovat prvni moznost.

Dalsi véc je, jak lano bude vypadat. Ve skutecnosti neptiijde o vytah v pravém
slova smyslu, protoze kabina nebude lanem vytahovana, nybrz po ném bude $plhat
vzhiiru vlastnimi silami. Z riznych dalsich davoda (napf. minimalizovani pravdeé-
podobnosti srazky s vesmirnym smetim) se ukazuje jako nejlepsi tvar dlouhé tenka
stuha'?). Déle se vsak ukéZe, ze napt. napéti v lané nezavisi na jeho priifezu.

Jaka je podminka pro to, aby lano vlastnimi silami vydrzelo na geostacionarni
obézné draze? Stejné jako pro bodovy satelit musi platit, ze vysledna sila v neiner-
cialni soustavé spojené s lanem musi byt nulova. Tedy odstrediva sila zptisobena
otaCenim Zemé musi vyrovnat gravitacni silu. Vypocitejme tedy délku H lana,
pro kterou to plati. Na element lana dm piisobi gravitacni a odstrediva sila

M dm
5

dF = dF, — dF, = rw’dm — G (14)

r

Vime, ze dm = o dr, kde o je délkova hustota lana. Celkovou ptisobici silu ziskame
integrovanim vztahu (14) pfes celou délku lana (od povrchu Zemé do hledané
vysky H). Jak jsme dfive zminili, tato sila musi byt nulova. V integralu jsou
elementarni funkce, takze jej nebude problém vypocitat.

H
/ (G#—Uu)zr)drzo,
Ry r

10) Viz naptiklad http://www.spaceelevator.com/.
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1 1 2
GoM (——+—) ~ 22 (H*-R})=0. (15)

Podélime-li rovnici élenem ow? /2, u levé zavorky dostaneme 2R* (vysku geostaci-
onarni obézné drahy, jak jsme vypocitali v (13)). Rozepsanim zavorek poté vyjde
kubicka rovnice

H°Rz — H (Rz +2R’) + 2R’Rz = 0, (16)

jejiz jeden kofen se da uhodnout (H = Rgz; v lané nulové délky se kupodivu
odstfediva a gravitacni sila vyrovnaji) a zbylé dva dostaneme fesenim kvadratické
rovnice. Uvazujeme pouze ten s kladnou odmocninou z diskriminantu, protoze ten
druhy vyjde zaporné.

1 ,  8R?
H_2< Ry + Rz>. (17)

Dosadime-li jiz dfive vypoéitané veli¢iny a konstanty, vyjde H ~ 150 - 10 km, coz
je skoro polovina vzdalenosti k Mésici, ale tim se zatézovat nebudeme.

Ted piejdeme k hlavni ¢asti tlohy. Musime vypodéitat prubéh normaélového
napéti v lané v zavislosti na vysce (poc¢itané od stiedu Zemé). K vysledku se
dostaneme podobné jako v predchozim pripadé. Sila napinajici lano bude celkova
sila pisobici na spodni ¢ast lana.

h

F(h) =/ (dF, — dF}).
Ry

Pomoci vztahu uvedeného v (14) zapiSeme konkrétni sily a integrujeme stejné

jako pri pocitani délky lana.

1 1 0'002 2 2
F(h) = M| —— =) - " (h® — ) 1
(1) =Gont (5= 3 )~ %~ (4~ ) (18)
Musime najit extrém této funkce, tedy polozime prvni derivaci podle h rovnou
nule,

GMo
B2
Je to opét kubicka rovnice, jejiz jeden kofen uhodneme — derivace F'(h) je nulova
pro h = R. Zbylé dva kofeny jsou imaginarni a nezajimaji nas. Pribéh napinajici
sily je znazornén na obrazku 13.
Velikost maximélni napinajici sily tedy bude (dosazeni h = R do F'(h))

—|—haw2:0.

_ 1 1 ow? 2 2
FmaX—O'GM <R—Z— E) - T(R —Rz)

Vyuzijeme-li souvislosti délkové hustoty o s objemovou hustotou ¢ (o = 0S5, kde S
je prufez lana), dostdvame

on =% —EGM<—RZ—E>——2 (R* — R%)| =
_ 1 1 ow? 2 2
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Napéti opravdu nezavisi na prurezu lana a po vycisleni vychazi hodnota o, =
=0-4,84-10" Pa-m® kg .

£(h)

Fmax

Obr. 13. Graf zavislosti sily na vysce

Nyni se dostavame k jednomu mensimu problému. Zanedbali jsme totiz, Ze se
lano vlastni tihou natahuje, a tudiz se méni jeho hustota v zavislosti na délce. (A to
opa¢né nez pusobici sila. Tam, kde bude F'(h) nejvétsi, bude hustota nejmensi
a naopak.) Ale pokud bude mit materiil dostate¢né velky modul pruznosti v tahu,
protahne se jen minimalné a zanedbani bude opravnéné. V integralech pro vypocet
pusobicich sil bychom museli tuto zavislost zohlednit a to by nebylo jednoduché.
Spokojime se s tim, Ze maximalni dovolené normalové nap7éti v lané je primo
amérné hustoté materialu a konstanta tmérnosti je asi 5-10 Pa-m®-kg™*.

Jaké materiadly tuto podminku splnuji? Snadno ovérime, ze zadna bézna latka
by neobstala. Jedinou svétlou nadéji je lano z uhlikovych nanotrubek, jehoz hus-
tota je asi 1350 kg-m?®, a tedy o,, = 65 GPa. Jejich teoretickd mez pevnosti je asi
dvakrat vétsi, tudiz nam to dava nadéji do budoucna (zatim dokazeme vyrabét
pouze kratké trubicky, lano z nich stale ¢ekd na vynélezce).

Dalsi vlastnosti materialu jako tepelna roztaznost, odolnost vii¢i povétrnost-
nim vlivim a dalsi se projevi jenom na malém tuseku lana (v atmosfére), a tak
jejich silové ucinky mutzeme zanedbat. Problémem by mohla byt pouze skutec-
nost, ze se vzdalenosti od Zemeé klesa elektricky potencial a takovéto lano by bylo
jednim velkym hromosvodem. Zakladna vytahu by tak méla byt nékde, kde se
moc neblyska, a lano oSetfeno, aby mu zasah bleskem moc neuskodil. Nicméné
jakakoliv ochrana proti bleskiim by byla potteba jen v nizkych vyskach, a tak se
hmotnost lana prili§ nezvétsi.
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Uloha Ill.3 ... hopsani po naklonéné roviné

Malou kulicku hodime vodorovné na naklonénou rovinu. Kulicka po ni zacne
poskakovat a po N odrazech dopadne kolmo k povrchu naklonéné roviny (viz
obr. 14). Jaky je tihel o naklonéné roviny? Pred-
pokladejte, ze se kulicka odrazi dokonale pruzné, v,
rotaci kulicky neuvazujte.

Pohyb kulicky lze rozlozit do dvou smeért — —>— Vic
kolmfzho ,na rovm.u a rov/no,bezneho S rovm,ou. Ve Obr. 14. Priklad trajektorie
shodé s timto pojmenovanim budeme nadale po- leulick N — 4
uzivat indexy k a r. Kulicka se odrazi dokonale WHEKY Pro
pruzné a tedy odraz nijak nezméni hodnotu v, a v pripadé vy pouze zméni zna-
ménko. Ve sméru kolmém pohyb mezi dvéma odrazy popisuje rovnice

vk = vsina — gcosat .

Nyni vypocteme periodu skoku, tedy casovy interval mezi dvéma dopady (tj.
dvojnasobkem doby, pro které plati vx = 0)

ts = —tg .
g

Pohyb ve sméru rovnobézném popisuje rovnice
vy =vcosa — gsinat.

Kulicka dopadne na rovinu kolmo, pokud bude v okamziku dopadu rovnobézna
slozka rychlosti nulova. To nastane praveé v case

v
tny = —cotgar.
g

Aby situace nastala v okamziku N-tého odrazu, musi platit txy = Nts, odkud
s pouzitim predchozich rovnosti ziskame

Nv

Ecotgoz: tg o,
g

z ¢ehoz pro hledany sklon roviny mame

a = arccotg V2N .

To je hledany sklon naklonéné roviny, pri kterém na ni kulicka dopadne kolmo,
ale az poté, co se od ni predtim (/N — 1)-krat odrazi.
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Uloha IIl . 4 ... &istice na poli

Meéjme elektrostatické pole neménné v case. Do toho pole vkladame na stejné misto
nabitou castici s nulovou pocatecni rychlosti. Peclivée sledujeme, jak se castice
pohybuje, a zaznamenavame si jeji trajektorii. A co nas prekvapi — trajektorie
castice nezavisi na jeji hmotnosti. Dokazete to vysvéetlit?

Uvedeme si dva rtzné zpusoby reSeni problému. Zkoumame pohyb hmotné
nabité castice v elektrostatickém poli. VSechny ostatni sily kromé elektrostatické
zanedbame. Toto pole je v case neménné, ale bod od bodu se mize ménit, tedy
kazdému bodu uvazovaného prostoru je pritazen néjaky vektor elektrické inten-
zity E, ktery charakterizuje pole.

Zobecnéme zadani a uvazujme, ze zkoumané castice maji kromé rizné hmot-
nosti i rizny naboj. Sila ptisobici na nabitou c¢astici v elektrostatickém poli je
rovna vyrazu qE, kde ¢ je velikost naboje c¢astice. Kazdému bodu prostoru lze
rovnéz priradit elektrostaticky potencial . Vektor intenzity E pfimo souvisi s po-
tencidlem vztahem

E = —gradyp,

tedy intenzita mifi smérem nejvétsiho spadu potencidlu a jeji velikost zavisi na
prudkosti tohoto spadu. Potencilni energie'! ¢astice v poli pak bude rovna V =
= qy, pricemz V ma vyznam prace potifebné k preneseni castice z ,,nekonecna“ do
konkrétniho bodu. Kdyz se ¢astice pohybuje pouze pod vlivem naseho pole, bude
priristek jeji kinetické energie presné roven ubytku potencidlni energie. Méjme
dvé rozdilné ¢astice s naboji ¢, ¢ a hmotnostmi m, m’. Pokud ¢astice startuji
z klidu ze stejného mista, jsou jejich kinetické energie T', T’ v uréitém bodé rovny
ubytku potencialni energie, tedy

T = %va =qAyp, T = %m’(v')2 = q¢'Ap, (19)
kde Ay znaci ubytek potencidlu mezi startovnim a aktualnim bodem. Lze tudiz
psat

mv® = 2qAp, m (V') =2¢Ay, (20)

coz se nam bude hodit dale.

Trajektorie castice je obecné zakfivena a kazdou malou ¢ast drahy lze povazo-
vat za Cast kruznice, ktera ma urcity polomeér. Tento polomér se nazyva polomeér
ktivosti trajektorie v daném bodé. Smér rychlosti vzdy mifi ve sméru tecny k tra-
jektorii. Pfedpokladejme nyni, ze dvé rozdilné ¢astice nabojt ¢, ¢’ a hmotnosti m,
m’ jsou v urc¢ité fazi pohybu na stejném misté a maji stejny smér rychlosti (nikoli
velikost). Jejich kinetické energie jsou dany rovnicemi (19).

Pole ptsobici v tomto misté lze rozlozit na slozku F; kolmou k rychlosti
a slozku rovnobéznou Ej. Polomér kfivosti v tomto bodé ozna¢me R. Aby se
Castice pohybovala po kruznici s polomérem R, musi na ni pusobit dostredivé

11) Energii nebudeme znacit F, ale V', aby se nepletla s elektrickou intenzitou.
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zrychleni aqg = v*/R. Toto dostiedivé zrychleni zpiisobuje sila ptisobici ve sméru
do stredu kruznice, tedy ve sméru kolmém na pohyb. Pro zminénou silu ale zfejmé

plati

mv2

R

FJ_quL:madz (21)

Vyjadiime R a posléze dosadime z (20) a mame

mu? _ 2qAp  2A¢p

R =
qE 1 qE 1 E

Slava! Polomér kiivosti drahy nezavisi na hmotnosti ¢astice ani na jejim naboji
a posledni vztah vyjde naprosto stejné i pro jinou éastici s hmotnosti m’ a nabo-
jem ¢'. Pokud tedy naSe dvé porovnavané ¢astice maji v uréitém misté kinetic-
kou energii danou vztahem (19) a stejny smér rychlosti, pak maji v tomto misté
i shodny polomeér ktivosti trajektorie.

Jezto ale maji trajektorie stejny polomér kiivosti v jednom bodé, a leti tudiz
jakoby po stejné kruznici, blizky bod na této kruznici bude prvkem obou trajek-
torii a v onom blizkém bodé budou mit obé castice opét stejny smér rychlosti
a kinetické energie urcené vztahem (19). Predeslou tivahu mutzeme opakovat az
donekonec¢na a navic na pocatku, kdy jsou c¢astice v klidu, maji ¢astice opravdu
shodny smér rychlosti a shodnou nulovou kinetickou energii. Z toho vyplyva, ze
trajektorie obou rozdilnych castic maji ve vSech bodech stejny polomér ktivosti,
a jsou proto opravdu shodné. Pouzili jsme v podstaté metodu matematické in-
dukce, pricemz indukcni krok zmensujeme donekonecna.

Povsimnéme si, ze v provedené ,induk¢ni® tivaze nemusime nutné uvazovat,
ze kinetické energie jsou uréeny vztahem (19). Staci, kdyZ jsou v poméru T/T" =
= q/q'. To je obecngjsi predpoklad. Dospé&jeme tak k zavéru, ze trajektorie dvou
rozdilnych castic se shoduji, pokud ma jejich pocatecni rychlost stejny smér a po-
catecéni kinetické energie jsou v poméru T/T" = (mv?)/(m’(v')?) = q/q’. Vyjad-
fime-li z této rovnosti rychlost v, dostavame

/
v=uvy 2L (22)
m q'

Opét z provedené tvahy plyne, ze pomér T/T' bude stejny pro vSechny body
trajektorie stejné tak jako pomér rychlosti. Shrnuto, castice leti po stejnych tra-
jektoriich riznymi rychlostmi, jejichz pomér je dan rovnici (22).

Nasi ,jindukéni® tvahy jsme se mohli vSak usetrit. Uvazujme takto: jednu
Castici nechame pohybovat se v poli. Jeji trajektorie ma v kazdém bodé urcity
polomér krivosti, tedy v kazdém bodé piisobila sila zapricinujici toto zakriveni.
Dejme tomu, ze by se druha ¢astice pohybovala po stejné trajektorii. Byly by sily
pusobici na castici opét takové, ze by polomér kiivosti v kazdém bodé odpovidal
pusobici sile? Na zakladé vztahu (21) odpovime ano. Myslené trajektorii tedy
jakoby nelze nic vytknout, odpovid4d vSem pusobicim silam, a bude to tedy ta
skutecné realizovana.
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Povézme si nyni, pro¢ nemiizeme pouzit argument, ze Castice leti po siloca-
rach. V obecném piipadé tomu tak skutecéné neni. Silocara je kfivka, jejiz teCna
v kazdém bodé je rovnobézna se smérem intenzity E. Pokud ale castice leti po za-
ktivené silocare, musi na ni ptisobit urcita dostiediva sila kolma na rychlost, a tedy
i kolma na tec¢nu k silocare. Takova kolma sila tu ale neni, protoze elektricka sila
mifi ve sméru tecny.

Prozkoumejme nyni trochu odli$ny, docela elegantni zptisob feseni. Céastice se
samoziejmé bude tidit pohybovou rovnici

a=—.
m
Zrychleni a a sila F jsou zde vektory. Takovy vektorovy zapis neni nic objevného,
uvedena rovnice pouze skryva tii rovnice — pro kazdou ze slozek x, y, z zrychleni
a sily jednu rovnici. Zrychleni a vSak mizeme lépe zapsat jako

d?r

a:@a (23)

tedy jako druhou derivaci polohového vektoru ¢astice'. Pohybova rovnice ¢astice
v nasem elektrostatickém poli proto je

d?r _q
@w - — E(r). (24)

Intenzita pole zavisi samoziejmé na poloze, tedy zrychleni ¢astice v urcitém bodé
zavisi na intenzité v tomto konkrétnim bodé.

Zamysleme se nyni nad tim, jak se pohybova rovnice zmeéni, pokud budeme cas
meérit v jinak dlouhych jednotkach, nez jsou vteriny, nebo jednoduse na hodinkach,
které bézi tifeba pomaleji. Nové casové jednotce budeme rikat tieba pseudosekunda
se znackou o. Dejme tomu, ze pocet casovych jednotek 7 zaznamenany na nasich
zpomalenych hodinkéach souvisi s casem ¢t mérenym v sekundach vztahem

t=+kr, tedy 7':%. (25)
Jak se projevi pouziti téchto novych jednotek pri méfeni zrychleni? Kdyz mé-
fime rychlost pomoci pomaleji bézicich hodinek, bude ¢iselné vétsi, konkrétné
k-krat veétsi, protoze ke zméné polohy stacilo méné casovych jednotek. Zrychleni
meérime porovnanim rychlosti v blizkych okamzicich a opét pri métreni casu v pseu-
dosekundach bude ke zméné rychlosti tifeba méné casovych jednotek a zrychleni
vyjde Ciselné k-krat vétsi. Ale jiz rychlost vysla k-krat vétsi a z této vétsi rych-
losti teprve pocitame zrychleni a dostavame tak prevodni vztah mezi ¢iselnymi
hodnotami zrychleni pfi pouziti riznych casovych jednotek

am-s] = k*a[m-o?].

12) Casova zména polohy je rychlost a ¢asova zména rychlosti je zrychleni.
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Tento vztah dobfe vyplyne i formalnim dosazenim z (25) do (23)

d’r &% 1 d%r (26)
de2 ~ d(kr)2  k2dr?’

Jedné se zde vsak o derivace a ne o pouhé zlomky a tak by se ndm uvedenéa tiprava
meéla urcité zdat trochu podezrela, nicméné v tomto pripadé je korektni.
Ted pomoci vztahu (26) piepiSeme pohybovou rovnici (24), tedy

@r _

2 q
P k mE(r).

Vsimnéme si ale nyni klicové myslenky. Pokud zavedeme zrovna takové pseudo-
sekundy a budeme mit takové hodinky, ze faktor k = y/m/q, potom lze pohybovou
rovnici psat ve tvaru

d?r

~— = E(r) (27)

dr2
a zde se jiz nevyskytuje naboj ani hmotnost!
Vezméme si ted druhou &astici s ndbojem ¢’ a hmotnosti m/’, jejiz polohu
budeme znacit polohovym vektorem r’. Jeji pohybovéa rovnice je

d2r/ q/ ,
az — g E0r)-

I tuto rovnici ale mizeme napsat jinak, kdyz budeme ¢as mérit namisto v sekun-
déach v jinych jednotkach'® ¢’ a vztah mezi éasy ¢t a 7/ bude dan faktorem k' =
= +\/m’/q'. Vztah mezi 7 a 7' je potom zfejmé

/
=K1, kde K:W/ﬁg/. (28)
mq

Pohybovéa rovnice pfi uziti jinych éasovych jednotek o’ nabyva tvaru

a pohybové rovnice obou ¢astic maji ted aplné stejny tvar! Pohybova rovnice (27),
coz je diferencialni rovnice druhého radu, urcuje spolu s pocatecni polohou a rych-
losti zavislost polohy r na case .

Pokud ale r( = 0) = r'(7' = 0) a rychlosti

dr dr’ , ,

13) Zde uZ jsou nové ¢asové jednotky o’ samozfejmé jiné nez pseudosekundy o v piede-
slém vykladu.
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coz je pri stejné pocatecni poloze a nulové pocatecni rychlosti splnéno, pak pohyb
prvni i druhé castice jsou urceny naprosto stejnymi rovnicemi jen s tim rozdilem,
ze pouzivame pro ¢as jiné pismenko, a proto i feseni, tedy funkce r(7), resp. r(7’)
budou v obou pripadech naprosto shodna az na to, ze jednou budeme v feSeni
psat 7 a podruhé 7’. Mnoziny bodi, kterymi éastice projdou, tedy jejich trajektorie
budou v obou pripadech shodné.

Céstice budou pouze drahu prochéazet rozdilnou rychlosti. Ve vsech bodech
trajektorie bude platit

dr _ dr
dr  dr/
a diky vztahu (28) plati
dr dr’
e e
dr dr’

takze podil rychlosti (které jiz méfime ve stejnych jednotkach) ¢arkované a necar-
kované castice je K.

P

dr dr’ dr’
E(T—O)— dT/(T —0)—KE(T—O)

je splnéna, pokud jsou rychlosti v poméru K, tedy pocatecni rychlost nemusi byt
nutné nulova. Kdyz maji obé ¢astice stejny naboj, potom podle (28) K = y/m’/m.
Pocatecéni kinetické energie T' (vyjadifend ovSem ne v joulech, ale v pseudojoulech,
protoze jinak méfime cas) prvni ¢astice je pak

1 ar\? 1 , dr'\?* 1 ,/dr'\?
r=ym(ar) = (K6) = ()

a kinetické energie obou castic se tedy rovnaji po celou dobu pohybu a rovnost
pocatecnich kinetickych energii je zrejmé podminkou pro shodnost trajektorii.
Patrné jsme tedy dospéli k naprosto stejnym zavériim jako pfi prvnim zptisobu
feseni.

Mohlo by se zdat, Zze to neni poradny diikaz, kdyz jsme jenom derivovali,
a fyzika v podstaté zadna. Je tfeba si ale uvédomit, ze 2. Newtoniv zakon formu-
lovany v diferencidlnim tvaru je zcela fundamentalni zakon klasické fyziky a podle
v§i zkusenosti feSeni pohybové rovnice jakozto rovnice diferencialni opravdu od-
povida skutecné realizovanému pohybu. Vérime, ze diferencialni rovnice spravné
popisuji nas svét, a proto i zde urcity fyzikalni jev vysvétlujeme na zakladé ma-
tematické upravy diferencialni rovnice.
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Uloha IIl. P ... pfiliv a odliv

Priliv a odliv jsou zpitisobeny slapovymi silami, tj. pfedevsim gravitacni silou Mé-
sice. Priliv se opakuje kazdych 12 hodin a 25 minut, nicméné na zemékouli pozoru-
jeme vzdy dva prilivy na opacnych stranach zemékoule. Tzn. jeden priliv obéhne
Zemi za dvojnasobek doby, tj. asi 25 hodin. Tudiz na rovniku o délce 40 000 km
se priliv musi pohybovat pfiblizné rychlosti 40 000/25 km/h = 1 600 km/h. To je
dokonce vice nez rychlost zvuku ve vzduchu.

Ze zkuSenosti vsak vime, ze voda v mori touto rychlosti neproudi, nebot lodé
nam vozi banany z Kostariky atd. Je tedy néjaka chyba ve vypoctu, nebo je
potieba vysledek interpretovat jinak?

Uvedeny paradox by nastaval, kdyby se kolem Zemé pohybovala urcita masa
vody, zatimco zbytek by ziistdval nehybny. Tomu tak vsak neni. Zadna z molekul
vody necestuje kazdy den kolem zemeékoule, ale ziistava priblizné na stejném misté
a kmita hlavné ve svislém smeéru.

Predstavme si vodorovny tetizek kulicek, z nichz kazda kmita ve svislé roviné.
Vhodnou volbou fazi jejich kmitani mtzeme vytvorit iluzi viny rychle se pohybujici
ve vodorovném sméru, i kdyz kulicky se vibec nepfemistuji. Lze to prirovnat
napriklad k mexické viné na stadionu.

Vsimavy ctenar si uvédomi, ze analogie popsana v predchozim odstavci plné
neodpovida nasemu pripadu. Vzhledem k tomu, Ze vodu muizeme povazovat za
nestlacitelnou, nemutize pohyb molekul probihat jen ve vertikdlnim sméru. Vzniklou
mezeru muzeme ale zaplnit pomalym pohybem vétsiho mnozstvi vody (oproti
vysce prilivu fadové v metrech primérna hloubka oceanu je 3 az 4 kilometry).

Ve skutecnosti je pohyb vody v oceanech ovliviiovan morskymi proudy, nestej-
nou hloubkou a slanosti. K problémtim popsanym v zadani miize dochéazet napii-
klad u velké zatoky spojené s oceanem uzkym prilivem. Pii prilivu zde vznikne
takovy proud, ze lodé skutecné nemohou ze zatoky odplout.
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Uloha IV.1 ... znaji véely geometrii?

Jestlize jste nékdy vidéli vceli plast, jisté vas upoutala pravidelnost, s jakou je
vybudovan. V podélném rezu tvori stény bunky pravidelny Sestitthelnik a bunky
jsou k sobé seskupeny tak, ze pokryvaji celou rovinu plastu.

Pro¢ maji vceli bunky tvar pravé Sestithelnikii, a ne napriklad obdélniki nebo
pétiuhelniki?

Vcely budou pravdépodobné tvorit néjaké pravidelné obrazce, jinak by musely
uvazovat, mezi kterymi dvéma sténami vytvorit jaky tihel, aby jim to vychéazelo.
Také nas budou zajimat jenom rovinné obrazce, nebot véely budou chtit bunikami
prolézat, a tedy budou po celé délce bunky potiebovat stejny prurez.

Bunkami by meéla jit pokryt rovina. Kdyby nebylo mozné pokryt obrazcem
rovinu, byly by mezi jednotlivymi bunkami nevyuzita volna mista a do plasta by
se méné veslo.

Pravidelné rovinné obrazce, kterymi lze pokryt rovinu, jsou tfi — trojuhelnik,
Ctverec a Sestitthelnik. Konkrétni volbu zfejmé nebude mit na svédomi pouze jeden
divod, ale dtivodi vicero, feknéme si alespon ty nejnapadnéjsi.

Prvnim z nich je, Zze se vcely nechtéji zbytecné vysilovat, a zvoli tedy takovy
obrazec, u kterého spottfebuji pti vystavbé nejméné materidlu. Snadno vypocteme,
ze pri jednotném obvodu je pomér obsahii mezi rovnostrannym trojuhelnikem,
étvercem a pravidelnym Setitthelnikem 1 : /3 : 3 (uvazujeme pouze pravidelné
obrazce, nebot nepravidelné maji pomér obsahu ku obvodu horsi), coz vypovida
ve prospéch Sestitthelniku.

Dalsim divodem bude to, Ze se v buinikach lihnou larvy a larvy maji kruhovy
prurez, tedy by bylo vhodné, aby mély bunky tvar co nejvice podobny kruhu,
aby okolo larev nebylo mnoho volného mista. Toto také spliuje Sestitthelnik (uvéa-
zime-li, v duchu prvni podminky, pouze obrazce, kterymi lze vydlazdit rovinu).

Sestitihelnikové butiky jsou navic pevnéjsi nez ¢tvercové, protoze ve Etverco-
vych by sila ptisobila jenom na svislé prepazky, kdezto u Sestiihelnikovych je sila
castecné odvadéna i do stran.

Také je zajimavé si uvédomit, jak vlastné vypada vceli oko — je slozené z malych
Sestitthelnicki. Jisté se nabizi otazka, nakolik tato skutecnost ovliviiuje tvar bunék.
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Uloha IV .2 ... zahfivani koule

V této uloze budeme studovat vliv teploty na moment setrvacnosti kovového té-
lesa. Pro tento ucel nechame télesem prochazet pevnou osu, kolem které se bude
otacet. Jak se zméni moment setrvacnosti J télesa pii zvyseni jeho teploty o AT,
je-1i koeficient teplotni roztaznosti kovu «. Pokud si nevite rady, zkuste uvazovat
kouli nebo valec.

Pro vyfteseni tilohy ndm bude stacit znalost né€kolika zakladnich vztahi. Mo-
ment setrvacnosti J libovolného tuhého télesa viici pevné ose se definuje vztahem

J:/rzdm, (29)

kde r je vzdalenost elementu hmotnosti dm od osy otaceni. Zménime-li teplotu
télesa o AT, zméni se vzdalenost libovolného bodu (tedy elementu hmotnosti dm)
od pevné osy z ptivodni vzdalenosti r na r’. Moment setrvacnosti zahiatého télesa
lze zapsat jako

J = / (r')? dm. (30)

Piedpokladame-li, Ze zkoumané téleso je izotropni (materidl ma ve vSech smérech
stejné vlastnosti), plati mezi vzdélenostmi r a r’ vztah

' =r(1+ aAT), (31)

kde « je koeficient teplotni roztaznosti.
Z (31) dosadime do (30) a upravime uzitim vztahu (29)

J = /(r’)2 dm = /r2(1 + aAT)? dm = (1 4+ aAT)? /7“2 dm = (1+ aAT)?J.
Moment setrvacnosti se tedy zmeéni o
AJ =J —J=(20AT + *AT?)J .

Protoze koeficient teplotni roztaznosti o nabyva fadové hodnot 107° K™, mzeme
kvadraticky ¢len oproti linedrnimu zanedbat a vyjde nam

AJ = 2aATJ.

49



FYKOS, XXI. rocnik
Uloha IV .3 ... sopka buraci

Nedavno v televizi probéhl dokument o vybuchu sopky Krakatoa v srpnu 1883.
Pozoruhodné je, ze rachot vybuchu docasné ohlusil lidi (néjakou dobu nic nesly-
Seli) ve vzdalenosti 50 km od vulkanu. Dokonce byl slyset jako vzdalené hfméni
ve mésté Alice Springs v centralni Australii, tj. asi 5000 km (slovy pét tisic kilo-
metrii) od sopky.

Jaka byla hodnota akustického tlaku v dB v misté vybuchu? Miizeme pred-
pokladat, ze plati zakon ubytku intenzity se ctvercem vzdalenosti, Ci jaky zakon
ubytku intenzity bude platit pro tento pripad?

Uloha se zabyvala $ifenim energie exploze ve vzduchu. Nejdiive vysvétlime
rozdil mezi rdzovou a zvukovou vlnou. Réazové viny (angl. shockwave) vznikaji pii
uvolnéni velkého mnozstvi energie z malého objemu. Energie se v prostredi Siri
rychlosti nékolikanasobné vétsi, nez je rychlost zvuku. Pti prechodu razové viny
dochazi ke skokovym zménam vlastnosti prostiedi (teplota, tlak, hustota, pfip.
orientace magnetického pole). Energie nesena razovou vinou se vzdalenosti velice
rychle ubyva (az s tfeti mocninou vzdalenosti). Zakladni zjednoduseni, které se
pri vypoctech pouziva, je, ze tlak a hustota mimo razovou vlnu jsou zanedba-
telné oproti tlaku a hustoté uvniti razové vlny. Za prepracovanou teorii vdécime
panum Taylorovi a Sedovovi z projektu Manhattan. VSechny razové viny proto
velice rychle degraduji na bézné zvukové vlny. Pii prechodu razové viny se castice
prostredi pohybuji velkymi rychlostmi pouze ve sméru jejiho siteni. Naproti tomu
pri prechodu zvukové viny c¢astice osciluji docela malymi rychlostmi obéma smeéry.
Zménu tlaku pri prechodu razové viny ma na svédomi jednak docasné nahusténi
molekul za rézovou vlnou, jednak pfimo pohyb molekul od centra exploze (tzv.
sblast wind pressure* Q). U silnych rézovych vin (vice nez cca 207 dB) je druha
slozka vétsi. Pri atmosférickém tlaku se vSechny vlny intenzivnéjsi nez asi 194 dB
chovaji spise jako razové.

Nejprve zkusime urcit akusticky tlak za predpokladu, ze to, co slyseli lidé
v Australii, byl skutecné zvuk. Nanejvys problematické je zde odhadnout, jak
silné asi bylo ono ,vzdalené himéni“. Pouzijeme pracovni odhad 40dB (ticha
ulice; muselo byt dostatecné silné, aby ho bylo mozné odlisit od hluku pozadi, tj.
ne uplné na hranici slysSitelnosti). Intenzita zvuku je definovidna vztahem

/= %/O p(t) v(t) dt.,

kde T je perioda kmitt, p(t) je okamzita hodnota tlaku a v(¢) rychlost pohybu
Castic. Méri se ve wattech na metr ¢tverecni. Absolutni hodnota intenzity zvuku
(intenzita je vektor) v decibelech je

1

Li|[dB|] = 10log ————-— 2
I[ ] 0 Og 10_12 W/m2 Y (3 )
respektive »
Lp|dB] = 20log ——————
p[dB] = 20log 5 P~ (33)
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kde I je absolutni hodnota intenzity v misté méfreni a p primérna hodnota tlaku
pti prechodu zvukové vlny. Zde je nutno poznamenat, ze rovnost

Li=1Lp

plati pouze priblizné a to jen do intenzity asi 120dB. Pak uz se kvili fyzikalnim
vlastnostem vzduchu zacinaji obé hodnoty lisit a je treba mezi nimi rozliSovat.
Absolutni hodnota intenzity ubyva se ¢tvercem vzdalenosti

1
I~ 3

Dilezitou roli hraji také jiné procesy. Vzduch se pfi prechodu zvukovych vin mirné
zahtiva. Vsechny procesy, které se na disipaci energie podileji, se vétsinou daji
shrnout a jejich vliv 1ze popsat exponencialnim poklesem intenzity se vzdalenosti.
Ubyvani se zvysuje se stoupajici vlhkosti, teplotou a je kvadraticky zavislé na
frekvenci zvuku (nizké frekvence jsou tlumené nejméné). Diky Sikovné zvolené
stupnici se d4 mluvit o konstantnim tubytku (v decibelech) na jednotku vzdale-
nosti. Za norméalnich podminek jsou to pro nizké frekvence asi 4,7 dB/km, coz je
zanedbatelné na malé vzdalenosti, ale velice vyrazné na 5000 kilometrech.

Vypocteme-li absolutni hodnotu intenzity v Australii ¢iselné, dostaneme hod-
notu I = 10°® W/m2. Intenzita 1km daleko od vybuchu by byla 5000%-krat
vétsi, z ¢ehoz dosazenim do vzorecku (32) dostaneme hodnotu akustického tlaku
asi 114 dB. Kdybychom ted zapocitali exponencialni ubyvani 4,7 dB/km, dostali
bychom 23000dB, coz neni realisticky vysledek. Pii pouziti rovnosti L1 = Lp
by pro tlak vychazelo naprosto nesmyslnych vice nez 10'°°° Pa. I kdyz je za to
¢astecné zodpovédny zjednoduseny model poklesu intenzity se vzdalenosti (expo-
nencialni ubyvani), d4 se také nahlédnout, Ze energie se musela v blizkosti exploze
Sifit jinym zpusobem (tlakova vlna).

Teorie rédzovych vin je pomérné komplikovana. My pouzijeme nékolik pribliz-
nych empirickych vzorecki, které se pouzivaji v pyrotechnice na odhad sily exploze
(pfevzato z Kinney, Explosive Shocks in Air). Samotny pretlak razové viny P (roz-
dil tlaku pied pfechodem a tésné po prechodu razové viny) klesa jako

P[dB] ~ 20log (rig) . (34)

Celkovy akusticky pfetlak (ono p ve vzorci pro Lp) mé vSak jesté slozku zpuso-
benou pohybem molekul

Q= 30U,
kde o je hustota vzduchu a U je rychlost pohybu molekul od exploze. Kdyz ¢ bude
rychlost zvuku, tak U vypocitame jako

v=L
co
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pro tlaky do zhruba 175dB. Pro tlaky vyssi by byl vztah komplikovanéjsi. Pri-
blizné mizeme () urcit jako
2,5 P2
Q= .
7atm + P

Akusticky tlak, ktery ohlusil lidi 50 km od vybuchu, odhadneme Lp = 160dB
(vystiel z hluéné pusky 1 m od ucha). Podle (33) je tedy p = 2kPa. Jelikoz p =
= P + @, dosazenim z predchoziho vztahu méame

2.5. pP?
=P+ - P = 1986 Pa.
p +7atm—|—P = 2

Ve vzdalenosti 50 km od vybuchu bylo tedy hlavni slozkou P. Ptl kilometru od
vybuchu (tedy uz uvniti exploze) pak byl podle (34) P o 120dB vétsi, tj. asi
1 GPa. @ bylo jednoduse 2,5 P = 2,5GPa (téch 7atm je oproti 10000 atm uz
zanedbatelnych a uvedené vzorecky maji presnost horsi nez 3dB). Dohromady
tedy p = 3,5 GPa neboli uctyhodnych 285 dB.

V literatufe je zvykem udévat az 310dB (anebo asi 14 Gt TNT, zde se uz
pouziva Richterova stupnice), coz je vice nez desetkrat vic, ale mysli se tim celkova
energie uvolnéna béhem nékolika dni trvani exploze. Jde jenom o radovy odhad.
Podle U.S. geological survey méla exploze Sv. Heleny intenzitu asi 286 dB a 200 mil
daleko ji bylo stéle slySet s hladinou intenzity 163 dB (rozbila nékolik oken). Blize
k vysledku by se mozna dalo dopracovat i lepsim odhadem intenzity zvuku, ktery
ohlusil lidi 50 km daleko.

Uloha IV .4 ... zachrafite ledvinu

UOOZ" zjistil, ze mafie disponuje mobilnimi valeénymi lasery, které jsou vSechny
fizeny z centraly v horském pohranicnim sidle Obernieredorf, vzdaleném od zbrani
maximalné 50 km (ve vétsi vzdalenosti je signal uz slaby a nespolehlivy). Z centraly
sleduji déni v podsveti v Karlovych Varech, na které vsechny lasery miii, aby
uderily v pravy cas.

Pomozte nevinnym obyvateliim Karlovych Vari nalézt vhodny tvar, prip.
i umisténi spojité zrcadlové plochy, ktera by pokud mozno vsechny laserové
paprsky odrazila nejlépe na ridici centralu! Problém miizete resit v roviné, ale
zejména ocenime prostorové reseni, pokud existuje. Samoziejmé je pozadovan
diikaz, aby Karlovarsti penize neinvestovali zbytecné.

V prvnim kroku feseni je vhodné preformulovat zadani na Cisté geometricky
problém, ktery budeme resit s pouzitim geometrickych a fyzikalnich ivah. Mobilni
lasery v podstaté urcuji paprsky ndhodnych sméri, které vsak maji jednu vlastnost
spoleCnou — protinaji se v jediném misté (Karlovy Vary), které si mazeme dovo-
lit nahradit bodem F (focus). Rovnéz fidici centralu Obernieredorf si nahradme

14) Utvar pro odhalovani organizovaného zlo¢inu
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bodem G (gangsters, gauners). Preformulované zadani v idealnim p¥ipadé (tzn.
vSechny paprsky se odrazi do bodu G) zni: K pevnym bodum F, G hledame spo-
jitou plochu (v prostoru), ktera kazdy libovolny paprsek jdouci do jediného bodu
(F) odrazi do jiného bodu (G).

Po fyzikalni strance predpokladdme piimocaré siteni paprskti ve vzduchu
a platnost zakona odrazu, ktery je vsak diasledkem obecnéjsiho Fermatova prin-
cipu. Pravé v této uloze mizeme elegantné vyuzit Fermattv princip, ktery 1ika,
ze svétlo se Sitfi pravé po casové extremalnich trajektoriich; v tomto pripadé extre-
malnimi rozumime nejkratsi ¢casové spojnice, tedy i nejkratsi z hlediska urazené
dréhy, nebot rychlost ifeni svétla ve vzduchu pfedpokldadame konstantni'®. Je
zfejmé, Ze primka prochazejici body F a G zaroven predstavuje osu symetrie pro-
blému, a tedy postaci fesit problém v roviné tuto primku obsahujici. Prostorové
feseni pak dostaneme snadno rotaci nalezené kiivky kolem osy FG. MuzZeme se
navic pokusit odhadnout tvar takové kiivky k pevnym bodam F, G (viz obr. 15).

Obr. 15. Odrazna plocha

Zakresleme do obrazku jeden libovolné vybrany laser L. K realizaci Fermatova
principu vypustime vSechny laserové paprsky v urcitém okamziku z kruznice I,
a protoze jeji polomér |[LF| = ¢; = konst. probéhnou za stejny cas, dorazi do
jejiho stfedu F rovnéz ve stejny okamzik, coz pozadujeme v duchu Fermatova
principu. Nyni jim vSak do cesty postavime odraznou plochu, ktera ma vsSechny
paprsky soustfedit do jiného jediného bodu G. Zadny paprsek, zadny bod odrazné
plochy by v duchu Fermatova principu nemél byt vysadni, tedy ocekdvame, ze i po
odrazu vSechny paprsky dorazi do bodu G ve stejny okamzik za predpokladt nasi
realizace. Bod odrazu pro laser L ozna¢me T a vedme jim te¢nu (te¢nou rovinu)
t k hledané kiivce (odrazné plose). VSechny paprsky musi urazit stejnou dréahu

15) Nakreslete si rovinné zrcadlo, oko a pfedmét, napf. tycku, a rozmyslete si, ze zobrazeni
rovinnym zrcadlem vyuzivajici zadkona odrazu Fermativ princip automaticky spliuje.
Vyuzijete vlastnosti zobrazeni (osové soumérnosti) a trojihelnikovou nerovnost.
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|[LA| = c2 = konst., tedy osova soumérnost s osou ¢ musi zobrazit bod G na A, tzn.
|GT| = |TA|. Jestlize si uvédomime, ze rozdil vzdélenosti v absolutni hodnoté

IGT| = ITF[| = [IGT[ + [TL] — [TL[ — [TF|[ = |(|GT| + [TL]) — (ITL[ + [TF])| =
= |(ITA[+ |TL]) = (ITL| + [TF])| = [[LA] = [LF|[ = |c2 — 1] = konst.,

odhalujeme zajimavou vlastnost, ze rozdil vzdéalenosti libovolného bodu (T) kfivky
od dvou pevné danych bodu (F a G) je konstantni. To je geometrickd definice

hyperboly (v roviné), resp. rota¢niho hyperboloidu v prostoru'®.

/ , hyperbola

asymptota \ N
\

Obr. 16. Porovnani hyperboly a elipsy

Navic jsme béhem feSeni objevili zajimavou vlastnost kuzelosecek: Sféricka
plocha vraci paprsky jdouci ze stredu krivosti zpét do stredu. VSechny paprsky
vychéazejici z jednoho bodu do jiného odrazi praveé jen rotacni elipsoid. Nyni jsme
zjistili, ze rotacni hyperboloid soustfedi vsechny paprsky smérujici do jednoho
bodu (primarniho ohniska) do jiného (sekundarniho ohniska). Odsud plyne, pro¢
sekundéarni zrcatka oblibenych astronomickych teleskoptu (Cassegrainiv daleko-
hled) maji tvar pravé rota¢niho hyperboloidu. A kone¢né rota¢ni paraboloid odrazi
rovnobézné paprsky (jdouci z ohniska v nekone¢nu) do svého ohniska. Soucasné
jsme odtvodnili nadzev ohnisko pro tyto vyznamné body.

16) Zajemcim doporucujeme precist si analogické autorské tfeseni tlohy I1.4 ze XVII.
ro¢niku, kde je navic uveden primy dikaz hypotézy, ktery lze rovnéz preformulovat pro
hyperbolu ¢&i rovinné zrcadlo. Reseni se lisi v technickém detailu myslenkové realizace
Fermatova principu. V pripadé hyperboly jsme museli laserovy paprsek vyslat z vnéjsi
obalkové kruznice do stfedu, zatimco u elipsy mohla byt jakasi vnitini kruznice degenero-
vana na pouhy bod — jedno z ohnisek — a konstantni rozdil vzdalenosti presel v konstantni
soucet.
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Nezapomenme na diskusi k ptivodnimu problému. Dobfe vime, ze hyperbola
ma dvé vétve a obé nutné spliuji pozadavek tlohy. Déale si vzpomeneme na vy-
znamné primky k vétvim hyperboly, tzv. asymptoty, k nimz se hyperbola blizi
v nekonecnu. Zde uplatnime zadanou okolnost, Ze lasery nemohou byt dale od
centraly (G) nez jistd vzdalenost, tedy diky omezeni prostorového tthlu ptichozich
paprski uloha ma vzdy reSeni, kterych je v principu nekonecné mnoho.

Shrnme, ze hledanou spojitou odraznou plochu predstavuje rotac¢ni hyperbo-
loid, pfi¢emz vzdalenost sidel (ohnisek) |FG| odpovidd dvojnasobku excentricity
(2¢) a maximalni vzdalenost centraly G od laserti L vymezuje prostorovy thel
pro mozné asymptotické kuzele. Ke zvolené vétvi hyperboly (pfed uplatnénim ro-
tacni symetrie problému) a ke zvolenym asymptotdm existuje pfislusné velikost
velké a malé poloosy. Tim jsou tvar i poloha odrazné plochy jednoznac¢né urceny
a zaroven predpokladame, ze celé mésto F (Karlovy Vary) bude za ni schovano
— plocha jim nebude prochazet. Z obou vétvi hyperboly bychom zfejmé doporucili
tu blizsi ke Karlovym Vartim, zejména kviili ispoie materialu, a tedy i finan¢nich
prostredk.

Uloha IV.P ... projekt 5

Navrhnéte spravedlivou (¢i co nejvice spravedlivou) pétisténnou kostku. Presnéji
mame na mysli takové pétisténné téleso, které se pri hodu na podlozce zastavi na
kazdé své sténé se stejnou pravdépodobnosti.

Patrné kazdy aspon jednou v zivoté hazel hraci kostkou. Jisté si po né€ko-
lika pokusech rikate, ze praveé ta hodnota, kterou potrebujete, nikdy nepadne. Za
takovouto hracskou smiilu vsak zpravidla nemutze kostka samotna, ale cosi jako
nzakon schvalnosti“. Jeho opodstatnénost se da matematicky ukazat na mnoha
ptikladech. Jmenujme alesponi obligatni prasklou zarovku v sériovém zapojeni'”.
Avsak skutecnost je takova, ze klasicka (Sestisténnd) hraci kostka i v tom nejoby-
¢ejnéjsim provedeni je velmi dobre spravedliva, nebot jeji tvar vychazi z krychle.
Krychle je jedno z péti platonskych téles, kterymi déle jsou pravidelny ctyistén,
osmistén, dvanactistén a dvacetistén.

Z4dné z uvedenych téles viak nemé pét stén. Prvni otazka, kterou je tieba
zodpovédét, je, zda existuji i jina télesa, jejichz uzitim bychom obdrzeli spravedli-
vou hraci kostku? Zkuseni hraci se mozna setkali i s ,,desetisténkami“ apod. Jsou
vSak takové kostky spravedlivé? Jejich vyrobci nas o tom sice presvédcuji, ale jaka
je skutecnost?

Piedné si ujasnéme, ze vystupem nasi prace by mélo byt téleso s rovinnymi
sténami, které dopadne se stejnou pravdépodobnosti na kazdou z téchto stén.
Tim zakazeme ponékud zvrhlou kostku tvarem pripominajici ragbyovy mic¢. Co
musi takovy objekt splnovat? Predevsim musi mit ve vSech polohach po dopadu

Vv

17) Viz naptiklad Jifi Andél: Matematika ndhody.
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stejnd. Déale by mély byt vSechny stény identické (az na zrcadlovou symetrii)
a identicky umisténé viici vSem ostatnim. Jinak feceno jedna sténa od druhé nesmi
byt rozlisitelna. To je z toho divodu, aby pfi odvalovani kostky po podlozce neslo
predvidat, na kterou sténu se kostka aktualné prevali. V libovolném sméru se
vykona stejna prace, tedy neni nic pro kostku vyhodnéjsi. Vykonani stejné prace
ve vSech smérech pak ve svém dusledku vynucuje znac¢nou symetricnost kostky.
A konecné, téleso musi byt nutné konvexni.

Pro konvexni télesa s vice nez tfemi sténami plati Eulertv vzorec
V4 N=FE+2,

ve kterém V znaci pocet vrcholi, N pocet stén a E pocet hran. Jelikoz jsou
si vSechny stény spravedlivé kostky rovny, museji mit vSechny také stejny pocet
hran. Tento pocet oznac¢me M. Protoze kazda hrana prislusi dvéma sténam, mame
snadno

Protoze nas zajima pétisténna kostka, N = 5, musi byt ¢islo M sudé. Takova
kostka se tedy musi skladat z péti shodnych sudotuhelnikid. Z nich ovSsem prichazi
v ivahu jediné ¢tverec, nebot kazdy dalsi s vice hranami by znamenal i vétsi pocet
stén kostky.

C Timto jsme dokazali, ze zcela spravedliva pé-
Y tisténna kostka nemtze existovat. Pokusme se
v nasledujicim textu alespon o néjaké dostatecné
dobré priblizeni. IThned nas napadnou dvé pomérné
pravidelna pétisténna télesa: jehlan a trojboky
hranol. Prozkoumejme obé z hlediska podminek,
v které jsme definovali ve tfetim odstavci.

Tézisté jehlanu se nachazi v jedné ¢tvrtiné jeho

T vysky, kterou ozna¢me v. Déale necht a je délka
/L/ S T U U strany podstavy. Podivame-li se na fez jehlanu
o | kolmy k podstavé a obsahujici vysku, dostaneme

N \/B 7+ opét trojuhelnik, po némz v souladu s podmin-

kami pozadujeme, aby vzdalenost tézisté jehlanu
byla od vSech stran shodnéa. Tento trojuhelnik je
ziejmé rovnoramenny. Umistéme pocatek soustavy
soufadnic do jednoho z vrchola pfi zdkladné, bez jmy na obecnosti necht je to A
v obvyklém znaceni trojihelnika ABC. Pak soutradnice tézisté jehlanu jsou T =
= (a/2,v/4). Chceme nyni provazat parametry a a v néjakou rovnici. P¥imka,
jejiz podmnozinou je strana AC je vyjadritelna jako p : y = x tg «, kde « je vnitini
uhel trojuhelnika, ktery ocividné spliuje tga = v/(a/2). Vzdéalenost bodu T od

Obr. 17. Jehlan

56



Resent teoretickych tiloh

primky AC vypocitame ze zndmého vzorecku
.
a2 4 3av

9 2 B 442 + a2
( ”) 11

|IAC, T| =

Chceme, aby tato vzdalenost byla stejna jako vzdalenost T od primky AB. Rovnost

3av v

4402 + a2 4
je splnéna, plati-li v/2a = v. Bude-li mit jehlan takovjto pomér délky strany
podstavy a télesové vysky, pak bude mit ve vSech stabilnich polohach stejnou
potencialni energii. Jehlan ptfesto neni dobrym kandidatem pro spravedlivou pé-
tisténnou kostku. (Pti kutéleni je zapotiebi raznych energii pro pfetoceni se pies
jednotlivé hrany. A co teprv ,horni“ vrchol!)

Naproti tomu situace s trojbokym hranolem je o poznani veselejsi. Mizeme si
ji priblizit nasledujicim myslenkovym experimentem. Mé&jme sféru a na ni umis-
téme pét elektroni. Ty se vlivem elektrostatickych sil

odpuzuji, dokud se nedostanou do energeticky neju- t
spornéjsi konfigurace. Je-li sféra normovana (tj. ma i
jednotkovy polomér), sta¢i najit minimum funkce =

p=y > o

)
=1 j=ir1 dij

kde d; ; oznacuje vzdalenost i-tého od j-tého elek-
tronu (vyjadiime je pomoci Pythagorovy véty a diky
znalosti rovnice sféry). ReSeni tohoto problému je
matematicky velmi pracné, nastésti existuji pocitace,
s jejichz pomoci nam vyjde, Ze dva elektrony budou  Qpr. 18. Rozmisténi péti
na pélech a zbylé se rovnomérné rozmisti podél rov- elektrontl na sféfe
niku. Vzdalenosti mezi témi ekvatoridlnimi jsou \/§,

resp. v/2 mezi jednim z nich a elektronem na pdélu. Jestlize nyni zkonstruujeme
tecné roviny prochézejici misty, kde se nachézeji elektrony, dostaneme presné troj-

Vviev

podminka férovosti kostky.

Pojdme jesté vypocitat optimalni pomér velikosti jednotlivych stran hranolu.
Ziejmé jeho zékladnou je rovnostranny trojuhelnik. Necht a je jeho strana a dale v
bud jeho vyska. Zfejmé plati v = v/3a/2. Vzhledem k tomu, Ze t&zisté trojuhelnika,
t = v/3a/6. Télesova vyska hranolu musi nutné byt 2t. Mé&me tedy takovyto
trojboky hranol a urceme nyni, jak velkou vykoname praci pri preklopeni z jedné
boc¢ni hrany na jinou. Z Pythagorovy véty mame

a\? (12 1 \/§ \/g
A ~ (_) 2 _ 4 — R a2 X" 4 = = 1.
W \/ 5 +t t +12a a= a=1t
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Prace pri preklapéni z bocni stény na podstavu je naproti tomu tmérna vy-
razu (v/2 — 1)t. A¢koli toto neni ani polovina pfedchozi hodnoty, konstrukce kva-
litnéjsiho modelu by byla mnohem komplikovan€jsi, a proto si dovolime takovouto
nepresnost.

Symetrické pétisténné téleso jsme ukazali, Ze neexistuje, nicméné jsme nasli
hranol, ktery velmi dobfte splinuje podminky z tvodu. Kostky, které bychom vsak
na zakladé této predstavy vyrobili, by vSak zcela jisté stoprocentné spravedlivé
nebyly. Nicméneé tento fakt neodrazuje vyrobce, aby pétisténnou kostku prodavali.
Existuje dokonce patent ¢islo United States Patent 6926275, ktery vychazi z nasi
predstavy o trojbokém hranolu a drobnymi ipravami jej vylepsuje, aby byla kostka
spravedlivejsi. Uvedené téleso vSak neni pétisténné, a tedy nevyhovuje podminkam
zadani dlohy.

Zavérem doplnme zdroje, ze kterych jsme cCerpali:

e Diaconis, Keller: Fair Dice, American Math. Monthly 96, 1986;

e Fair Dice, http://www.mathpuzzle.com/Fairdice.htm;

e Min-Energy Configurations of Electrons On A Sphere,
http://www.mathpages.com/home/kmath005/kmath005 . htm;

e Properties of Dice, http://hjem.get2net.dk/Klaudius/Dice.htm;

e US Patent 6926275, http://www.freepatentsonline.com/6926275.html.

Uloha V.1 ... pozor, neudus se

Vstup do Ramy je otvor uprostied jedné podstavy. Predtim, nez vstoupis a sundas
si skafandr, si vSak rozmysli, zda je na jeho ose dychatelny vzduch. Jaka je jeho
hustota v porovnani s hustotou na vnitinim povrchu, je-li teplota vzduchu vsude
stejna?

Pro tesSeni je podstatny predpoklad, ze vzduch uvnitf Ramy se otaci spolu
s Ramou. Tento stav je rovnovazny a dosp€je se k nému vinou tfeni mezi vzduchem
a okolim.

Rama je symetricky dle své osy, stejné tak bude symetrické rozmisténi molekul
vzduchu. Tlak p i hustota ¢ vzduchu zavisi jen na vzdalenosti r od osy Ramy,
pficemz dle zadani p(R) = 1atm (R = 8 km je polomér Ramy).

Z Ramovy atmosféry vyfizneme vyse¢ s vrcholovym tthlem ¢ (viz obr. 19). Tuto
vyse¢ dale rozporcujeme na vrstvicky siroké Ar. Rozeberme nyni sily ptisobici na
vzduch uvnitt jedné takové vrstvicky, kterd je vzdalena r od osy.

Tvar vrstvy je vyhodny, nebot tlak vzduchu u horni strany je vSude stejny,
a to p(r). Podobné u dolni strany je tlak p(r + Ar). Sitku Ar zvolime co nejmensi
tak, aby se tlak a hustota vzduchu uvniti vrstvicky ménily co nejméné. Toto nas
bude také opraviiovat bez komentafe zanedbavat s¢itance umérné (Ar)? (pokud
se vam bude zdat, Zze jsme ve vypoctech na néco zapomnéli, bude to pravdépo-
dobné toto zanedbéni). ReSeni se podstatné zjednodusi pro maly vrcholovy tihel ¢
(nejvyse 5°).
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AFQ (T)

F(r+Ar)
Obr. 19

Plocha horni strany je S(r) = r¢L, kde L je délka Ramy, plocha dolni strany
je S(r + Ar) = (r + Ar)pL a plocha bo¢ni strany je AS = ArL. Vyslednici sil
pusobicich na horni stranu uré¢ime snadno. Ackoli kazda elementarni sila ma jiny
smér, smér libovolné sily se od svislého sméru lisi maximalné o ¢/2 a cos(p/2) ~ 1
diky malosti ¢. Tedy

F(r) =reLp(r) ataké F(r+ Ar)= (r+ Ar)pLp(r+ Ar).

Vyslednice sil pisobicich na boéni stranu (vSechny elementérni sily jsou rovno-
bézné) ma velikost AFy = AF> = ArLp(r). Podstatna je vyslednice sil ptsobicich
na protéjsi strany

|AF + AFy| = 2ArLp(r)sin (¢/2) =~ AreLp(r) .

Zbyva urcit celkovou odstredivou silu ptlisobici na vzduch o hmotnosti m ve
vybrané vrstvé. Odstiedivé zrychleni je rovno w?r (w = 27 /(4-60)s™ ' je thlova
rychlost Ramy), tedy sila je mw?r. Hmotnost vzduchu vyjadiime pomoci hustoty
m = roLAro(r). Jak plyne ze stavové rovnice idealniho plynu, hustota vzduchu
(za predpokladu, Ze je idealni plyn) je pfimo tmérna tlaku

o) = s p(r) = Ap(r),

kde My, = 28,96 g-mol ™! je molarni hmotnost vzduchu, Ry, je plynova konstanta

a T = 300K je teplota vzduchu. Pro pfehlednost jsme zavedli konstantu A. Cel-
kova odstrediva sila pisobici na element vzduchu potom je

F, = Aw’r* o LArp(r) .
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V rovnovaze je celkova sila ptsobici na kazdou vrstvu vzduchu nulova, to
implikuje rovnici

roLp(r) — (r + Ar) oLp(r + Ar) + AreoLp(r) + Aw2r290LArp(r) =0,

po uprave
p(r+ Ar) — p(r) B Aw2r2p(r)

= ~ Aw? .
Ar (r + Ar) wirp(r)

+w 18

Této ,,prirtistkové rovnici“'® vyhovuje feseni ve tvaru'®

p(r) - eAw2T2/2 .

p(0)

Za 1ukol bylo vysettit podminky na ose Ramy. Tak tedy
p(0) = p(R)e—szR2/2 = 0,78p(R) = 0,78 atm .

Hustota je pfimo umérna tlaku, takze pro ni bude platit stejné o(0) = 0,780(R).
Uvedena hodnota tlaku odpovida nadmotské vysce zhruba 2000 m n. m. Po sun-
dani skafandru s vnitinim atmosférickym tlakem pocitime tlakovou zménu odpovi-
dajici vynoreni se z dvoumetrové hloubky bazénu. S dychanim mit zadny problém
nebudeme.

18) Pro malé Ar prechézi leva strana v derivaci p’ (r). Diferencialniho poctu znali ¢tenari
tedy budou fesit diferencialni rovnici p’(r) = Aw?rp(r) separaci proménnych

p(r) r
/ % = / Aw?rdr.
p(0) P 0

19) Jak se mtzeme presvédéit

p(r+ Ar) —p(r) _ P(0) (eAw2(r+Ar)2/2 _ eAw2r2/2)

Ar Ar
p(o)eAw2r2/2 (eszrAr _ 1)
- Ar

~ Aw27“p(7“) ,

nebot s vyuzitim aproximace pro malé hodnoty argumentu e* ~ 1 + x zjistime, Ze

AW TAT _ + AwrAr.
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Uloha V.2 ... otdzka preZiti

Od vchodu vede k vnitrnimu povrchu zebrik. Jiz jsi po ném sestoupil kilometr,
kdyz vtom jsi neopatrné sklouzl a pustil se zebiiku. Jakou rychlosti dopadnes na
povrch Ramy a za jak dlouho? Mas Sanci prezit?

Ulohu budeme fe$it z inercialni sou-
stavy, ve které se Rama otaci kolem své
osy s periodou 7T', takze pustime-li se zeb-
fiku, uz na nas nebude pisobit dostrediva
sila a budeme se pohybovat rychlosti, jakou
jsme se pohybovali v okamziku, kdy jsme
se zebriku pustili. Tedy alespon pokud pii
vypoctu zanedbame odpor vzduchu. Jakou
rychlosti jsme se pohybovali, vypocteme ze
vztahu

2Tr
v=—,

T
kde T je perioda rotace Ramy a r je

nase vzdalenost od osy Ramy v okamziku
uklouznuti. Pohybovat se budeme po tecné
k rotaci, tedy musime urazit vzdalenost

d=+vVR?—r2,
a Cas dopadu proto ziskame ze vzorce

2 _ 2
po & _TVR Z1? ana
v 2nr
Rychlost dopadu bude vektorovym rozdilem rychlosti padu a rychlosti pohybu

povrchu. Rychlost pohybu povrchu je

Obr. 20. Skladani rychlosti

_ 2nR
=
Slozka rychlosti kolma na povrch bude (z podobnosti trojuhelniki)

R2 — r2 o 2nrvV/R2 — r2
R - RT ’

Up

Vk =

vodorovna slozka rychlosti bude

TV orr?
Vy = — =

R RT

a rychlost dopadu tedy bude

o — 2nrv/ R2 — r2 2+ 27\'7‘2_2’TYR 2_2_’1\'
47 RT RT T ) T

Pokud tedy budeme pfi vstupu na Ramu takto neopatrni, dopadneme na po-
vrch za ¢as 303 s rychlosti 208 m-s™* a naSe Sance na preziti je tudiz mala.

R2 — 12 =208m-s .
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Uloha V.3 ... schody z nebe

Zebiik vede jen dva kilometry na plosinu, ze které se dale sestupuje po schodech,
jez se mohutnym obloukem klenou nad krajinou. Schodisté ma zvlastni tvar. Je
totiz postavené tak, ze se na kazdy krok vynalozi stejna prace. Odvod, jak zavisi
vyska schodu na vzdalenosti od osy Ramy, pokud je délka schodii konstantni. Také
miuizes urcit, jaky tvar ma onen oblouk.

Nejdrive si musime ujasnit, proti kterym sildm budeme konat praci. Jde o ro-
tujici soustavu a hlavni slovo zde ma sila setrvacna odstrediva. V neinercialni
soustavé spojené s rotujicim Ramou také pozorujeme ucinky Corriolisovy sily, ale
tu zanedbame, jelikoz otaceni Ramy a rychlost a hmotnost cloveéka stoupajiciho po
schodech jsou tak malé, ze vysledna sila bude v jednotkach newtonti, coz chodec
ani nepozna.

Dalsi véci je tvar schodisté. Na obrazku ze zadani je schodisté vyvedeno jako
kiivka smétujici podél osy Ramy, coz je konstrukéné nevyhodné. Kvili uspore
materialu apod. je lepsi schody postavit v podstave valce.

K pocitani vysky schodt v zavislosti na poloméru se mtizeme dobrat dvéma
zpusoby. PTi prvnim praci potiebnou na prekonani jednoho schodu pocitame urci-
tym integralem (W = [ F(r)dr), pfi druhém si fekneme, Ze vyska schodt vidi
Ramovi je zanedbatelnd a tedy sila, proti které koname praci se témeér nemeéni
(W = Fs). Jak se vytrvaly ¢tenaf muze presvédcéit, oba postupy davaji kvantita-
tivné témeér nerozlisitelné vysledky.

Ale fyzik zanedbé, co muze, takze budeme uvazovat pouze ten zptisob vypoctu,
kde uvazujeme neménné odstiedivé zrychleni na vysce jednoho schodu.

Uvedme znaceni, kterd budeme pouzivat. Rdma ma vnitini polomér R, plosina
je vzdalena H od osy rotace. Schody maji konstantni délku d a vyska k-tého je hy
a jeho vzdalenost od Ramy je r;. Pro pocitani tvaru krivky uvazme, ze x = 0 je
u styku Ramovy podstavy s jeho plastém.

Nejdrive je potieba urcit, jaka prace bude nutna k prekonani jednoho schodu.
Tato prace musi byt shodna pro vSechny schody, tedy i pro prvni,

W = Wi = mw’rih1 = mw’(R— h)h,

kde h je vyska prvniho schodu a R — h je jeho vzdalenost od osy Ramy. Volime
tuto hodnotu proto, ze chceme, aby prvni schod byl ten u paty schodisté a navic
aby vzdalenost ploSiny posledniho schodu od osy byla rovna H (¢tenar si rozmysli,
pro¢ je tedy 1 = R — h).

Tedy obecné prace potiebna na prekonani k-tého schodu bude rovna

Wi = mw’rihg )
ktera ovsem musi byt rovna praci W potrebné na prekonani kazdého schodu, proto
mw’rphy = mw? (R—h)h,
(R—h)h

hy = ———.
Tk
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Nic ndm nebrani funkci spojité prodlouzit na cely interval r € (H, R), tedy

ho(r) = =W

r

Toto je hledana zavislost vysky schodu na vzdalenosti od osy Ramy, funkce
je zrejmé neprima umeérnost. Nicméné tvar krivky to stale neni. Vypocitame-li
smérnici tecny ke kiivce, mizeme potom integraci vypocitat, jak kiivka vypada.
Uvazme, ze schod je oproti Ramovi zanedbatelné maly a tedy tecnu ke schodisti
vypocteme jako pomér vysky ku délce schodu. Vysku schodu popisuje uz objevena
zavislost hs(r)

(R—h)h
—
Délku schodu zname, je konstantni, rovna d

Ar =

Az =d.

Tedy tecna ke schodisti bude pomér Ar/Ax. Uvazime-li, Ze jednotlivé schody jsou
zanedbatelné malé, tento pomér prejde k derivaci.

Ar  (R—h)h dr
=

Az dr dz

Odseparujeme proménné a vypocteme integraly

/rdrz/@dx,
r(a:):\/2 (@x—f—C);

Konstantu C uréime z podminky, Ze 7(0) = H. Tedy C = H?/2. Hledan zavislost
popisujici tvar schodisté je tedy

r(a) = \/—Z(R;h)h v 2 [ 2 g g

a tvarem schodisté je tudiz parabola.
Uvazujeme-li schodisté v podstaveé, bude v polarnich souradnicich pro délku
schodu platit

d=rAp.
A tedy dochazime k rovnici, kterou vyresime obdobné jako v minulém pripadé.
dr (R—h)h
de d ’
(R—h)h
dr= [ ————d
/ ' / a7
R —h)h
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Konstantu D urcime tak, ze stanovime, ze nulovy tihel ¢ urcuje zacatek schodiste
na plosiné uprostfed podstavy, tedy r(0) = H, z ¢ehoz vyplyva, ze i D = H.
Hledana zavislost tedy je pfimo timérna thlu .

R—h)h Rh
r(p) = ugp—kH@ — o+ H.
d d
CE [e]
H H
R R
r(z) ()
Obr. 21. Tvar schodisté klenouciho Obr. 22. Tvar schodisté
se v Ramovi pro d = 2h v podstavé Ramoveé pro d = 2h

7 teSeni vyplyva, ze pri obou zpisobech konstrukce bude vyska schodu klesat
s prvni mocninou poloméru. Postavime-li schodisté kolmo k podstavé Ramy, jeho
tvarem bude parabola. Pokud jej ovSsem postavime v podstavé, bude to spirala.
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Uloha V.4 ... slunecni konzerva

Rama cestuje mezi hvézdami tak, ze polovinu casu rovnomeérné zrychluje a po-
lovinu ¢asu rovnomérné zpomaluje. Pravé se pohybuje kolem Slunce po parabole
s vrcholem na orbité Zemé. Energii ziskava ze slunecniho zareni (zadny reaktor
nebo obii baterie jsi na ném neobjevil) a jeho povrch absorbuje 80 % dopadajici
energie. Nasbira pii priletu slunecni soustavou dostatecnou energii, aby se dostal
k Siriu, ktery je vzdalen 12 sveételnych let, za 24 let?

Tato tloha se zamérila na energetickou naroc¢nost Ramovych pouti, které se
skladaji ze svizného presunu mezi riznymi hvézdnymi systémy a interakce s zivymi
bytostmi v nich. V knizni predloze je mechanizmus ziskdvani energie utajeny,
ledaze by se jednalo o mohutny gravitacni prak kolem Slunce, nicméné ten prilis
ucinny byt nemuze (alespon ne na cesté k Siriu), nebot relativni radialni rychlost
Slunce a Siria je pouhych 7,6 km/s.

Jestlize volime parabolickou trajektorii pfi priletu kolem Slunce, lze rychlost
vesmirného plavidla na okraji slune¢ni soustavy povazovat za zanedbatelnou. Pro
jistotu si urcime jeji hodnotu. Vyloucime-li z nasich tvah vsechna télesa vyjma
Slunce a Ramy, je energie vesmirné lodé

E = émv(r)2 — G]WT@m’
kde m je hmotnost Ramy a My = 2 - 10°° kg hmotnost Slunce. Parabolu dosta-
neme pro mezni unikovou energii, £ = 0, tudiz

o(r) =/ 22 (35)

Vezmeme-li jako hranici Slunecni soustavy zacatek heliosferické obdalky, okraj
oblasti cisténé slunecnim vétrem od mezihvézdného materiadlu, coz c¢ini asi
rn ~ 90 AU, dostaneme v(ry) ~ 4,5km/s. To sice neni nula, ale na uvazova-
nych vzdalenostech od ni neni daleko.

Jestlize ma Rama po opusténi systému nulovou rychlost a pilku cesty zrych-
luje a pllku zpomaluje, je jeho maximéalni rychlost rovna dvojnasobku priamérné
rychlosti. Takze protoze primeérna je

oo L2ly 1
Py 27

dosdhne maximalni rychlost rychlosti svétla, coz hmotny objekt podle teorie rela-
tivity nedokaze. Zda se tedy, ze zadana cisla jsou chybna, coz je na jednu stranu
(nanestésti) pravda — cesta trvala Ramovi podle knihy pouhych 12 let a vzdalenost
k Siriovi od Zemé je spravné 8,6 ly — na druhou stranu, kdyz se zahledime na tento
novy par Cisel, dojdeme k zavéru, ze tim spiSe je popsany manévr neproveditelny.
Budeme tedy prozatim uvazovat néjakou blizsi soustavu, naptiklad trojhvézdu
Alfa Centauri ve vzdalenosti 4,41y a k otazce proveditelnosti v ptivodnim pripadé
se vratime pozdé€ji.
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Prvnim tkolem je urceni energie nacerpané ze slunecniho svétla. Zarivy vykon
Slunce (energie vyzafena za jednotku ¢asu) je Po = 385 - 10°* W. Protoze zafeni
je kulové symetrické, na ¢elné nastavenou plochu S ve vzdalenosti » dopada vykon

_ PS

P = )
A2

Protoze Rama zafreni o nizsich frekvencich odrazi, ulozi podle zadani jen > = 80 %
z energie dopadajiciho zafreni, coz za jednotku casu ¢ini

%P@S
4rr?

AW™T = xPdt = dt.

Celkova dodana energie je pak integral predchazejiciho prispévku po celé trajek-

.20
Wt = ”PQS/ %. (36)

torii
4t

Pro jeho vypocet potfebujeme znat bud polohu Ramy v kazdém case, nebo — 1épe
— ho trochu zjednodusit. Vyjdéme z druhého Keplerova zakona o plochach opsa-
nych pravodicem, totiz ze se zachovavaji. Je-li o plosna rychlost, plati

2 __
wr =

N =

vrsind = oo, (37)

1
g 2

pricemz 9 je uhel sevieny vektorem rychlosti a privodicem a oo je konstanta.
Toto plati i v prisluni ve vzdalenosti R = 1 AU od Slunce, kdy je rychlost Ramy
tena (radialni rychlost je v tu chvili nulova), tedy ¥ = ©/2 a po dosazeni diive
vypoctené rychlosti (35) do (37) mame

Pokud nyni z (37) vyjadfime thlovou rychlost, dostaneme

W = i QGM@R,

2
a jelikoz w = dy/ dt, je koneéné

d__ dy
2 2GMoR'

Vyslednym vyrazem nahradime pfipraveny integrand v (36) a pfislusné zménime

meze, pak
+ %P@S T do — %P@S

T anv2GMLR )Y T 2 RGMLR

20) Pfispévek integralu mimo slunecni soustavu je zanedbatelny a takto se nam bude
snaze pocitat.
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Osvétlenou plochu vélce odhadneme jako obdélnik o rozmérech 50km x 20km
(délka krat pramér). Vyjde
wt=2.10"7.

Pokud by se nékdo vibec nechtél poustét do integrovani, byt takto jedno-
duchého, velice podobny vysledek asi 3,5 - 10'° J dostane néasledujicim odhadem:
Vétsinu energie ziskd Rama v periheliu, totiz na orbité Zemé. Pokud se vzdali,
dopada na néj méné svétla, ale zato se, podle Keplerovych zakonti, pohybuje po-
maleji®'. P¥i jednom svém obéhu tak Rama ziské skoro stejnou energii, jakou by
nacerpal na orbité Zemé za jeden rok.

Nyni je na case rozmyslet si cestu mezihvézdnym prostorem. Z tivodnich uvah
je zfejmé, ze se vesmirné lod nestiti relativistickych rychlosti, pouzijeme tedy
vzorec pro relativistickou kinetickou energii

Wi =m'c® —me® = mc®(y(v) — 1),

kde v(v) = (1 —v?/c?)~Y/2. Pokud lod zrychluje s konstantnim zrychlenim, D je
vzdalenost mezi hvézdami a 7' planovana doba letu, je primérna rychlost v, =
= D/T a maximalni rychlost vmax = 2D/T. Protoze na zacatku cesty se Rama
(téméf) nepohybuje, k urychleni na vmax musime dodat energii

o\ —1/2
AW = mc? (1—<§>> -1,
cT

Pokud Rama stejnym zplisobem brzdi, je toto polovina celkové vydané energie.
Letime-li na Alfa Centauri po dobu 12let, spotfebujeme tak

W~ =2AW =4-10"°Jkg ' m,

coz pro vesmirnou lod t&zsi nez trabant znamend nutnost vézt s sebou dodatecné
zdroje energie. Mnohasettisicitunovy Rama fungujici na slunicko by tedy nikam
daleko nedoletél.

Na konci tvodu jsme slibili, ze se jesté vratime k otazce realizovatelnosti zada-
ného Ramova zpiisobu cestovani od Slunce k Siriovi. V predchéazejicim reSeni jsme
predpokladali, ze ,konstantni zrychleni“ v zadani je mysleno z pohledu vnéjsiho
pozorovatele. Z teorie relativity plyne, ze rychleji se pohybujici objekt ma vétsi
setrvac¢nost (rozuméj hmotnost), a tedy stejnému urychlovani klade vétsi odpor.
To ale znamend, ze aby udrzel Rama stejné vnéjsi zrychleni (pozorované napri-
klad od Slunce), musi vynakladat stéle vétsi vykon s tim, jak jeho rychlost roste.
Tak se ale ztraci pfedpokldadana ekonomi¢nost Ramovych presuni, totiz staly (a
tedy i minimélni) vykon a s nim spojené opotfebovavani motori. Pohledme proto
nyni o¢ima ridice — bezvékého tvora ovladajiciho korab Rama, brazdiciho na ném

2. zatimco perioda r3/2, takze jejich souéin piece jen

-1/2

21) Nicméné intenzita je Gmérna r—
klesa se vzdalenosti — ale pomalu, jako r

67



FYKOS, XXI. rocnik

hvézdné hlubiny po edény let. Ridi¢ neni svazany relativitou v tom smyslu, ze
by jeho rychlost byla jakkoliv omezena; pri vyssSich rychlostech dochazi z jeho
pohledu ke kontrakci vzdalenosti ve sméru jeho rychlosti podle zndmého vzorce
Alsigic = Alo/v(v) a pokud se jeho rychlost (vzhledem k soustavé pocatek—cil
cesty) priblizi k rychlosti svétla, Alsigic se zkracuje k nule a jim pozorovana rych-
lost vsigic narustd do nekonecna, nebot za stejny (vlastni) Cas urazi y-krat veétsi
vzdalenost. Jinymi slovy,

VUridie = UV(U) . (38)
Ridi¢ navic jisté vede lod tak, Ze konstantné zrychluje ze svého pohledu, vsiqic =
= asidict, pusobi na néj konstantni setrva¢na sila a Rama ma stabilni vykon. Z (38)

vycislime v,
Gyidict

2 M
\/1 I (aﬁdiét)
c

coz uz staci zintegrovat (s podminkou z =0 v t = 0) na

c? axidict \ >
z(t) = p— 1+ (T) -1 . (40)

Jestlize si nakreslime graf této zavislosti, snadno nahlédneme, pro¢ se pohybu,
pfi némz urychlovany pozorovatel pocituje konstantni zrychleni, ik hyperbolicky
pohyb. Nyni jsme schopni, dosazenim x = D/2 =4,31ly prot =T/2 =6y do (40),
vycislit pottebné zrychleni, resp. zpomaleni Ramy pri cesté k Siriu,

v(t) = (39)

. —2
Agidic = —————5 — 4,7m's "

Zd4 se tedy, ze ¥idi¢i se ani prili§ neodvapni kosti (méa-1i néjaké), ani ho v sirijském
kosmodromu nebudou seskrabovat ze zadni stény. Spotiebovanou energii ziskame
opét jako dvojnasobek kinetické energie Ramy leticiho maximalni rychlosti

W~ =2mc® (7 (Vmax) — 1) ,

kde Umax se vypocitd z (39) dosazenim vypocteného zrychleni a ¢ = T'/2. Dohro-
mady po upraveé je

2
- M 10T Sk

(2

Zavér je tedy stejny jako pro cestu na Alfa Centauri pfi konstantnim vnéjsim
zrychleni s tim, ze z trabantu uz zbyly jen narazniky — Ramovi by nasbirana
energie nestacila.
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Uloha V.P ... ramatreseni

Uspésné ses dostal na povrch Ramy. Z niceho nic se Rédma nékolikrat otiasl a zd4
se ti, ze se zménila rychlost jeho rotace. Tato otazka té velice tizi. Navrhni proto
nékolik zpiisobii, jak bys zménénou periodu rotace urcil.

Nejjednodussi zptisob, ktery urcité napadne kazdého jako prvni, je pokusit se
zmérit odstredivé zrychleni a u povrchu Ramy. Ze znamych vzorecka pro rotujici
soustavy

snadno dostaneme, ze nova perioda rotace Ramy je

T = 2% E
V a

Metod pro urceni zrychleni a je mnoho. Prakticky miizeme pouzit jakykoliv
vztah, ktery zname ze Zemé, ve kterém vystupuje tihové zrychleni. Prizkumni-
kim Ramy by tedy stacilo vyrobit si matematické kyvadlo. Také by se dalo mérit
dostredivé zrychleni primo, pomoci stopek. Tato metoda je vSak velmi nepresna.
Meéreni doby padu télesa bez optoelektronickych prvkid by nam dalo jen velmi
hruby odhad odsttedivého zrychleni. Pousténi téles z vétsich vysek by zase poné-
kud zkomplikovalo vypocet, protoze bychom museli uvazovat, ze téleso odléta po
tecné k rotaci v daném misté. (Vice se o tomto problému pojednava v tloze V.2.)
Navic ani u nas na Zemi se tato metoda k stanoveni velikosti tihového zrychleni
nepouziva.

Odstredivé zrychleni Ramy miizeme také jednoduse zjistit pomoci libovolnych
vah (az na ty rovnoramenné). Staci totiz znovu zvazit libovolné téleso znamé
hmotnosti. Pomér pozemské a nové hmotnosti bude odpovidat podilu tihového
zrychleni Zemé s odstfedivym zrychlenim Ramy. Improvizované vahy si mizeme
vyrobit i pomoci pruziny, jenom musime néjakou metodou zmérit jeji tuhost.
Zptusobu, jak to provést, aniz bychom pouzili tihu néjakého té€lesa, kazdého jisté
napadne nepieberné. Staci vyrobit jakoukoliv silu o znamé velikosti, at uz elek-
trickou, magnetickou nebo jinou.

Mame vsak i moznosti, jak urcit novou periodu rotace ptimo. Jednou z nich
je pouziti setrvacniku. Roztoceny setrvacnik totiz zachovava rovinu rotace vuci
venkovnimu pozorovateli. Stacilo by tedy divat se na setrvac¢nik a zmérit dobu,
za kterou vykona obratku. Setrvacnik by vsSak musel byt upevnén tak, aby mu
bylo umoznéno volné nataceni. Takovému uchyceni fikdme Cardantv zavés. Dal-
sim zptusobem z této kategorie je zamérit se na libovolny pevny bod mimo Ramu.
Pokud Réama neni dostate¢né odstinény (bohuzel jeho plast funguje jako Farada-
yova klec), miizeme detekovat zdroje libovolného zafeni z vnéjsku. Pfinejhorsim
ho miizeme vzdy opustit a zjistit, jak je to doopravdy.

Jak je vidét z prvni ulohy, usporadani Ramovy atmosféry je zavislé na periodé
rotace. Teoreticky by tedy mohlo pomoci zmérit novy tlak vzduchu u povrchu
nebo i jinde. Prakticky to vSak bude horsi, protoze atmosféra se preusporada az
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po urcitém case! Pii roztaceni sklenice s vodou vytvorite vir az po chvili usili.
Stejné tak rotujici povrch Ramy bude strhavat atmosféru postupné a mnohem
pomaleji nez u analogie s vodou, protoze vzduch ma mnohem mensi viskozitu.
Kazdopadné zména rotace Ramy vyvola uvniti pé€knou vichrici a je otazka, za jak
dlouho budou udaje o tlaku vzduchu odpovidat nové periodé rotace, o presnosti
ani nemluvé.

Uloha VI. 1 ... pterodaktyl sestrelen

Pterodaktyl letél ve vysce 1 km nad pralesem rychlosti 4 m/s. Guerillovy vale¢nik,
drzici v ruce kalasnikov (kulka opousti hlaven rychlosti 710 m/s), ho spatfil nad
hlavou a vystrelil. Ptak FYKOS&ak byl trefen do kridla a zacal padat. Jak daleko
od vale¢nika dopadl? (Odpor vzduchu si dovolte zanedbat.)

Predpokladejme, ze vale¢nik vystieli hned, jakmile ma pterodaktyla nad sebou,
a ze tedy mezi spatienim a vystirelem neuplyne zadny cas. Dale predpokladejme, ze
kulka pterodaktylem pouze projde a nepreda mu zadnou kinetickou ani potencialni
energii, pouze zpusobi zranéni.

Pohyb kulky rozdélime do vodorovného a svislého sméru, vodorovna slozka
bude rovna rychlosti pohybu pterodaktyla v, a svislou vs dopoc¢itame na zakladé
znalosti absolutni hodnoty rychlosti kulky wy.

vs = A/ U — V2.

Pterodaktyl tedy bude sestrelen za cCas, za ktery projektil vyleti do vysky, v niz
ptak FYKOS&k leti,

_ oE 0~ \oE— g~ 2gh
/ |

1
hzvst—§gt2 =

Druhé rovnice ma sice dvé feseni, ale to vétsi nas nezajimé, nebot vyjadiuje cas,
kdy se trajektorie protnou, az bude kulka padat dolu. Za tuto dobu pterodaktyl
uleti vzdalenost

VR —vE — /v — v — 2gh

g

51 = vpl1 = Vp

Nyni jesté musime vypocitat, o kolik se vzdali béhem padu. Vzhledem k tomu,
ze zanedbavame odpor vzduchu, budeme predpokladat, ze se bolesti schouli do
klubicka a bude padat volnym padem, misto aby se pokousel plachtit. Dopadne
tedy za cas
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a za tento cas jesté uleti drahu

2h

Vysledna vzdalenost je souctem téchto dvou vzdalenosti

Vg —v2 — /2 —v2 —2gh N 2h>

§ =811+ S2 = vp
g g

Takze pterodaktyl dopadne 63 m od valecnika.

Uloha VI.2 ... vafeni hada

Ubohy pterodaktyl ze své klece s obavami pozoruje divokou zvér v okolni dzungli.
Zejména ho zaujal parek bezstarostnych hadi, kteri se chystali vlézt do jeho klece.
Véznitelé je vsak netiprosné sevreli klacky tvaru pismene Y. Z hadii bude vyborna
vecere, malou radost z toho ma i ptak FYKOSak, ackoliv dava prednost jinému
nez hadimu masu.

Tuhé maso jedovatych hadi se musi varit pii vyssi teploté, k tomu se pouziva
papinak. Nadoba se naplni z poloviny vodou, v druhé poloviné ziistane vzduch,
potom se uzavie a pomalu zahriva. Pii jaké teploté se zacne voda v hrnci varit?
V jakych fazich voda existuje pri rostouci teploté?

Nejprve si ujasnéme pocatecni stav naseho problému. V case tp té€sné po uza-
vieni hrnce je nad vodni hladinou atmosféra skladajici se z dusiku, kysliku a zane-
dbatelného mnozstvi ostatnich plynt a vodni pary. Jeji tlak ozna¢me pg. Jakmile
zacneme hrnec zahrivat, voda uvnitt se bude snazit dostat do dynamické rov-
novahy se svym okolim. Tedy bude se vypafovat do doby, nez se nad hladinou
vytvori syta para o tlaku ps, jenz se odviji od teploty vody. Nad vodni hladinou
tedy bude tlak p = po + ps.

Nyni si ujasnéme, co se déje béhem varu. Pii varu vznikaji uvniti kapaliny
bubliny syté pary o tlaku ps, které vystupuji k povrchu kapaliny. Ovsem aby k varu
vibec doslo, musi byt nad hladinou kapaliny tlak mensi nebo roven tlaku sytych
par pri dané teploté. V nasem pripadé je vsak tlak nad hladinou kapaliny vétsi
o tlak po, tedy k varu nikdy nedojde. Béhem dalsiho zahrivani po vytvoreni syté
pary nad vodni hladinou se bude stav naseho systému pohybovat po kiivce syté
pary az ke kritickému bodu. Pro vodu je kritické teplota rovna 374 °C a kriticky
tlak je roven 22,1 MPa.

Zbyva jesté odpoveédét na otézku, v jakych fazich se bude voda béhem zahtivani
vyskytovat. Nejdiive se bude vyskytovat jako kapalina a plyn, po jisté dobé bude
ve stavu kapaliny a jeji syté pary a konecné po dosazeni kritického bodu bude
voda existovat v superkritickém stavu.
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Uloha VI .3 ... hadi polévka

Kdyz je hadi maso uvarené, kuchari z néj pripravuji hadi polévku v médénych hrn-
cich, které maji tvar polokoule o priiméru 40 cm. Hrnec s polévkou davaji potom
vychladit do nedalekého jezera. Kdyz ho nechaji plavat, ponoii se o 10 cm. K bodu
na okraji hrnce je pripevnén retizek. Pokud za retizek zatahneme, a zvedneme tak
okraj hrnce o 10 cm, natece do hrnce voda?

V této tloze si lehce procvi¢ime zptlisob feseni problémi, kde hleddme rovno-
vaznou polohu mechanické soustavy. Pro rovnovaznou polohu plati, ze vektorovy
soucet vsech sil, stejné jako soucet vsSech
momentl sil na soustavu ptlisobicich, je nu-
lovy. Momenty ptsobicich sil, tedy skalarni
soucin vektoru sily a ramena F - r, je vzdy
treba vztahnout k urcitému bodu prostoru,
od kterého toto rameno odmeérujeme. Pro
ruzné zvolené vztazné body je velikost mo- ‘FVZ
mentu sil obecné rizna. Kdyz je moment
nulovy viici néjakému vztaznému bodu, ne- 1§
musi byt nulovy vici jinému. Pokud ma ale Qg/
mechanicka soustava byt a ztistat nehybna,
musi byt jeji zména momentu hybnosti viici YF,
libovolnému vztaznému bodu nulova, coz
implikuje nulovou vyslednici momenti sil
viaci libovolnému vztaznému bodu.

Polomér polokulového hrnce je » = 20 cm. Na pocatku je hrnec ponoren do
hloubky 7 /2, ¢emuz odpovida objem ,vytlacené* vody V5, ktery bychom vypocetli
jako objem kulové tsece. Tihova sila Fy, plisobici na samotny hrnec, tihova sila F,
pisobici na polévku v ném a vztlakova sila F,, jsou v rovnovaze, tedy jejich

Vv

Obr. 23. Hrnec s polévkou plave na
hladiné

Vv

Vvieyv

objemu vody rovné ponotené casti télesa, tedy
sz = %QQ .

Vsechny sily lezi v jedné primce a jejich moment viici libovolnému bodu je proto
nulovy.

Nyni levy okraj hrnce vyzvedneme o r/2 = 10 cm. Jak velkd éast hrnce bude
ponorena, pokud by se pravy okraj dotykal presné hladiny? Tuto novou polohu
hrnce bychom dostali pouhym pootocenim hrnce okolo stfedu myslené koule, jejiz
Casti hrnec je, a ponoreny objem se tedy oproti pivodni poloze viibec nezméni.
Aby i v této pootocené poloze byl hrnec v rovnovéaze, je tieba zajistit rovnovahu
sil a moment1 sil. Nadale plati

Fn. +F,+ F,,=0.
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Sily uz ale nelezi v jedné pfimce a hrnec ma prirozené tendenci otacet se do
puvodni stabilni polohy. Pro jeho udrzeni v nové poloze je tieba ptlisobit dvojici
sil, jejichz vyslednice je nulova, ale pisobi silovym momentem. Museli bychom
tedy hrnec na jednom okraji prizvedavat a na druhém stejnou silou pritlacovat.

V nasem pripadé ovsem jen ta-
hame za retizek a pusobime silou F;
ve sméru kolmo vzhiru. Aby byla
i ted splnéna rovnovéha sil, musi
platit

Fh+Fp+sz+Ft:O;

Sila F,, musi byt patrné mensi
nez na pocatku, a to praveé o velikost
sily F:. Hrnec je proto ponoren do
mensi hloubky nez r/2 a voda do néj
nenatece (a ani z hrnce polévka ne-
vytecCe, protoze pokud ma hustotu
srovnatelnou nebo vétsi nez voda,
je ji méné nez objem Vp). Stejné
tak uvazme moment sil vzhledem
k bodu zavésu. Sila F; ptsobi nu- Obr. 24. Hrnec v naklonu
lovym momentem a sily F,, a Fp
maji stejné rameno, v disledku vytazeni se zkratilo rameno sily Fy,, a to musi byt
kompenzovano zmensenim sily F,.

Zde bychom mohli skoncit, ale pokusme se jesté nastinit, jak bychom vypoci-
tali, v jaké poloze se hrnec ustali a jakou silou musime tahat za retizek.

Nechf proménné y udava vysku levého okraje hrnce oproti ptivodni poloze
a proménna « sklon obruby hrnce vici vodorovnému smeéru. VSe podstatné, co
o nasi mechanické soustavé vime, lze shrnout do nésledujicich rovnic:

mn + mp - VOQQ)
og(Vo —V(y,a)) = Fy,

hFnsina —rFicosa =0,

kde my je hmotnost hrnce a m, hmotnost polévky.

Vyraz V(y, ) znac¢i ponofeny objem hrnce, ktery zavisi na proménnych y, a.
Tento vyraz nebude prilis pékny a nebudeme ho konkrétné vyjadrovat. Pismeno h
hou jako jednoduché cviceni na integrovani vypocitat, ze h = r/2. Druha rovnice
vyjadiuje myslenku, Ze vztlakova sila poklesne o velikost tazné sily. Tteti z rovnic
znaci rovnovdhu momentd sil vici sttedu pomyslné koule, ramena sil F,, a F; jsou
vici tomuto bodu nulova. Bod, vici kterému momenty vztahujeme, volime tak,
aby se rovnice co nejvice zjednodusila. Dosazenim druhé rovnosti do treti ziskame
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snadno rovnici pro neznamou «. Ta vSak predstavuje rovnici s parametrem my,
ktery nezname. Pokud ale tfeba budeme znat pomér my, /mp, uréime my,, a rovnici
pro neznamou « muzeme vytesit napriklad numericky metodou ptleni intervalu.

Uloha VI.4 ... rychly iprk

Ptak FYKOS&k statecné prcha chodbou (nemize v ni letét), v patach ma dva vo-
jaky, kterym se pred okamzikem vymkl z pout. Chodba zataci ve tvaru pismene L
a pterodaktyl horlivé premysli, jak dal.

Chodba je siroka w, pterodaktyl bézi rychlosti vy a zatacka je ve vzdalenosti d.
Pokud velikost ptakova zrychleni dosahne hodnoty akit, pterodaktyl uklouzne,
spadne a bude chycen. Po jaké draze ma bézet a jak se ma naklanét, aby ho
zatacka zdrzela co nejméné?

Podstatou této ulohy bylo najit drahu, ktera minimalizuje ¢as projeti zatackou.
Spravné feseni ulohy se ukazalo byt (oproti ocekavani) ponékud komplikované.

Pokud by se vsak trajektorie ptaka FYKOSaka sméla skladat jen z tsecek
a casti kruznice, nejednalo by se o prilis slozity problém. Za predpokladu, ze pri
pohybu po kruznici musi ptdk FYKOSak zpomalit, byl nejvyhodn€jsi nejveétsi
mozny polomeér, po kterém se mohl pohybovat svou maximalni rychlosti a projel
zatackou (krat$i draha — mensi ¢as). ZapiSeme-li dobu pruchodu zatéckou jako
funkci poloméru (éas = doba brzdéni na pozadovanou rychlost + doba rovno-
meérného pohybu + doba rovnomérného pohybu po kruznici + doba zrychlovani),
nejkratsi vyjde pro maximalni polomér. Do diskuze pak staci poznamenat, ze kdyz
bude zrychleni potifebné na zastaveni z pocatecni rychlosti na vzdalenosti d + w
veétsi nez ayrit, tak uz nemize pred zatackou ubrzdit aniz by narazil do protéjsi
stény (anebo doslo ke smyku).

Vagni formulace tulohy zde nemusela byt vzdy na Skodu. Mohli jsme totiz
predpokladat vstupni podminky, které se nam zrovna hodily. K velice originalnim
resenim lze dojit, u¢inime-li dodatec¢né predpoklady o velikosti ¢i sméru pocatecni
rychlosti (napf. za¢ind z nuly, sméruje k rohu zatacky apod.).

Ted bychom méli vyjasnit, co jsme mysleli, kdyz jsme v iivodu fekli ,,ponékud
komplikované teseni“. V principu existuji dvé metody, jak se uloha dala resit.
Prakticka a teoreticka. Tu prvni, kterou zde predvedeme, miiZzeme stru¢né nazvat
,2minimalizace ¢asu jako funkce parametri s pouzitim downhill simplexové metody
pfi draze a pribéhu rychlosti aproximovanymi polynomidlnimi funkcemi®.

K dohledani aproximované drahy a pribéhu rychlosti pouzijeme pocitac. Vy-
svétleni downhill simplexové metody by proto mélo patrit spise do aktualniho seri-
alu. V principu se jedna o to, zZe namisto hledani presné drahy si ji budeme apro-
ximovat néjakou polynomialni funkci tvaru y = ana™ 4+ an_12" "t +. ..+ a1z + ao.
Cim vice zvolime ¢lenti této fady, tim bude nase aproximace pfesnéjsi. Podobné
také rychlost zapiseme jako v = bz +bp_12" *+. . .+bix+bg. Potom vypoéitame
cas T jako integralni funkci rychlosti po draze. Dostaneme funkci, ktera bude zavi-
set na parametrech a;, b;. Minimum funkce mnoha proménnych najdeme downbhill
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simplexovou metodou. Splnéni podminek tlohy docilime vhodnou parametrizaci
a modifikaci simplexové metody. Podrobnéji miizeme postupovat nasledovné.

Reknéme, ze v bodé A pied zatackou k ni ptak FYKOS&ak utikd svou maximalni
rychlosti vmax a stejné daleko za ni utikd tou samou rychlosti, ale smérem od
zatacky. Okrajové podminky mutizeme zvolit zcela libovolné, na postupu feseni se
nic nezmeéni.

Pak zavedeme pravouhlou souradnou soustavu s pocatkem v rohu zatacky
a osou y rovnobeéznou s jeji osou. Soutradnici x vyjadrime jako funkci ¢asu a sou-
fadnici y jako funkci z. Budeme predpokladat, ze tyto funkce maji tvar

T = a3t3 —I—a2t2 +ait+agp,

Yy = b3$3 +b2£€2 +b1$+bo,

kde jsme pro piehlednost zapsali obé& funkce jen jako polynomy tietiho fadu. Rad
polynomti samoziejmé muzeme volit i vyssi podle toho, jakou presnost pozadu-
jeme. Muzeme dokonce zvolit i obecnéjsi funkce (tfeba nahradime ¢t za 7 =t —1Tp).
Dale zapiseme podminky tlohy. Budeme chtit, aby ptak FYKOSak v zadném
okamziku neprisel do kontaktu se sténami chodby. To v dané souradnicové soustave
vyjadiime nerovnostmi
] <y < |z + L2b.

V zadném case nemuze bézet rychleji nezli maximélni (tedy poc¢ateéni) rychlosti

2 2 2 .2 7 \2
v <vmax7 v =T +(y‘r) b

kde teckou znacime derivaci podle ¢asu a ¢arkou derivaci podle x. Pozadavek na
zrychleni mensi nez ai.i¢ zapiSeme jako a? + a2 < a?,;,, tedy
1 y//

iR

(i + (2% +y'i)?) + (kv®)? < afyi, kde kiivost  k =

Podminku, Ze za zatackou dosdhnou funkce polohy a rychlosti pozadovanych hod-
not zapiseme jako

UV = Umax » y' = 1'li=0 £10%, T = —2TA. (41)

A konecné ptak FYKOSak musi projit bodem A a mit v ném pozadovanou rych-
lost, tedy pro ¢t = 0 musi byt hodnoty = a y a jejich derivace rovny hodnotam
v bodé A. Jako posledni musime doplnit jesté ¢ < Thmax. Vyznam této posledni
podminky spociva v tom, zZe zavrhneme ty drahy, pro které by prichod zatackou
trval prilis dlouho. Pouzita parametrizace mize totiz teoreticky popsat i drahu,
pri které bude délat kolecka v chodbé.

Podminky pro povolené hodnoty parametrt a;, b; mizeme ziskat z predchozich
vztaht tak, ze do nich dosadime funkce z(t) a y(z) v pfedpoklddaném tvaru. Pro
t = 0 plyne primo z tvaru téchto vztahi podminka a9 = xa. Z podminky na

75



FYKOS, XXI. rocnik

) To dosadime do funkce

pocatecni rychlost (derivace) plyne a1 = &|i=0 = v
y(z) a muzeme vyloucit dva z koeficientti.

Nakonec zjistime dobu priichodu zatackou. Pti danych parametrech a;, b; zvo-
lime maly c¢asovy krok dt. Zacneme v bodé A, vypocitame & a ¢ a zjistime, kam
se posune za 0t. V tom bodé znovu vypocitame rychlost stejné jako predtim atd.
az dokud nejsou splnény podminky (41) anebo celkovy ¢as nepiesdhne povolené
maximum.

Jestlize budeme uvazovat cas jako funkci parametrt a;, b; a souradnice bu-
deme uvazovat ve vySe uvedeném tvaru, loha se zméni na hledani minima funkce
nékolika proménnych. Celkem je jich osm, z pocatecnich podminek vSsak mame
¢tyri. Hledame tedy minimum funkce ¢tyf proménnych. Problém je jen v tom,
ze nemame jeji analytické vyjadreni, ale jenom navod jak ji pro dané parametry
vypocitat. A pravé tenhle problém resi simplexovd metoda. Vysvétleme nyni jeji
podstatu.

Y

s

Obr. 25. Pocitacova simulace trajektorie ptaka
FYKOSéaka v neprehledné zatacce

Predstavme si, ze chceme treba najit minimum spojité funkce dvou promén-
nych z = f(x,y). Graf takové funkce ve tiech dimenzich vypada jako reliéf (jama,
kopec, ...). Vybereme v roviné (z,y) ti¥i body. MizZeme to udélat tak, ze jeden
bod vybereme zcela ndhodné (anebo se zkusime trefit do blizkosti minima) a zbylé
body budou od ného posunuté o néjakou vzdalenost vzdy ve smeéru jiné sourad-
nice. Vypocitame hodnotu funkce ve vsech tfech bodech. Vezmeme bod, ve kterém
ma funkce nejvétsi funkéni hodnotu (pokud je jich vic ekvivalentnich, vybereme
kterykoli), a zobrazime ho symetricky podle pfimky tvofené zbylymi dvéma body.
Ted by bod mél byt blize k minimu nez zbylé dva tj. funkéni hodnota v ném by
meéla byt mensi. Jestlize tomu tak neni, zmensime trojihelnik tvoreny vybranymi
body (posuneme zbylé body podél stran blize ke stfedu trojuhelniku) a dale po-
stupujeme stejné. Algoritmus konci ve chvili, kdy jsou body u sebe blize nez je
presnost, se kterou chceme nalézt bod minima. Cely algoritmus si miizeme tedy
predstavit tak, ze ,kutalime® trojihelnik po povrchu grafu funkce a v blizkosti
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minima ho postupné zmensujeme. Pro funkci tf¥i proménnych uz nebudeme ku-
talet trojuhelnik po roviné ale ctyfrstén v trojrozmérném prostoru. Tento postup
jde zobecnit i do vice dimenzi. Vyhoda této metody je ta, zZe neni potreba hledat
derivace minimalizované (maximalizované) funkce. Sta¢i ndm pouze znat funkéni
hodnoty ve vysetfovanych bodech.

Modifikace simplexové metody pro nasi tlohu spociva v tom, Ze ne vSechny
body budou pripustné. P1i vypoctu casu musime zaroven kontrolovat splnéni vsech
podminek tlohy. Pokud by se mél néktery z bodt simplexu posunout do neprii-
pustné polohy, dostaneme pro dany cas Tmax a dojde ke zmenseni simplexu.

Pri praktické implementaci jsme pouzili upraveny kod z knihy Press et al.:
Numerical recipes in C. Pro konkrétni hodnoty d = 3m, w = 2m a vmax = 8m/s
jsme nalezli nejvyhodnéjsi krivku pro prichod zatackou zobrazenou na obrazku.
Doba pohybu po této krivce vysla ¢t = 0,49 s. Naproti tomu dostat se stejné daleko
chou aproximaci jsme tedy zlepsili ¢as pruchodu zatackou az o 30 %! Kdybychom
zvolili lepsi aproximaci, pripadné si vice pohrali s pocatecnim a koncovym bodem,
tento cas by urcité Sel jesté vylepsit.

Uloha VI.P ... mission impossible

Naplanujte zachrannou misi a vysvobodte ptaka FYKOSaka. Nezapomerite na
plan B, prip. C.

,Neletim nad tim pralesem uz néjak dlouho?“ zamyslel se ptak FYKOSak,
kdyz pod sebou uz patou hodinu nevidél nic nez vrcholky stromt. A v tom se
pod nim z nic¢eho nic objevila paseka, na které nékdo poskakoval a maval jakousi
holi. Kdo by si myslel, ze to byl kmenovy Ssaman, a letél se podivat bliz, udélal by
stejnou osudovou chybu jako pterodaktyl. Hial nebyla htl, ale kalasnikov, a nez
se FYKOSak stacil rozkoukat, uz padal s prostrelenym kridlem mezi mahagony
a dalsi vzacné dreviny. ,jChupacabras, chupacabras!“ kriceli neznami utocnici
a mavali ttoénymi puskami ve vzduchu, nacez si ptakojestér uvédomil, ze byt
zaménén s legendarni priserou, kterda domorodctiim drancuje stdda, neni zrovna
nadé€jna vyhlidka.

Kdyz se za néjakou dobu probudil, uz nebyl v pralese, ale v rezavé kleci upro-
stfed dvora neznamé haciendy. Ve stinu u vchodu poklimbavaly straze a u hlavni
brany lezel neptripoutany pes. A vSude okolo hejna much a komari. Najednou se
rozletély dvefe a po dalsich dvou gorilach z nich vysel postarsi, rovnéz omaskaco-
vany, muz, okolo kterého jako dalsi otravny hmyz poletoval maly zavality hispanec
a stale néco Spanélsky brebentil. V ruce drzel FYKOSaktuv batoh a kdyz dosli ke
kleci, zasmatral, nasel rocenku FYKOSu a podal ji séfovi.

»i, Qué es?“ Spanélsky se zeptal velitel.

,Rocenka FYKOSu.“ odpovédél cesky ptak FYKOSak.

Obé strany brzo shledaly, ze takhle to dal neptjde, a po chvili handrkovani
a hrozeb zbrani FYKOSak nalistoval v rocence tirdz a ukazal na email, na ktery
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po néjaké dobé dosla zadost o vykupné. Ale o tom viibec nic nevédél, a tak se
rozhodl, ze zkusi uprchnout sam, az se mu ktidlo aspon trochu zahoji.

Vykupné stale neprichazelo, ale aspon uz jej nedrzeli v kleci. Ochranka chytila
jaguara, a tak rukojmi muselo z klece do cely a chudak selma s kleci do cirkusu.
Kiidlo sice jesté trochu bolelo, ale kozni blana uz byla vcelku srostla a néjakou
desitku kilometri by snad uz odletél. Ale z rozhovort mezi vojaky a personalem
haciendy odposlechl, Ze jej zajala teroristickd organizace FARC a Ze momentalné
je na venkovském sidle jejiho nejvyssiho velitele, coz byl ten starik, kterého vidél
prvni den. Z takového vézeni se Spatné utika.

Ale rozhodné nepropadl zoufalstvi a pomalu, ale jisté se pripravoval k utéku.
V meékkych cihlach okolo dveri a oken vyskrabal drazku, kterou postupné zvétso-
val. Jednou bude stacit mocny pterodaktyli kop a poleti ven i s ,futrama‘“. Uz jen
cekal na spravnou prilezitost.

yiAlarmal“ ozvalo se z chodby. Straz sedici naproti FYKOSakové cele spadla
ze zidle a zbystrila. Pterodaktyl koukl skvirou ve dverich ven a v tu ranu mu pred
nosem prebéhla skoro celd vojenska posadka a jeden doktor, ktery za nimi vlal jak
praporek ve vichtici. Vojaci na chudéaka felcara pokrikovali n€jaké Spanélské na-
davky, ze kterych FYKOSak pochytil jenom infarkt a Tirofijo, coz byla prezdivka
velitele a pomyslel si, ze takova prilezitost uz se mu nenaskytne. Skocil na dvere,
které podle ocekavani povolily, a v oblaku prachu z vyldamanych cihel dopadl na
nic necekajiciho hlidace a utikal smérem ke svétlu. Ve shonu, ktery pred chvili
vypukl, skoro nikdo nepostiehl, ze vézen chybi. Kdyby nenarazil na dva vojaky
prave se vracejici z latriny, které brzo setrasl, kdyz bleskové probéhl rohem chodby
a za sebou zvrhl pytel kulickovych lozisek (jakd ndhoda, Ze tam zrovna byl), na
kterych si pronasledovatelé doslova vylamali zuby, nikdo by si ho ani nevsiml.
Dvir byl prazdny, jak se vSichni nahrnuli do budovy zjistit, co se déje s jejich
velitelem. Mimochodem, dostal infarkt. FYKOS&k na nic necekal, zamaval kiidly
a hned stoupal mimo dostiel kalasnikov1i.
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha I.E ... ulovte si hlemyzdé

Zmérte, jaky nejpomalejsi pohyb je schopné zaregistrovat lidské oko. Kon-
krétné mérte nejmensi okamzitou thlovou rychlost vybraného objektu vzhledem
k nehybnému pozadi, kterou vase neustale oteviené oko dokaze zpozorovat béhem
doby maximalné 5s.

Par tipti na pomalé pohyby: plazeni hlemyzdé, pohyb Slunce vici obzoru pti
zapadu, otaceni hodinovych rucicek, rist rostlin, rist zivoc¢ichli, vzajemny pohyb
hvézd . .. (Tesent str. 80)

Uloha I1.E ... bubo bubo
Experimentdlné provéite tvrzeni, ze vinnou rotace Zemé se na severni (jizni)
polokouli vir vody vypousténé otvorem otac¢i doprava (doleva). Maji-li mit vase
zavéry vahu, musite provést dostatecny pocet métreni v riznych podminkach.
(Tesent str. 82)

Uloha III. E ... zkoumame pohyb Slunce

Zmérite co nejpresnéji vysku Slunce nad obzorem v pravé poledne a dobu od
vychodu stiedu slunec¢niho disku do jeho zapadu. Odvazlivci se mohou pokusit
vypocitat teoretickou délku dne a hodnoty srovnat a okomentovat pripadny ne-
soulad. (Tesent str. 85)

Uloha IV .E ... valivy odpor
Peclivé experimentalné provérte, zda valivy odpor valce zavisi na jeho polo-
méru ¢i nikoliv. (fesent str. 93)

Uloha V .E ... Zivotni etapy Ramy
Bude mit Rama jiné fyzikalni vlastnosti, poté co ji roztavite a opét nechate
ztuhnout? Doporu¢ujme métit hustotu, viskozitu ¢i barvu. (tesent str. 99)

Uloha VI.E ... magneticky zamek

Cela, ve které je pterodaktyl véznén, je uzamcena pomoci magnetického
zamku. Americké tajné sluzby vlastni prototyp tohoto zamku a kousek z jeho
magnetu vam posilame v obalce se sérii. K otevieni zamku bez klice je nutné znat,
jak zavisi sila mezi dvéma magnety na jejich vzdalenosti. Zméite co nejpresnéji
tuto zavislost!

Navod: Mezi oba magnety postupné vkladejte tenké listy papiru a mérte silu
nutnou na odtrzeni magnetkii od sebe. (fesent str. 101)
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Reseni experimentalnich uloh

Uloha | .E ... ulovte si hlemyzdé

Zmeérte, jaky nejpomalejsi pohyb je schopné zaregistrovat lidské oko. Konkrétné
mérte nejmensi okamzitou thlovou rychlost vybraného objektu vzhledem k nehyb-
nému pozadi, kterou vase neustale oteviené oko dokaze zpozorovat béhem doby
maximalné 5 s.

Par tipti na pomalé pohyby: plazeni hlemyzdé, pohyb Slunce vii¢i obzoru pii
zapadu, otaceni hodinovych rucicek, riist rostlin, rist zivocichi, vzajemny pohyb
hvézd. ..

Teorie

Lidské oko je z hlediska vnimani pohybu pomérné nedokonalym pristrojem.
Navic, oko kazdého jedince je citlivé jinak, proto je cely pokus vcetné vysledki
velmi zavisly na subjektu experimentatora. Kromé toho jsou rozliSovaci schop-
nosti zavislé také na denni dobé, aktualnim fyzickém i dusevnim stavu apod. Dale
je treba si uvédomit, ze ¢loveék nevnimé velikosti (a tedy ani rychlosti téles) ab-
solutné, nybrz relativné vzhledem ke vzdalenosti od sebe. Proto budeme nadale
dtsledné pouzivat pojem thlova velikost tsecky, jejz budeme chapat jako velikost
uhlu sviraného paprsky spojujicimi nase oko a krajni body pozorované usecky,
a také zavedeme termin whlovd rychlost nasledujicim vztahem
(42)

V=,
kde v je skutecnéa rychlost objektu ve vztazné soustaveé spojené s pozorovatelem a d
je vzdalenost mezi nim a pozorovatelem. Pozorny ¢tenar si jisté vSimne, ze stejnym
zpusobem je definovana tthlova rychlost rovnomérného pohybu po kruznici; je tedy
na misté dovysvétlit, ze zmifiovany zlomek mé velmi malou hodnotu??. V zadaném
experimentu jde totiz o zméreni nejmensi takové rychlosti, kterou je clovék schopen
zjistit, a proto si uvedenou aproximaci pfimocarého pohybu na kruhovy muzeme
dovolit.

Nyni, majice slovnicek pojmi, jsme pripraveni na teoretické vypocty. Lite-
ratura obvykle uvadi, ze minimalni ihel, pod kterym je clovék s to rozlisit dva
objekty, je ¢o = 60" = w/10800. (Naptiklad pozorujte tecku za touto vétou z riiz-
nych vzdalenosti.) Je vSak tfeba podotknout, Ze tato hodnota se tykd dvou ve
stejnou dobu existujicich bodi, nikoliv jednoho se pohybujiciho. Nicméné mi-
zeme predpokladat, ze v prvni moment si zapamatujeme polohu objektu a na pét

22) Poznamenejme, ze tg a =~ « plati pro malé hodnoty «.
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sekund (dle zadani) zavieme oci. Jestlize se thlova vzdélenost mezi polohami pfed
zavienim a po otevieni o¢i bude lisit alespon o g, pozorujeme pohyb (¢i v tomto
pfipadé spise jeho ,diskrétni model“). Neni tézké vypocitat, ze hlova rychlost
pozorovaného télesa musi byt alespon

_ o 1_

-1 -5 1
~ 2-1 .
5 S 540008 5,8 0 s

Vo

A to je pomérné malo, o ¢emz se ostatné muzeme presvédcit dosazenim do
vztahu (42). Berme proto tuto hodnotu jen jako jakysi dolni odhad. Pro pozoro-
vani skute¢ného (spojitého) pohybu je navic dobré mit vhodné referenc¢ni pozadi.
¢tverecku 1 X 1cm nad bilym papirem nez téhoz nad papirem milimetrovym, kde
mame dostateéné hustou soufadnicovou sit.

Priprava a provedeni experimentu

Vzhledem k vzorci (42) uvazme néasledujici bézné pohyby jako vhodné pro nase
meéreni: pohyb hvézd a planet po obloze, jizda vlakem a sledovani vzdalenych domiu
(na lokélce i blizkych; viz tloha I.1), plazeni hlemyzdé, plynulé otac¢eni ruc¢icek ho-
din apod. Kromé téchto si mizeme sami néjaky ,,pomaly* (ve smyslu malé thlové
rychlosti) pohyb vytvorit. Tuto funkci splni i obyéejny program simulujici pohyb
na monitoru pocitace. Nastavime tedy vhodnou rychlost pohybu (0,29 mm-s_l)
néjakého vyrazného obrazce a zbytek plochy nechame jednobarevny. Budeme se
postupné priblizovat k monitoru, dokud v pribéhu casového intervalu 5 sekund
nepozorujeme pohyb. Optiméalné provedeme nékolik méfeni s riiznymi lidmi.

Tabulka vysledkt méreni

Cislo méreni | vzdalenost chyba kvadrat chyby
) d; [m] di —d [m] (di — al)2 [m2]
1 3,87 —0,03 0,00
2 3,79 —0,11 0,01
3 3,92 0,03 0,00
4 4,05 0,16 0,02
5 3,90 0,01 0,00
6 3,85 —0,05 0,00
7 3,67 —0,23 0,05
8 3,88 —0,02 0,00
9 4,11 0,22 0,05
10 3,91 0,02 0,00

d= 3,90 Mo.(di —d)? = 0,14

7 osobni zkusSenosti s timto méfenim musime ovSem priznat, Ze je velmi tézké
zameérit se pouze na pohybujici se objekt a nesledovat ,nehybné“ okoli. Navic je
uloha zatizena pomérné znacnou a tézko odhadnutelnou chybou, ktera je zptiso-
bena velmi subjektivni metodou detekce pohybu. Z téchto diivodi je nutné brat
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nasledujici vysledky s rezervou a stejné tak i statistické odchylky, kterych jsme se
dopocitali.

Pro namérené hodnoty vychazi smeérodatnd odchylka priblizné ¢ = 0,05 m.
Maximalni vzdalenost, ze které jsme jesté byli schopni rozeznat pohybujici se ¢tve-
recek béhem doby 5 sekund, pak je (3,9 + 0,1) m. Odtud jiz snadno vypoc¢itame
uhlovou rychlost pomoci vzorce (42)

0,29

-1 -5 _—1
= 02 ol (74402) -1
Y= 3g00x100° ~(AE0.2)-1077s

coZ je jen nepatrné vic oproti tthlové rychlosti rotace Zemé (7,27 - 107°s™1). A sku-
tecné, pri sledovani zapadu nasi zivotadarné hvézdy v blizkosti rovniku se ve dnech
rovnodennosti kazdy miize presvédcit, jak Slunce doslova ,,mizi“ pred ocima. Dale
je patrné, ze nas teoreticky dolni odhad nebyl az tak Spatny, jak se na prvni pohled
mohlo zdat.

Uloha Il. E ... bubo bubo

Experimentalné provéite tvrzeni, Ze vinnou rotace Zemé se na severni (jizni) polo-
kouli vir vody vypousténé otvorem otaci doprava (doleva). Maji-li mit vase zavéry
vahu, musite provést dostatecny pocet méreni v riiznych podminkach.

Teorie

Hned na zacatku opravme zadani ulohy, které je Spatné. Kvili rotaci Zemé
by se mél vir otacet doleva na severni polokouli, tj. ve sméru rotace Zemé! Proc
tomu tak je? Nejdrive se podivejme, co by se s vodou délo, kdyby nebyla rotace
Zemé. Tehdy je to jednoduché — voda ze vsech stran v blizkosti otvoru prosté smé-
fuje do otvoru a propada jim dolt. Protoze zadny smér otaceni neni lepsi nez ten
opacny, voda by méla bez virti prosté pro-
padnout otvorem. Naproti tomu casto vir
pri vytékani vidime. Co kdyz staci jenom
maly nepostiehnutelny vir, ktery rozhodne
smér, a voda uz si vyvine mohutn€jsi vir
v tomto sméru? Pfi pozorovani takového
viru se casto zda, jako by se vir roztocil
a ziskal na sile. Ale neni to tak. Faktem je,
ze celkovy moment hybnosti vody v nadobé
musi klesat (tfenim o povrch nddoby a vytékanim rotujici vody), a tak se maly vir
utlumi drive, nez voda stihne vytéct. Proto neni mozné, aby z libovolné malého
viru vznikl velky — voda nema odkud ziskat moment hybnosti. Pokud ve vodé
vidime vir, uz na zac¢atku musel ve vodé byt. Zdanlivé zesileni viru je zptisobeno
poklesem a pfiblizenim vody ke stfedu nadoby (efekt krasobruslarky).

Jak do hry vstoupi rotace Zemé? Pro zjednoduseni si predstavme, Ze na se-
vernim pélu mame misu s vodou a otvorem a my ji pozorujeme shora z inercialni

Obr. 26. Coriolisova sila

82



Resent experimentdlnich uloh

soustavy, ktera se neotaci. Pokud je otvor uzavien, voda je klidna a rotuje spolu
se Zemi doleva rychlosti jedna otocka za 24 hodin. Kdyz ted otevieme otvor, voda
zacne vytékat dold. Pritom voda proudi také smérem od obvodu ke stfedu nadoby
a dochazi k efektu krasobruslarky — rychlost proudici vody se zvysuje, a voda tedy
predbiha normalné rotujici vodu. Na Zemi se zda, ze se voda odklani od ptivodniho
sméru doprava, a tedy cely vir se otac¢i doleva (viz obr. 27).

Z hlediska pozorovatele na Zemi vysvétlime jev tak, ze Zemé rotuje tthlovou
rychlosti®*® £ a na kazdé téleso, které se vzhledem k ni pohybuje rychlosti v,
pusobi v soustavé Zemé Coriolisova sila

Fc = —2mf2 x v,

ktera ho odklani na severni polokouli doprava; vzhledem ke stfedu viru méa tato
sila moment roztacejici vodu proti sméru hodinovych rucicek, tj. doleva.

Zemska rotace méa tendenci stacet vir doleva, otazkou vsak je, zda je tato
tendence dostatecné silnd. Abychom ziskali aspon néjakou predstavu o velikosti
tohoto vlivu, odhadnéme thlovou rychlost, na jakou by Coriolisova sila roztocila
vodu ve valcové mise poloméru R, vysky H a s otvorem poloméru a. Pouzijeme
druhou impulsovou vétu: casovy ucinek momentu Coriolisovy sily se rovna zméné
momentu hybnosti kapaliny. Z takové misy bude voda vytékat rychlosti (Torricel-

liho vzorec)
vy~ Hg

v HR*> R*> [H
0,8 VHga:  a® \ g

Béhem vytékani na vodu pisobi celkovy moment Coriolisovy sily, ktery od-
hadneme jako

po dobu
t ~

MC ~ FcR ~ mthR,

kde m je hmotnost vody a v typicka dostiediva rychlost vody; na zacatku je voda
ve vzdalenosti R, na konci je vSechna voda ve stfedu, tudiz plati

R

Vo~ — .
A

Potfebujeme jesté urcit zménu momentu hybnosti — at se na konci vytékani

kapalina na okraji nadoby otaci thlovou rychlosti w — pak je moment hybnosti

kapaliny
L ~mR*w.
Tyto odhady jsou jenom radové, protoze nedokazeme presné vypocitat, kde

ma kapalina jakou rychlost. Postaci ale pro radovy odhad thlové rychlosti, kterou
ziska voda®*.

23) V dalsim textu budeme pracovat s thlovou rychlosti jako se skaldrem, a proto ji
budeme znacit pouze Q = |£2|.

24) (Ctenaf si mize zkusit udélat presnéjsi model vytékani a pohybu kapaliny v nadobé
a porovnat ziskané vysledky. Méli by vyjit radové stejné bez ohledu na zvoleny model
— to je pékné na rddovych odhadech a rozmeérové analyze.
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Nyni pouzijeme druhou impulsovou vétu a postupné dosadime predchozi vy-
sledky

Mct ~ L,
m?QRtNmRQw,

wn~ .

Dostavame zajimavy vysledek, ze Coriolisova sila dokaze roztocit vodu nanejvys
na uhlovou rychlost Zemé! Jde ale samoziejmé jen o fadovy odhad. Aby bylo
mozné vir zpozorovat, musi se voda otocit o néjaky znatelny tihel, napf. 27; k tomu

je zapottebi Cas
27

Q

Tedy zhruba jeden den. To je ohromné mnoho ¢asu pro nas vir v misce, ale ne az
tak moc pro 100km vir vzduchu v atmosfére. Proto mtizeme vidét na druzicovych
snimcich viry roztocené Coriolisovou silou (a taky ty ostatni) — nez vzduchové
masy projdou k centru tlakové nize, uplyne hodné casu a sila ma cas pusobit.
Abychom mohli pozorovat stoCeni viru i v nasi misce, potfebujeme tedy prodlouzit
Cas vytékani t — a to jediné zvétsenim rozmérd nasi misky. Pro nami uvazovanou
valcovitou misku plati

t =T.

2
H
ro B
a?\ g
Pokud budeme chtit misku s proporcemi H = R = 100a, pak by jeji polomér mél
byt
gT*
1004

Ale to uz berme s velkou rezervou.

~ 1 km.

Provedeni experimentu

Kazdou teorii je treba proveérit v praxi
— experiment jsme deélali v koupelné s ma-
lou mistickou, livkem a rota¢nim paraboloi-
dem (zrcatko ze svitilny). Vytokovy otvor

jsme uzavirali a otevirali kouskem plaste-

L
liny. Na hladinu vody jsme nasypali tro- *@,
chu mouky na zviditelnéni jejiho pohybu, X >

pak jsme ji nechali uklidnit a otevreli ot-

vor. Ve vsech pripadech voda opakované vy-
tekla bez jakékoliv rotace. Malé viry, které
v ni tfeba i zistaly po naliti vody, byly ne-

milosrdné utlumeny viskozitou vody. Zkou-

Seli jsme také vodu roztocit v obou smé- Obr. 27. Staceni vodniho viru
rech a sledovat, jestli se bude tocit v daném

sméru, nebo dojde k otoceni do ,spravného” sméru. Voda si ale dostatecné silné
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roztoceni bez problému udrzi, zadné otoceni viru se nekona. To je jasné potvrzeni
nasich pochybnosti — rotace Zemé ma vskutku zanedbatelné maly vliv na smér
viru. Na smér vysledného viru ma vliv kdeco, treba i zptsob, jakym vytahneme
spunt, zbytkové viry, tvar nadoby,. ..

Uloha IIl . E ... zkoumdme pohyb Slunce

Zmeéite co nejpresné€ji vysku Slunce nad obzorem v pravé poledne a dobu od
vychodu stredu slunecniho disku do jeho zapadu. Odvazlivci se mohou pokusit
vypocitat teoretickou délku dne a hodnoty srovnat a okomentovat pripadny ne-
soulad.

Experimentalni uloha se zabyva zdanlivym pohybem Slunce po obloze. Zkusme
se nejprve zamyslet, jak by se teoreticky mélo Slunce pohybovat, a pak vypoci-
tat casy jeho vychodu a zapadu. Budeme k tomu potiebovat zadefinovat nékolik
zakladnich astronomickych pojmii.

Teorie

Ekvatoredlni souradnice jsou polarni souradny systém na nebeské sfére (po-
dobné jako zemépisnd Sifka a délka na zemském povrchu) tvofeny soufadnicemi
rektascenze a a deklinace 6. Mnozina bodu s nulovou deklinaci tvori tzv. nebesky
rovnik, coz je v podstaté primét zemského rovniku na nekone¢né vzdalenou ne-
beskou sféru se stfedem v centru Zemé. Rektascenzi mérime podél nebeského rov-
niku proti sméru otaceni Zemé od tzv. jarniho bodu. Udavame ji bud ve stupnich,
nebo v hodinach a minutach od 0 do 24 hodin. Deklinace je thlova vzdalenost
bodu na nebeské sfére od nebeského rovniku, méfena smérem k severnimu svéto-
vému poélu kladné a na jih zaporné.

Ekliptika je velka kruznice na nebeské sfére tvorena mnozinou bodi do kterych
se muze v pribéhu roku zdanlivé promitat Slunce v disledku obéhu Zemé kolem
Slunce. Jarni bod je jeden z pruseciki ekliptiky a nebeského rovniku. Slunce se
promita do jarniho bodu kazdy rok na pravé poledne svétového casu v den jarni
rovnodennosti. Podobné jako ekvatorealni souradnice mizeme zavést i ekliptikalns
soutadnice: ekliptikalni sitku a délku A. Sklon roviny svétového rovniku k roviné
ekliptiky budeme znacit €.

Mistni hvezdny cas ts je v podstaté rektascenze bodu daného prisecikem prii-
meétu mistniho poledniku na nebeskou sféru a nebeského rovniku mérena v hodi-
nach a minutach. Mizeme jej vypocitat jako

¢as uplynuly od 12:00 UT posledni jarni rovnodennosti
ts - 24 * ~ ’ -~ +
doba otoceni Zemé

n zemepllsgloa delka) hodin
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Rozdil rektascenze né€jakého bodu na nebeské sfére a mistniho hvézdného casu
/19 — ts —
se nazyva hodinovy uhel toho bodu.

severni svétovy pol severni svétovy pol

ekliptika

—

jarni bod

nebesky rovnik

Obr. 28. Ekvatorealni souradnice Obr. 29. Ekliptikalni souradnice

Nakonec azimutdlni souradnice jsou také polarni souradnice na nebeské sfére,
které jsou vSak vztazeny na konkrétniho pozorovatele, resp. pozorovaci stanoviste.
Azimut A se urcuje podobné jako v zemépisu, avSak sméru s azimutem A = 0°
odpovida smér na jih (oproti zemépisnému sméru na sever). Druhou soutadnici je
pak vyska nad mistnim matematickym horizontem h (horizont je pfesné vodorov-
nym smeérem).

Na zdanlivy pohyb Slunce po obloze maji vliv predevsim rotace Zemé kolem
své osy jednou za 23 hodin 56 minut a 4,09 vteriny a obéh Zemé kolem Slunce
jednou za rok (365,2524 stf. slune¢niho dne).

Za jedno otoceni Zemé kolem své osy se Zemé zarover posune asi o 1/365 své
cesty po obézné draze stejnym smérem, jako se sama toci, takze na obloze Slunce
utece ptiblizné o 1°. Zemé se proto musi mezi dvéma vychody Slunce (anebo dvéma
prechody mistnim polednikem na pravé poledne) otodit asi o 361° a slunecni den
tak trva prave 24 hodin.
lost obéhu se v pribéhu roku méni — ¢im bliz ke Slunci, tim rychlejsi je obéh.
Priamérnou thlovou rychlost obéhu vypocitdme snadno jako w = 360° /rok.

A dale miizeme vypocitat jakysi priblizny smér ke Slunci, neboli jakousi jeho
stfedni polohu na ekliptice (ekliptikalni délku stfedniho Slunce), ze vztahu

)\s:WTr+>\Oa

kde T; je cas od posledniho priichodu Zemé periheliem a Ao jeho ekliptikalni délka
v tomto Case (Zemé v periheliu 3. ledna feknéme o pilnoci, Ao = 281,92°). Diky
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nerovnomérnému obéhu Zemé kolem Slunce skutecné Slunce na obloze stiedni
Slunce nékdy predbiha a nékdy za nim zaostava.

To ma mimo jiné za nasledek také skutecnost, ze pravé poledne nenastava
presné ve 12:00 mistniho stfedniho slunecniho ¢asu (pasmovy cas s korekci na
zemépisnou délku oproti poledniku, na kterém je pasmovy ¢as pocitany). Rozdil
pravého slunec¢niho casu a stredniho slunec¢niho c¢asu udava tzv. casova rovnice.
Maximalni ¢asovy rozdil priichodu stfedniho a skute¢ného Slunce rovinou mistniho
poledniku je kolem 18 minut — to je také maximalni chyba vhodné postavenych
slune¢nich hodin®®.

Stredni a skutec¢né Slunce se setkavaji v den jarni rovnodennosti o 12:00 UT
(A = 0°). Vztah mezi ekliptikdlni délkou stfedniho Slunce a skute¢nou ekliptikalni
délkou A je dan Keplerovou rovnict

M =F—esinFE,

kde M = As — Ao — 7 je tzv. stfedni anomadlie, £ = A — \g — © tzv. prava anomalie
a e je excentricita zemské drahy. Stfedni a prava anomalie jsou sméry od Slunce
k tzv. stfedni Zemi (pohybujici se rychlosti w po kruhové draze kolem Slunce)
a skutecné Zemi.

Zajimavou vlastnosti této rovnice je, Ze ji nelze vyresit analyticky. I presto vsak
existuje mnoho zpisobt, jak najit I/ s dostatecnou presnosti. Miizeme pouzit treba
iterativni metodu

E():O, EZ-+1:M—|—esinEZ-.

Pro i = 10 uz davé tato metoda docela ptresné vysledky (i pfitom muzeme libo-
volné zvysovat, dokud F;_1 — E; neni mens$i nez maximéalni pozadovana chyba).

S pomoci vyse uvedenych vztaht mizeme v kazdém okamziku vypocitat sou-
fadnice Slunce na nebeské sfére. Zname ekliptikalni délku A\ a ekliptikalni sitka
je vzdy nulova. Zbytek vypoctu je uz pouze o transformaci souradnic z jedné
souradné soustavy do druhé. Nejdiive provedeme transformaci z ekliptikalnich do
ekvatorealnich soutradnic, pak vypocitame mistni hvézdny cas a hodinovy tuhel
a nakonec dostaneme vztahy pro azimut a vysku Slunce pro mistniho pozorova-
tele. Zname-li, v jaké tthlové vysce ho se nachazi mistni fyzicky obzor v bodé,
ve kterém Slunce vychazi, resp. zapada, mizeme z téchto vztahi zpétné vyjadrit
¢asy vychodu a zapadu Slunce. Veli¢inu h, uz samoziejmé urc¢ime méfenim. Tim
se vyhneme také vsem zbytecnym komplikacim se zakiivenim Zemé, nadmotskou
vyskou atp. A muZeme také mérit tfeba vychod Slunce nad stfechu sousedova
domu o devaté rano misto skutecného casu.

Podrobné predvedeme pouze prvou transformaci souradnic. Zbylé se provadéji
zcela analogicky. Chceme transformovat thly A a 0° udavajici smér na jiné dva

25) 7 dob, kdy si mechanické hodiny mohli dovolit pouze bohati profesofi a chudi stu-
denti byli odkazani na slunec¢ni hodiny na namésti, pochazi také spolecensky zavedena
maximalni doba ¢ekani na schiizku znama téz jako akademicka c¢tvrthodinka.
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uhly o a . VSimneme si, ze soustava ekvatorealnich soutadnic je oproti eklipti-
kalnim souradnicim pouze otocena o thel € kolem primky dané spojnici jarniho
a podzimniho bodu (druhy prisec¢ik rovniku a ekliptiky).

/

. z
\
\
\ ekliptika
NG ===
\ _ =
///\\ Yy
o \
pd \
s \
// \
/ - S| /
/ - o><[§ unce,/ Y
// A /
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- e
jarni bod\ _ -~
\\\ —

Obr. 30. Prava (F) a stfedni (M) anomalie

Ze smért nejprve udélame vektory v kartézském souradném systému. Pridame
treti soutradnici r a pro jednoduchost ji polozime rovnou 1. Vektor zadany trojici
r, A a ekliptikalni Sitkou v sobé obsahuje smér ke Slunci. Pak polarni souradnice
prevedeme na pravouhlé kartézské. Osa z bude smérovat od pozorovatele k sever-
nimu polu ekliptiky, z-ova slozka vektoru tedy bude 7 sin 0 = 0. Polozime-li osu x
od pozorovatele smérem k jarnimu bodu a osu y kolmo na ptredchozi dvé, bude
transformace zbylych soufadnic snadné: x = cos A a y = sin A\. Otoc¢ime ted vektor
dany kartézskymi soufadnicemi x, y a z v roviné (y, z) o thel ¢

r =,
Yy =ycos(—¢) — zsin(—¢) ,

2’ = ysin (—¢) + 2z cos (—¢) .

Zbyva uz jen prevést vektor [z',y’, 2| zpatky do polarnich soufadnic

/

o= arctgy—,,
T
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/

0 = arctg —— .
13/2 + y/2

P1i konverzi z ekvatorealnich do azimutalnich souradnic budeme potirebovat
znat hodinovy tthel ¥ a zemépisnou sitku ¢ pozorovaciho stanovisté. Rovina nebes-
kého rovniku je oproti roviné horizontu sklonéné o 90° — ¢ (anebo pro pozorovatele
na nékterém zemépisném polu splyva rovina rovniku s horizontem). Otacet bu-
deme tentokrat kolem osy smeérujici od zdpadniho k vychodnimu bodu o zminény

stredni Zemé

N\
stredni Slunce skuteéné Slunce

Obr. 31. Konverze z ekvatorealnich do
ekliptickych souradnic pres kartézské

tthel. Osa otaceni bude totozna s jednou z kartézskych soutradnic. Zbylé dvé bu-
dou smérovat nejprve k svétovému polu a smérem s hodinovym thlem 12 hodin
v roviné rovniku a po otoceni do zenitu a smérem k jiznimu bodu.

Po provedeni vyse zminénych operaci dostaneme nasledujici vztah pro vysku
Slunce nad obzorem

cos¥sin(p — 90°) + sin d cos(p — 90°)
V/sin? ¥ + (cos ¥ cos(¢ — 90°) — sin d sin(p — 90°))2

h = arctg

Postup méreni

S timto teoretickym podkladem miizeme pfejit k samotnému meéreni. Na mé-
feni vysky Slunce nad obzorem jsme ze dvou diskti CD, jednoho obalu na CD,
par kapek vterinového lepidla a malého binokuladru zhotovili jednoduchy pristroj
znamy uz né€kolik stoleti vSem ndmornikim pod jménem sextant.

Popisme strucné, jak jsme takové zarizeni vyrabéli. Ve vektorovém grafickém

vvvvv

misto polopropustného zrcatka jsme pouzili pouze ,zrcatko” (vystfizené z druhého
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CD) s polovié¢ni sitkou a obé zrcatka byla pridélana pfimo k oto¢nému CD se stup-
nici, resp. k obalu. Nejtézsi ¢ast byla nastavit zrcatka presné paralelné tak, aby pii
vychylce stupnice 0° byl pohled dalekohledem umisténym vedle obalu rozdéleny
na dvé vzajemné neposunuté pulky (odraz v zrcatku a pfimy pohled). Pohled do
dalekohledu (s objektivovym sluneénim filtrem samoziejmé) pii spravné vychylce
na sextantu vypadal tak, ze ptilka Slunce byla vidét v zrcatku a druha neposunuta
pulka primo.

vodni hladina

Obr. 32. Méfeni vysky Slunce pomoci sextantu

Obr. 33. Konstrukce sextantu ze dvou CD

Normalni pouziti sextantu pocita s vyuzitim viditelné motské hladiny. Mote
v Praze bohuzel neni, takze jsme museli improvizovat. Vyrobili jsme si klidnou
vodni hladinu a pak jsme mérili thlovou vzdalenost Slunce od jeho odrazu na ni.
Vyska nad obzorem byla polovina tohoto thlu. Vychylku jsme mohli pak ode-
¢ist na stupnici s vernierem, kterou jsme si vytiskli na dobré laserové tiskarné
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s presnosti kolem 3’. Skuteénou chybu méfeni odhadujeme asi na tfetinu $itky
slune¢niho disku, tj. asi na 10’. Pouziti vodni hladiny jako reference vodorov-
ného smeéru se prilis nehodilo pro méreni vysky pti vychodu, resp. zapadu Slunce.
V téchto pripadech jsme proto mérili vysku Slunce pfimo nad rovnym horizontem.
Vysledky méreni

Dne 8. 2. 2008 jsme z Koleji 17. listopadu (50° 7’ s.z.8, 14° 26’ v.z.d.) pozoro-
vali vychod Slunce nad mistni horizont v 7:32 mistniho pasmového casu a zapad
Slunce v 16:59. Pozorovana délka dne tedy byla 9h 27m. Casy vychodu a za-
padu Slunce vypoctené vyse uvedenym postupem byly 7:26, resp. 17:07. Rozdil
teoretické a pozorované délky dne byl tudiz asi 14 minut, hlavné diky nerovnému
horizontu. V case, kdy jsme pozorovali vychod Slunce, se uz mélo nachéazet ve
vysce ho = 0,9°. To ndm dava prvni odhad na vysku vychodniho horizontu.

Tento odhad pro tak malou vysku je vSak zkresleny. Chybu ma na svédomi
jev nazyvany atmosférickad refrakce. Vypoctené hodnoty totiz nebraly v tvahu
zemskou atmosféru. Svétlo nebeskych téles pri své cesté k pozorovateli prochazi
vrstvou atmosféry s nenulovym a proménnym indexem lomu. Vrstva atmosféry
je pro malé h velice tlusta, proto je i refrakce v této oblasti nejvétsi. Refrakci
muzeme vypocitat napf. pomoci tohoto pfiblizného empirického vzorce (dava vy-
sledek v thlovych vtefinach)

1,02 P 283

10,3 \ 1010hPa 273+ T
'8 (h T 5,11‘)

kde P je tlak, T teplota a h vypoctena vyska nad obzorem. Objekt pak pozorujeme
ve vySce o hodnotu R vétsi nez vypoctena. V nasledujici tabulce je orientacné
uvedenda hodnota refrakce pro rtzné pozorované h pri normalnich podminkach.

R =

RPPT]0 J05 1 [2 3 |5 [10]20 [30 |50
R[] |35 |29 |24 [18 [14 |10 |5 |2,5 |15 |05

Primér Slunce je asi 32’. JelikoZ velikost refrakce v nulové vysce nad obzorem
je vétsi nez tato hodnota, miizeme na velmi rovném horizontu pozorovat vychod
celého Slunce nad horizont dfive, nez je jednodusSe predpovézeny cas. Slunecni
den by takto mél trvat o par minut déle. Jak je vSak vidét z pozorovani, je tato
odchylka prakticky zanedbatelna viici ostatnim vlivim.

Dne 15. 2. jsme ze stejného pozorovaciho stanovisté provedli nasledujici sérii
meéteni vysky Slunce nad mistnim horizontem.

t | 7:17]7:20]7:24 | 7:26 ] 7:32 [ 7:35 | 7:40 | 7:46
Rl 0 |025] 1 |15 2 |25 3 |37

Pouzijeme-li prvni odhad vysky horizontu na urceni skutec¢né vysky nad obzorem
(hobs = h+ ho) a porovndme pozorovanou a vypoctenou vysku, najdeme zavislost
vynesenou v grafu 34.
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Jelikoz pozorované rozdily jsou prilis§ malé v porovnani s chybou, nedaji se
z téchto pozorovani vyvodit jednoznacné zavéry. Avsak posloupnost hodnot dava
tusit pokles rozdilu teoretické a pozorované vysky Slunce, ktery odpovida pribéhu
refrakce.
1 T T T T
hobs — ht —+—

refrakce -------
0,8 - _ ]

0,6 - _

0,4 _

Ah [7]

0,2 + 4 | e T =2 —

he [°]

Obr. 34. Porovnani rozdilu pozorované a vypoctené vysky Slunce s refrakci

Mérteni vysky Slunce kolem poledne pocasi v dobé psani tohoto textu prilis
nepiralo. Cas, kdy vyska Slunce dosahuje maxima, teoreticky vypoéitame tak, Ze
vysku h(t) derivujeme podle ¢asu a polozime rovnou nule. Vysku Slunce nad
obzorem ale mtzeme jednoduseji urcit podle priblizného vzorce

hmax — 900 — @ + 5, (43)

kde ¢ je deklinace Slunce v dany den a ¢ zemépisna Sitka.

Uskutecnili jsme pouze jedno kratké méreni dne 9. 2. 2008 ve 12:20. Vypocteny
¢as kulminace pro dané datum byl tmax = 12:13 SEC. Naméiend vyska h =
= 25°20" 4+ 10" byla ve vyborné shodé s vypocétenou hy = 25°23’. Refrakce ve
vyskach kolem 30° je uz hluboko pod chybou meéfeni a vyska Slunce se kolem
poledne méni velice pomalu, takze na téch par minutach také neseslo.
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Uloha IV . E ... valivy odpor

Peclivé experimentalné provérte, zda valivy odpor valce zavisi na jeho poloméru
Ci nikoliv.
V nasledujicim vzorovém reSeni se nebudeme pokouset prilis o vlastni treskuté

invence a rad€ji shrneme a okomentujeme vase napady a pristupy k experimentalni
uloze.

Teorie

Kdyz valec lezi nehybné na vodorovné podlozce, podlozka i valec se trochu
zdeformuji a vznikne sty¢na plocha. Lze si predstavit, Zze na této plose je néjakym
zpusobem rozlozen tlak, kterym podlozka pisobi na valec. Tento tlak se misto
od mista méni, ale je rozlozen symetricky a vysledna sila ptisobici od podlozky
Jediné€ v tom pripadé totiz jsou vyslednice sil a momenti plisobici na valec nulové,
a valec je tedy v klidu.

_—>
z
—>t e
7 £
Obr. 35. Silové ptisobeni mezi Obr. 36. Silové plisobeni mezi
podlozkou a valcem v klidu podlozkou a valcem v pohybu

Kdyz se valec kutali, tlak neni ve sty¢né ploSe rozlozen symetricky a ani sty¢na

Vvoev

Vviev

vvvvvvvv

a smér jako tihova sila Fg pusobici v tézisti. Vidi tézisti valce (tedy jeho stiedu)
potom F, pusobi momentem valivého odporu M = &Fy, kde £ znaci takzvané
rameno valivého odporu. V literature se do¢teme, ze rameno valivého odporu £ je
dano materidlem valce a podlozky, nikoli vSak polomérem valce. Casto se valivy
odpor vysvétluje také tak, ze valec pred sebou tlaci jakysi hrbolek.
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Moment M mé na zpomaleni valeni stejné ucinky, jako kdybychom pisobili
silou F, = M /r ve stfedu valce proti sméru pohybu. Jak vyplyva z predchoziho
vykladu, je sila valivého odporu F; jisté zavisla na tize valce, a lze tedy psat

F, = pu(r)mg = =~ mg. (44)

Nasim tkolem je nyni zjistit, zda a jak ¢leny p a £ zaviseji na poloméru valce.
Priprava a provedeni méreni

Budiz nasi motivaci pro vyfeseni ukolu otazka, zda se vyplati vlaky opatftit
vétsimi koly. Snazme se proto zajistit, aby zkoumané valce rdznych poloméri

meély shodnou hmotnost a podélny rozmér, hmotnost vlaku se také prilis nezmeéni,
kdyz bude mit trochu vétsi kola.

L Sl S

§ l

~
N—

Obr. 37. Schéma experimentu

Pravdépodobné v doméacich podminkéach nejsnaze a nejlépe proveditelny zpt-
sob méreni, ktery také vétsina resiteld pouzila, je nasledujici.

Valec poustime z urcité vysky h z naklonéné roviny. Valec na naklonéné roviné
ziska kinetickou energii a dale se vali jiz po vodorovné podlozce pokryté néjakym
mékkym materidlem. Vlivem valivého odporu se na vodorovné podlozce v urcité
vzdalenosti zastavi. Potencialni energie valce se snizila o mgh a valec opét stoji,
a tedy sila valivého odporu vykonala praci rovnou rozdilu potencialnich energii.
Prace sily Fy tedy je

F.s =mgh. (45)

Nejlépe je mekkym materidlem pokryt i naklonénou rovinu. Vyhneme se tak
premysleni nad tim, jak velky je valivy odpor pro material roviny a zda ho mizeme
zanedbat. Jakou praci vykona F, pfi cesté valce po naklonéné roviné? Muzeme
uvazovat i obecné zprohybanou rozjezdovou drahu. Predpokladejme, ze sila F, =
= ulN, pricemz N je slozka tihové sily ve sméru kolmém na podlozku. Prace sily Fy
na kazdém malickém tseku dréahy dl je pak

dW = pmgcosadl,

kde a je sklon elementu drahy di. OvSsem vyraz cos adl je presné roven priamétu
useku drahy dl do vodorovné osy. Prace sily F, vykonana na rozjezdové draze je
tedy

W = umgl,

kde [ je primét rozjezdové drahy do vodorovné roviny. Nedomysleli jsme zvysSené
pritlaceni valce v disledku odstredivé sily pri zakfiveni rozjezdové drahy. Ale
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v pripadé, Ze nase rozjezdova draha ma jen maly sklon a vysku a neni moc divoka,
nemusime se predeslymi tivahami vlastné viibec zaobirat a feknéme, ze ndm touto
nejasnosti vznikne chyba maximalné 2 cm.

Muzeme zanedbat odpor vzduchu? Pro nase konkrétni usporadani, jehoz pa-
rametry jsou uvedeny dale, odpor zméni vysledky o né€kolik procent, a méa tedy
jiz cenu se jim zabyvat a provést korekci na odpor vzduchu. Sila odporu vzduchu
je priblizné dana

Fa = 1CSpav?,
kde S = 2rb je priitez valce délky b, o, hustota vzduchu, v rychlost valce a C' =~ 1
je koeficient odporu vzduchu pro téleso tvaru valce. Kvadrat maximalni rychlosti,
kterou valec v ideadlnim p¥ipadé dosdhne, je v2 .. = 2gh/(1+ J/mr?), kde J znaéi
moment setrvacnosti valce.
F.=3:CS 0a0>

Fa('Umax) ——— — — — — — —

l l+s %

Obr. 38. Zavislost velikosti odporové sily vzduchu na
ujeté vzdalenosti

Kdyz valec zrychluje na rozjezdu, kvadrat rychlosti v podstaté linearné roste
s urazenou drahou, a kdyz valec naopak zpomaluje, v? linearné klesa s uraZenou
drahou. Prace vykonana odporem vzduchu je rovna obsahu plochy pod krivkou
zavislosti F, na poloze. Plocha pod touto krivkou je podle predeslé véty vlastné
trojuhelnik a praci W, vykonanou odporem vzduchu na dridze L = [ + s lze

odhadnout vyrazem
Wa - 1Fa(vma_x)L .

2
Bohuzel odpor vzduchu je osemetna véc a kuptikladu koeficient C' zavisi na mnoha
vécech, dale F, pusobi ve skute¢nosti na draze [/ cosa + s, a proto odhadujeme
chybu uréeni W, az na 30 %. Vyznam odporu vzduchu by bylo mozno snizit zvy-
senim hmotnosti valci.

Miuzeme si byt jisti, Ze mame vodorovnou podlahu? Podlaha by neméla mit
vétsi stoupani nez 1 mm na metr, coz je zhruba i sklon rozlisitelny lepsi vodova-
hou. Presto jsme radsi provedli méreni i pro opa¢ny smér kutaleni a méreni vyslo
v podstaté stejné a sklonem podlahy se dale zabyvat nebudeme.

Valec se tedy zastavi po urazeni drahy, ktera splnuje

mgh = Fy L + W, = <umg—@)l‘/.
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Odtud £ b Fu(vme)
a max
HEETT T T omg (46)
Pro vyhodnoceni clenu p a £ uzijeme tento vztah.

Vidime, ze tfeba & zavisi na velicinach r, h, L atd., které maji vSak svoje
vlastni chyby o,, on,... Jak na jejich zakladé rozumné odhadneme chybu &7
Dejme tomu, ze bychom méli odhadnout chybu veli¢iny vy, kterou vypocteme jako
funkci f(z1,22) dvou jinych veli¢in, jejichz chyby jsou o4,, 0,. Potom kvadrat
chyby veli¢iny y vypocteme

af/ = (f(z1,22) — f(z1 +am1,:):2))2 + (f(z1,22) — f(x1, 22 —|—O‘m2))2 )

Zcela stejné postupujeme, i kdyz y zavisi na vétsim poctu veli¢in, a to nam dava
recept na odhad chyby &.

Rozjezdovou drahu jsme zhotovili z mirné ohnutého plechu, aby prechod na
vodorovné valeni byl hladky. Rovnéz startovni bod lezi na prakticky vodorovném

VVoev

Vvev

Slepili jsme dveé stejné karimatky a celou drahu valce jimi prekryli. Karimatky
je treba dobfe napnout a poté kupiikladu pritizit tézkymi prkny. Jako valce jsme
pouzili plastové vodovodni trubky rtznych primeéra. Kousky trubek délky b =
= 10cm jsme doplnili betonem (pfesnéji smési vody a cementu) tak, aby mély
vSechny valce hmotnost 80g. Valce jsme vazili na kuchynskych vahach a jejich
hmotnost se lisi maximalné o 2 g. Pti vypoc¢tu odporu vzduchu potrebujeme znat
hodnotu vyrazu J/m-r?. Pro homogenni valec nabjva hodnoty 1/2, pro tenkostén-
nou trubku témér hodnoty 1. Nase valce jsou tvoreny trubkou a homogennim
valeCckem z betonu a moment setrvacnosti celého vélce je dan souctem momenti
téchto dvou casti. Ze znalosti hmotnosti samotné trubky, samotného valecku z be-
tonu, vnéjsiho a vnitfniho priméru trubky moment J snadno vypocteme.
Vysledky méreni

Valivy odpor jsme mérili celkem pro Sest valcti, kazdy valec jsme nechali valit
desetkrat a poustéli jsme je z vysky h = (5,7£0,2) cm. Pramér valce jsme zmérili
posuvnym meéridlem a chybu poloméru potom odhadujeme na 0,1 mm.

Pro prehlednost uvadime jen primérnou délku urazené drahy L a jeji sméro-
datnou odchylku o Z urazené drahy vypocteme dle (46) hodnotu koeficientu p
a rameno valivého odporu &.

Tabulka vysledkt méreni

rlmm] | L [em] |op [em] |p-10% |0, - 10° [ €[mm] |o¢[mm]
9,9 236 2 2,34 0,09 0,23 0,01
127 | 256 3 213 | 0,09 | 027 | 0,01
16,0 | 281 3 1,91 | 008 | 031 | 0,01
20,1 304 4 1,73 0,08 0,35 0,02
24,9 | 329 4 1,57 | 008 | 039 | 0,02
31,6 358 2 1,41 0,08 0,44 0,03
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Pokud néas nezajima ani tolik pfesnad hodnota u ¢i € jako spiSe, zda se tyto
hodnoty méni pri zméné poloméru valce, pak pro tento ticel miizeme pii pocitani
chyby vynechat vliv nepresnosti h, protoze se h pro jednotliva méfeni viibec nelisi
a nepresnosti pak budou mensi nez uvedené.
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Obr. 39. Zavislost ujeté drahy na poloméru valce
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Obr. 40. Zavislost ramena valivého odporu na poloméru valce

Vétsi valce se dokutéleji dal a p s polomérem klesd. OvSem z namétfenych
hodnot je zfejmé, ze rameno valivého odporu £ v naSem pripadé s polomérem
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r roste. Vétsi valce se nedokutaleji tak daleko, jak bychom podle teoretického
predpokladu cekali.

V grafech je vynesena zavislost £ na poloméru valce r a zavislost urazené
drahy L na r. Vidime, ze hodnotami & lze prolozit primku. Mzeme se ale pokusit
hodnoty prolozit jinou zavislosti. Je rozumné, aby tato zavislost sla k nule, kdyz
polomér jde k nule, a aby rameno valivého odporu nebylo nikdy vétsi nez polomér
valce. Naopak pro velkd r ocekavame, ze £ bude v podstaté konstantni v sou-
ladu s teoretickym predpokladem. Potom naméfené hodnoty lze prolozit néjakou
konkéavni kiivkou, jak jsme se o to pokusili v grafu. Tato prolozena zavislost ale
mozna dava pro malé r az prilis malé hodnoty &.

Zaver

Domnivame se, Ze zjisténa nekonstantnost ramena valivého odporu & pri
zméné r je dana nevyzpytatelnosti povrchu karimatky a podobnych meékkych
povrchii. Rameno £ v nasem pripadé pro vétsi valce vychazi zhruba ptl mili-
metru. V technicky vyznamném pripadé valeni zelezného kola po zeleze je & asi
desetkrat mensi a v pripadé kulicky v kulickovém lozisku az stokrat mensi. Je
pravdépodobné, ze pro velké poloméry valct, kdy jiz bude velikost deformace
karimatky maléd vici r, bude £ skutec¢né priblizné konstantni. Oproti teoretickym
predpokladiim navic muzeme zjistit, ze rameno £ zavisi tfeba i na hmotnosti
valce.

Abychom vsak mohli délat vyznamnéjsi zavéry, bylo by tfeba méreni provést
na mnoha riznych povrsich.

Dalsi méreni

Pokouseli jsme se také zmérit valivy odpor trochu jinym zptsobem. Meérili
jsme rozdil doby, za kterou valec urazi 1 m po naklonéné roviné, kdyz se v jednom
pripadé vali po tabulce skla a v druhém pripadé po tabulce skla prekryté karimat-
kou. (Nebo lze méfit jen dobu valeni po naklonéné karimatce a ze znalosti sklonu
poté vyhodnotit valivy odpor.) Méfeni byla ovSem zatizena prilis velkou chybou
a touto metodou jsme neziskali Zzddné rozumné vysledky. (Rozmyslete si, v ¢em
tento zpusob mize byt horsi nez predesly.)

Aby vsak nase snaha nevysla uplné naprazdno, popiSme aspon, jak je mozné si
amatérsky sestrojit stopky, které automaticky zméii dobu, za kterou valec ujede
urcitou vzdalenost.

Potfebujeme pocitac¢ s paralelnim portem a opera¢nim systémem Microsoft
Windows 98 a starsi nebo MS-DOS. (Linuxari jisté védi, jak néco podobného
provést na Linuxu.) Potom si pofidime Turbo Pascal a koupime si saméi konektor
k paralelnimu portu.

Paralelni port s 25 koliky méa pét vstupnich kolikti. Na vstupni koliky, jejichz
¢isla jsou 10, 11, 12, 13 a 15, lze prilozit logickou nulu nebo logickou jednicku a tuto
hodnotu potom pocitacem precist. Logicka nula je napéti mensi nez cca 2V oproti
zemi a logicka jednicka napéti vétsi nez cca 3V oproti zemi. Na portu je zaroven
nékolik kolik® znacenych GND s cisly 18 az 25, které jsou propojeny rovnou se
zemi, a na téchto kolicich je tedy vzdy z definice 0V.
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Napéti na vstupnich kolicich je mozno precist a ulozit do proménné prikazem
vstup := port[$379]. V proménné vstup najdeme cislo v rozmezi 0 az 255. Toto
¢islo je dekadickym zapisem osmibitového binarniho cisla. Binarni ¢islo slozené
z nul a jednicek tika, ze na urcitych kolicich byla v momenté cteni logicka jed-
nicka a jinde logick4 nula. Cislo $379 je adresa portu a dolar tika, Ze to je ¢islo
v hexadecimalnim tvaru. Adresa miize byt pro riuzné pocitace ruzna, ale obvykle
paralelnimu portu pat¥i adresa $378 a n¢kolik nésledujicich. V piipadé naseho po-
Citace je pri spusténi prectend hodnota portu explicitné 255, tedy jakoby vSechny
koliky byly pripojeny ke kladnému napéti. Kdyz tedy kolik pfipojime na nulové
napéti, lze tuto zménu zaznamenat.

Nyni si vyrobime stykac¢ z dvou platka alobalu. Pripajime drat k nékterému
ze vstupnich kolikii paralelniho portu (nepajime samoziejmé pfimo na port, ale
na koncovku, kterou jsme si poridili) a druhy drat ke koliku GND. Izolepou pii-
pevnime kazdy drat k jednomu platku alobalu. Nyni kdyz valecek prejizdi stykac,
platky se dotknou a na precteném portu zaznamename na urcitém koliku logic-
kou nulu. Tim miizeme zahajit méreni casu, to znamend ulozit si do proménné
aktudlni cas, k ¢emuz slouzi funkce gettime. Pfechodem véalce pres druhy sty-
ka¢ muzeme meéreni casu ukoncit, tzn. opét zjistime aktualni cas, predesly cas
odecteme, a mame tudiz stopky.

Je potteba si s tim malicko pohrat, ale pfi trose snahy to funguje a jsme schopni
meérit s presnosti na milisekundy.

Uloha V. E ... Zivotni etapy Ramy

Bude mit Rama jiné fyzikalni vlastnosti, poté co ji roztavite a opét nechate ztuh-
nout? Doporucujme mérit hustotu, viskozitu ¢i barvu.

Rozpoustélo se vSsechno mozné, vétsinou Rama, obcas i maslo, Flora, Perla,
rostlinny tuk a na Slovensku doslo i na Veto. Urcovali jste v prvni fadé zménu
barvy, dale pak zménu hustoty, ti odvaznéjsi i zménu chuti a zapachu.

Teorie

Ramu mutzeme rozpoustét v béznych kuchynskych nadobach, nejlépe vsak
ve vodni lazni, abychom ztstali v mezich rozumnych teplot. Po opétovném
ztuhnuti prestane emulgator plisobit a Rama se nam zacne rozdélovat na dveé
slozky. Pokud bychom Ramu ohtivali ve vhodné nadobé, tak bychom obé slozky
od sebe rozdélili. Horni zluta rychle tuhnouci a pod ni naopak slozka bilé barvy,
ktera za bézné teploty netuhne.

K meéreni hustoty pouzijeme defini¢niho vztahu

sz-

Objem i hmotnost dokazeme méfit pomérné presné i v podminkach bézné domac-
nosti, pokud bychom vSak potiebovali pouze rychlé orienta¢ni porovnani s husto-
tou napt. vody, muzeme dle Archimédova zakona porovnat ponofenou ¢ast Ramy
s jejim celkovym objemem.
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K meéreni barvy pouzijeme digitalni fotoaparat. Abychom vsak mohli vysledky
porovnavat, je nutné zarucit stalost osvétleni a zbavit se automatického vyvazeni
bilé. Na jakou hodnotu vsak bilou vyvazit? Pokud vystup nemeérime absolutné,
ale pouze relativné, nastavme ji tak, aby rozdily vynikly a my je mohli porovnat.
Vhodné je umistit si do zabéru libovolny referenc¢ni barevné staly objekt, ktery by
mél mit na obou fotografiich stejnou barvu. Pokud se nam to vSe povede, mizeme
na poéita¢i provést barevny rozklad. S vyhodou pouzijeme tzv. HSV?® model.
Jesté podotknéme, ze i méreni subjektivni ma svoji hodnotu a primé porovnani
miize prinést své vysledky.

Ke zméreni viskozity lze s tispéchem pouzit Poiseuillovu rovnici pro pritok
kapaliny kapilarou o polomeéru r a délce [

4
T

= A

kde Qv je objemovy prutok Ramy, neboli Qv = V/t, Ap pretlak v kapilafe a n
pravé nami mérend viskozita. Nejlépe bychom méli provadét meéreni relativni.
Méjme tedy kapalinu se znamou viskozitou nyef, pak

n _t o

’
Nref tref Oref

kde t a tef jsou doby pritoku jistého objemu mérené a referencni kapaliny, o a gret
pak hustoty kapalin, okamzité mtzeme pouzit predchoziho méreni.

Zapach, resp. chut, méfime béznym pfic¢ichnutim, resp. ochutnanim. Pro lepsi
vysledky mutizeme prizvat vice pozorovateli.

Vysledky méreni

Pouzijme odmeérného valce k métreni hustoty a kuchynskych vah k urceni hmot-
nosti jistého mnozstvi Ramy. K dispozici mame vahy s presnosti +1g. U valce
mame rysky po 10ml, jako chybu vezméme ptlku nejmensiho dilku, dostavame
se tak na +5ml.

Po zvazeni prvniho kusu Ramy (103+1)g o objemu (112 4+ 5)ml vidime,
ze relativni chyba hustoty je 5,4 %. Hustota Ramy pak d¢iselné vychazi oo =
= (920 £ 50) kg-m 3. Zméfenim hodnot po opétovném ztuhnuti analogicky zjis-
time, ze o1 = (930 & 50) kg-m 3. Pfi dalsich méfeni dojdeme ke stejnym vysled-
ktim. Mutzeme tedy vysledovat jakési zvySeni hustoty, ale pouze v ramci chyby
mereni. Toto zvySeni lze pripsat odpareni vody, ktera se z masla uvolni a ma vyssi
hustotu, nezli je primérna hustota masla.

Zuzana Docekalova métila hustotu obou slozek zvlast, z jejich vysledku plyne
nepatrné vyssi hustota zluté ¢asti v porovnani s Ramou v ptivodnim stavu a hus-
tota bilé slozky vyssi nez hustota vody.

Pfi méfeni barvy uvedme jako vysledek pouze mirné ztmavnuti, které je po-
zorovatelné i lidskym okem.

26) Hue — barevny tén, odstin. Saturation — sytost, mnozstvi sedi. Value — hodnota jasu,
mnozstvi bilého svétla.
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Viskozita masla je bézné udédvana mezi hodnotami 150 az 250 Pa-s; mérenim
viskozity Ramy po ztuhnuti zjistime, ze poklesla fadoveé na jednu desetinu.

Tepelnou tpravou dochéazi ke zvyraznéni viné Ramy. Chutové vlastnosti se
meéni az pri vyssich teplotach, dochazi ke zhorknuti.
Zaver

Hustota pretavené Ramy ve vodni lazni je nepatrné vyssi, dojde vsak k oddéleni
dvou slozek, kazda o jiné hustoté. Pretavenim dochézi k drobnému ztmavnuti,

vyraznému snizeni viskozity a také ke zvyraznéni viiné. Chutové se Rama méni az
vlivem vyrazné vyssich teplot.

Uloha VI.E ... magneticky zimek

Cela, ve které je pterodaktyl véznén, je uzamcena pomoci magnetického zamku.
Americké tajné sluzby vlastni prototyp tohoto zamku a kousek z jeho magnetu
vam posilame v obalce se sérii. K otevieni zamku bez klice je nutné znat, jak
zavisi sila mezi dvéema magnety na jejich vzdalenosti. Zméite co nejpiesnéji tuto
zavislost!

Navod: Mezi oba magnety postupné vkladejte tenké listy papiru a mérte silu
nutnou na odtrzeni magnetkil od sebe.

Teorie

Latka se sklada z atomt. Nékteré atomy maji nenulovy celkovy spin — moment
hybnosti a tedy i magneticky moment. Mtizeme si to predstavit tak, ze elektron
obihajici kolem jadra vytvari proudovou smycku a ta ma, jak znamo, magneticky
moment. Kdyz se stane to, ze vSechny atoméarni magnetické momenty maji stejny
smér (feromagnet), mame magnet. Kazdy magneticky dipdl (proudova smycka)
kolem sebe vytvari magnetické pole, prostrednictvim kterého ptisobi na okolni
dipdly.

Skutecny magnet se sice sklada z malych atomarnich dipdli, jako celek vsak
dipdlem neni. Abychom byli schopni vyfknout alespon néjakou teoretickou pred-
povéd, jako nejjednodussi priblizeni predpokladejme, ze magnet dipdl je.

Jak se pise v ucebnicich, magnetické pole dipélu klesa ve velkych vzdalenostech
od néj jako 1/r3. Energie dipolu m v poli B je —m - B, tudiz sila mezi dipdly klesa
jako 1/ r*. Na druhou stranu, pokud jsou dva magnety velice blizko, takze kazda
indukéni ¢ara vychazejici z jednoho magnetu skonci ve druhém, je sila konstantni —
nezavisi na vzdalenosti. Co bude platit v nasem piipadé?

Vzdalenosti, na kterych budeme silu mezi magnety mérit, budou srovnatelné
s velikosti magneti. Nemtzeme tedy mluvit o tom, ze bychom byli v rezimu velké
vzdalenosti, kdy plati F' ~ 1/r*. Naopak sila neni ani konstantni, neb méfime jeji
pokles, dokud udrzi dva magnety u sebe.

Zda se, ze jsme ve svizelné situaci. To nas vSak nesmi mrzet. Ulohu jsme proto
zadali jako experimentalni, abychom si onu zavislost sily na vzdalenosti magneti
proméfili. Miizeme ocekévat, Ze sila bude klesat pomaleji nez 1/7%.
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Na zavér teoretického ivodu uvedme, ze v analogii s elektrostatikou bychom
mohli silu mezi dvéma kolinedrnimi dipdly (dipdly lezi na jedné primce, dip6lové
momenty maji opa¢ny smér) zapsat jako

1 1 2
F:T(§+(:¢+2L)2_(@«+L)2)’ (47)

kde T je konstanta zavisla na materidlu a rozmérech magnetu a L je charakteris-
ticky rozmér magnetu. Pro = > L se lze presvédéit?’, ze sila klesa podle vztahu
F = 6L*Y/z*. V opa¢né limité = < L vsak sila diverguje, vztah tedy pro ve-
lice kratké vzdalenosti nedava spravné predpoveédi. Uvidime, jak bude odpovidat
namérenym hodnotam.

Meéreni

Meérili jsme silu mezi magnety, mezi témi stejnymi, jako kazdy resitel obdrzel
v obalce se Sestou sérii. Jak mérit jsme v zadani napovédéli. Mezi magnety budeme
vkladat listy papiru a budeme meérit silu nutnou na odtrzeni magnetti od sebe. Je
vhodné pouzit néjaky jemny papir, jednak kvili malé hmotnosti a jednak kvli
malé tloustce.

Vzdalenost magneti mutzeme urcit jako pocet listti papiri mezi magnety
krat tloustka papiru. Tloustku papiru pak nejlépe zjistime opakovanym méfenim
tloustky nékolika desitek vrstev papiru, ¢imz podstatné snizime chybu méfeni
i chybu statistickou. Jinou moznosti je mérit vzdalenost mikrometrem pro kazdé
méfeni zv1ast.

Silu nutnou odtrzeni magnetti od sebe lze mérit silomérem nebo vazenim.
Méteni silomérem bude zatizeno velkou chybu. Jednak proto, ze siloméry nejsou
vétsinou konstruovany k dostatecné presnému méreni. Podstatnéjsi je vSak fakt,
ze k odtrzeni magnetti dojde nahle a neocekdvané a maximalni vychylka siloméru
pujde odecist jen béhem kratkého okamziku.

Lepsi metoda je néasledujici. Jeden magnet upevnime tak, ze rozhrani mezi
magnety bude vodorovné, a na ten druhy spodni budeme zavésovat zavazi, dokud
nedojde k odtrzeni. Jako zavazi lze pouzit cokoli, nejlepsi je vSak néco, co lze
pridavat po malych kouscich, jako napriklad pisek nebo voda. Po odtrzeni zmé-
fime hmotnost zavazi véetné spodniho magnetu a pripadné pomocné konstrukce
pfipevnéné k magnetu (tj. miska), do které umistujeme zavazi. K méfeni hmot-
nosti pouzijeme dostatecné presné vahy. Sila, ktera zpiisobila odtrzeni magneti
od sebe je, jak tusite, tihova sila. Tu urc¢ime snadno z hmotnosti vztahem F' = mg.
Jediné tuskali spociva ve velikosti tihového zrychleni, za které budeme dosazovat

27) Formuli pro silu pfepiSeme

o T( 1,1 1 2 1 )
B 2 2?2 (1+2L/x)2 22 (1+ L/x)?

a vyuzijeme Taylortv rozvoj 1/(1 4 £)? = 1 — 2¢ 4 3£2 + O(£%).
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hodnotu g = 9,81 m-s~ 2. Tim se dopustime systematické chyby, ale zanedbatelné
vuci ostatnim chybam.

Vysledky

Dovolili jsme si prevzit hodnoty namérené Terezou Jerdabkovou, ktera ktera
méfila silu pro 30 raznych vzdalenosti (tedy az 29 vrstev papiri) a pro kazdou
vzdélenost méfila silu pétkrat. Tloustka jednoho papiru byla (0,100 4+ 0,002) mm.
Nameérené hodnoty uvadime v tabulce a v grafu na obrazku 41. Kromé hodnot zob-
razujeme i chybu méteni sily Ar pomoci chybovych tsecek. Chybu urceni vzda-
lenosti magneti povazujeme za zanedbatelnou oproti chybé zmérené sily, a proto
ji do grafu nezakreslujeme.

Zmeérené hodnoty sily mezi magnety pro rizné vzdalenosti

z [mm] [0,00]0,10]0,20]0,30]0,40 [0,50 [0,60 [0,70 [0,80 [ 0,90
F[N] |2,12]1,90|1,65|1,49 (1,34 (1,20 1,11]0,99 0,38 0,82
Ar [N][0,05]0,09]0,05 0,12 0,09 [0,07 | 0,10 0,05 | 0,08 [ 0,04
z [mm] [1,00[1,10]1,20]1,30 1,40 [1,50 [1,60 [1,70] 1,80 | 1,90
F [N] [0,79]0,72]0,67]0,61|0,57 0,54 (0,49 0,44 0,42 [0,36
Ar [N][0,02]0,05]0,04 0,03 [0,05[0,03]0,03]0,03 0,02 (0,03
z [mm] [2,00[2,10]2,20]2,30 | 2,40 [2,50 [ 2,60 [2,70 2,80 | 2,90
F [N] [0,36]0,32]0,30]0,27 0,25 [0,25 |0,23]0,22 0,19 | 0,17
Ar [N][0,02]0,03]0,04]0,03]0,03]0,02 (0,02 [0,03 0,03 [0,03

Zmérenim 30 boda zavislosti nase usili samozrejmé skoncit nesmi. Namére-
nymi body prolozime kiivku. Pfedpoklddejme nejprve mocninnou zavislost F'(x) =
= A(z/b—1)"¢ a hledejme hodnoty parametri A, b a c. Vysledkem je

A=(21+15)N, b=(28+0,6)mm, c=(3,34+006).

Kiivka této fitované zavislosti je vynesena v grafu na obrazku 41.

Rovnéz muzeme zméfené body fitovat funkei ve tvaru (47), kterou jenom zko-
rigujeme posunem pocatku souradnic o a. Nami zvolena nulova vzdalenost mezi
magnety totiz nemusi odpovidat nulové vzdalenosti podle teoretického modelu.
Parametry vyjdou

T = (124 9) N-mm®, L=(2,7+1,7)mm, a=(2,0%0,4)mm.

Vysledna funkce ma témér identicky pribéh jako predchozi mocninné zavislost,
v grafu ji tedy odpovida stejna kiivka (v daném zvétSeni by mezi kifivkami nebyl
patrny rozdil).

Diskuse a zavér

Silu mezi magnety v zavislosti na jejich vzdalenosti jsme mérili v rozmezi od
nulové vzdalenosti, az dokud byla sila mezi magnety nasimi moznostmi méritelna,
tj. v rozmezi 0-3mm. Méreni se dalo realizovat relativné presné, coz lze vidét
i z grafu, protoze body lezi na hladké kfivce a nejsou kolem ni , ptili§ rozhézené®.
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Hledali jsme mocninnou zavislost, ktera nejvice odpovida zmérenym bodtm,
a vysledkem byl pokles zhruba se tfeti mocninou vzdélenosti ¢ = (3,3 £ 0,6) . To
je o¢ekavany zavér (pokles je pomalejsi nez se ¢tvrtou mocninou).

Pii fitovani teoretického vztahu (47) jsme dospéli k vysledku, ktery také vy-
borné vystihuje zavislost zmérenou a navic jsme ziskali odhad pro rozmér mag-
netu L = (2,7 £ 1,7) mm, coz odpovidé realité.

Slusi se jesté okomentovat vysledné chyby. Je patrné, ze chyby fitovanych para-
metri jsou pomeérné velké. To je zptisobeno tim, ze parametra je hodné, nemame
pro né zadna omezeni a zmérené body postihuji relativné kratky interval. Na-
priklad pokud vyrazné zménime hodnotu parametru Y, mtzeme to kompenzovat
posunem funkce ve sméru osy z, tedy zménou parametru a a dostaneme srov-
natelné dobrou kiivku. Pokud bychom znali b pfi prvnim fitu ¢i a ve druhém,
vysledky by se vyrazné zpresnily.

Pii métreni bylo také nutné neopomenout faktu, ze sila se mtize ménit i pri
vzajemném otaceni magneti. To je zplisobeno tim, Ze magnety byly uchyceny
v kovovych pouzdrech, do kterych mohly byt vlepeny trochu naktivo.

F [N]

2,01 > Namé&fené hodnoty
— Fitovana zavislost
1,5 ¢
1,0 ¢
0,5+t
0 t t t t t
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 x [mm]

Obr. 41. Graf zavislosti sily mezi magnety na jejich vzdalenosti
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Serial o pocitacové fyzice

O ¢&em to bude?

Zaciname se dnes zabyvat pro vas nadmiru uzitenym tématem — vyuzitim
pocitace pro feseni nespocetného mnozstvi tloh, a to nejen fyzikalnich problémii.
Letosni serial nas také nauci jinému pohledu na matematicky aparat, ktery vy-
uzijeme pii vypoctech na pocitaci. To nam mimo jiné umozni snaze vypocitat
derivace, integraly, fesit diferencialni rovnice. Zkratka témér cokoliv.

Sami jisté citite, ze si budeme moci hrat s jakymkoliv fyzikalnim systémem,
omezeni budeme jen nasi silou a rychlosti procesori. A i kdyby si kvili vasim
budoucim zbésilym vypoctim vase masinky praly radéji odejit do kifemikového
nebe, miuzeme jejich praci rozde€lit mezi vice procesoru a spustit je na superpoci-
taci, ktery bézi v nasem univerzitnim vypocetnim stredisku.

Prvnim prirodnim jevem, ktery si vezmeme na musku, je gravitacni ptisobeni
a jeho ucinky. Dtvody jsou k tomu dva. Klasicky popis je pro kazdého jednoduse
pochopitelny. AvsSak jiz uloha, kdy na sebe gravitacné pusobi tfi volna télesa,
napriklad tfi hvézdy, které kolem sebe obihaji, neni analyticky fesitelna. Co to
znamend? Ze napiiklad drahy téchto téles, dobu obéhu apod. miizeme vypodéitat
pouze pouzitim né€jaké priblizné numerické metody a zpravidla jen na pocitaci.
Vyvoj celého systému je tfeba pocitacoveé nasimulovat.

Takto modelovat se da cokoliv. Bloudéni opilého namornika, pozar v pralese,
rist bunék, kvantova turbulence v supratekutém héliu (pokud byste to zvladli),
¢asovy vyvoj nasi Slunecni soustavy ¢i crash test automobilu. Vétsinu casu budeme
vénovat simulacim cisté fyzikalnim.

A v ¢em to budeme délat? Malokdo tusi, kolik se toho da simulovat uz v tom
,obycejném* Excelu. Bez problémt nam v ném mize rotovat celd hvézdokupa.
Navic diky FYKOSimu textu Uvod do programouvdni, jejz doporuéujeme stahnout
z naseho webu, si béhem hodinky uplné kazdy, kdo umi na pocitaci alespon na-
instalovat néjaky program, nainstaluje preklada¢ Pascalu a nauci se nejnutnéjsim
zakladiim vyssiho programovani.

Na tuvod bychom radi zminili jesté par dobrych doplnujicich zdroja. V knihov-
ni¢ce Fyzikalni olympiadyje k nalezeni text Sedivy, P.: Modelovdni pohybi nume-
rickymi metodamsi. Dale se numerickymi metodami zabyva serial osmého ro¢niku
FYKOSu, ktery je ke stazeni na nasich webovych strankach. Dale mizeme dopo-
ruéit ,,Houmpejdz Tomase Ledvinky“?®, poéitacového fyzika z Ustavu teoretické
fyziky, jenz na Matematicko-fyzikalni fakulté prednasi Programovani pro fyziky.
Nasim tématem se zabyva i devata kapitola prvniho dilu Feynmanovych predna-
sek z fyziky. Zabtfednout do taji programovani vdm miize pomoci knizka Pavla
Topfera: Algoritmy a programovaci techniky.

28) http://utf.mff.cuni.cz/"ledvinka
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Kapitola 1: Gravitace

Pro simulovani gravitacniho pisobeni nam postaci dvé véci. Newtontuv druhy
pohybovy zakon, ktery rika, ze sila je souc¢inem hmotnosti a zrychleni

F=Ma. (48)

A Newtoniiv gravitacni zakon. Ten pravi, ze velikost gravitacni sily ptisobici mezi
dvéma hmotnymi body je primo imérna soucinu jejich hmotnosti a neprimo
umeérna kvadratu jejich vzdalenosti.

My Mo

F =
r2

)

kde M; a Mas jsou hmotnosti hmotnych bodi, r je jejich vzdalenost a s je gra-
vita¢ni konstanta. Jeji zméfend hodnota je (6,6742 & 0,0010) - 10~ N-m?-kg 2.
Také po vas ve skole ucitel kricel, abyste dodali, ze tato gravitacni sila je pritazliva
a pusobi ve sméru spojnice hmotnych bodu? Zapisme to vektorove

MlMQr
.

F= =3

(49)
V citateli zlomku jsme r oznacili tuc¢né, abychom zduraznili, ze se jedna o vektor
neboli o dvé souradnice x a y urcujici velikost a smér spojnice hmotnych bodu
(tfeba Mésice a Zemé v roviné obé&hu). Ve jmenovateli zlomku r znaéi pouze
velikost vektoru r, tzn. jeho délku, a proto zde zvyraznéno neni. Reprezentuje-li
napriklad onu vzdalenost Mésice od Zemé, byva vyhodné umistit té€zsi hmotny
bod do pocatku sourfadnic. Z Pythagorovy véty pak ziskame r = /x2 4 y2, kde
x a y jsou souradnice polohy Meésice.

Jak jste na stfedni skole definovali okamzitou (nikoliv primeérnou) rychlost?
Jako zménu polohy (oznac¢ime AR) za velmi kratky casovy usek At, ¢ili

AR

V= AL

kde AR chapeme jako zménu polohového vektoru. A co je zrychleni? Nic jiného
nez zmeéna rychlosti za velmi kratky casovy tsek

g Av

At

Pohyb planety kolem Slunce
Uvazme naptiklad planetu obihajici Slunce. Pii numerickém modelovani nej-

prve zvolime pocatecni podminky systému v case to:

e pocatecni polohu Ry, planety, napiiklad [—0,6;0] (prvni ¢islo —0,6 je z-ova

soutfadnice polohového vektoru a druhé je y-ova soutadnice), pro jednoduchost
zatim neuvadime jednotky,
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e dale pocatecni rychlost v, planety, napiiklad [0;1] (¢ili v, =0 a vy = 1).

A pak jesté musime zvolit kratky casovy interval tfeba At = 0,1.

Vit At

AR planeta

()
/

Slunce

Obr. 42. Pohyb planety okolo Slunce

Jaka bude poloha planety v case t1 = to + At? Uzijme pravé zavedenych
vztaht pro okamzitou rychlost a zrychleni, které plati tim presnéji, ¢im je At
mensi. Planeta tedy za dobu At zméni svou polohu o AR = vAt a zrychlio Av =
= aAt. Proto poloha planety v case to + At bude R ,+a+ = R:, + v, At, rychlost
planety bude vi,ya: = v, + aAt. A ¢emu se rovnd zrychleni a?

Naprtiklad na povrchu Zemé pri vol-
ném padu je zrychleni témér vsSude

{7 stejné a = g, coz je priblizné v sou-
stavé souradné spojené se Zemi a, = ON
a ay = —9,81 N (minus, protoze urych-

luje smérem dolii). A u planety obihajici
Slunce? V kazdém bodé prostoru bude
zrychleni jiné, je vSak snadné jej vy-
pocitat. Jak uz jsme zminili, vystacime
s Newtonovym gravitacnim a druhym
pohybovym zdkonem. Spojme je tedy
dohromady.

QSIunce

Obr. 43. Urceni soutradnic zrychleni

M,MsR

Mpa = —x .

kde M,y je zde hmotnost planety a Ms hmotnost Slunce. Na obou stranéch rovnice
se M, vykrati. Zjistili jsme tedy, ze zrychleni a planety na hmotnosti planety

nezavisi.
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Za predpokladu, ze hmotnost Slunce je mnohem vétsi nez hmotnost planety, to
jest Ms > M,, mlzeme gravitacni pisobeni planety na Slunce zanedbat. Slunce
tedy ztstane nehybné ukotvené v pocatku souradné soustavy a R je potom polo-
hovym vektorem planety. Ziskdvame tak vztahy pro obé souradnice zrychleni
Msx . Msy

R WT ¥ Rs

a:x:_%

(50)

Uz vime, jak vypocitat polohu R i rychlost v planety v Case t1 = to + At
a jak pocitat a. Provedeme znovu tu samou rosadu s planetou pro dalsi kratky
casovy usek At a takto budeme dale odborné feceno iterovat pomoci takzvanych
rekurentnich vzorca?®
tit1 =t; + At
Ri,rat = Ry, + v, At (51)

Vi,+ar = W, + ap, At.

Vysledky simulace
0,5 I I I I I I I I

04 L .
0,3 | -
0,2 L .
0,1 | -

0

Poloha planety —o—
—0,5 1 1 1 1 1 1 1 1
-0,7 -06 -05 -04 -03 —-0,2 —-0,1 0 0,1 02 03

z [AU]
Obr. 44. Vypoctené polohy planety v jednotlivych ¢asovych okamzicich.

29) Rekurentni vzorec nebo pfedpis ndm urcuje posloupnost (zde posloupnost poloh
a rychlosti planety v jednotlivych ¢asovych intervalech), jejiz nasledujici ¢len se da urcit
ze znalosti jednoho nebo vice ¢leni predchazejicich. Proto je také nutné znat ¢len prvni,
tj. pocatecni podminku.
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Nyni jiz umime tplné vse, abychom mohli provést napriklad takovyto vypocet.
Pocate¢ni poloha planety je zo = —0,6 AU a yo = 0AU. AU je astronomicka
délkova jednotka (Astronomical Unit). Jeji velikost je stfedni vzdélenost Zemé
od Slunce, pfiblizné 150 - 10° km. Poéateéni rychlost planety je vzo = 0 AU-rok !
a vy0 = 1AU-rok™*. A necht » - Ms = 1 AU®.rok 2, coz piiblizné fadové plati
pro hmotnost naseho Slunce®’, které vazi asi 2-10°° kg. VyzkouSejte sami, ze
zvolime-li ¢asovy krok 0,1roku, vypocteme nésledujici tabulku hodnot (viz téz
graf na obr. 44).

Planeta obéhla priblizné za 1,95roku. Mohli bychom z vypoctenych hod-
not odecist treba jesté délku poloos, avsak vidime, ze ponékud nepresné. Velice
jednoduse lze dosdahnout velkého zpresnéni uzitim jemnéjsiho casového kroku
(tfeba 0,01 roku) nebo pfesnéjsi numerickou metodou (o numerickych metodéch
téz v Uvodu do programovani).

Vypoctené hodnoty polohy, rychlosti a zrychleni planety.

t x Y r gz Qy (o Uy
[rok] | [AU] [AU] [AU] |[AU/rok?] | [AU/rok] | [AU/rok] | [AU/rok]
0 |—0,6000| 0,0000 |{0,6000| 2,7778 0,0000 | 0,0000 1,0000
0,1 | —0,6000| 0,1000 |0,6083| 2,6659 | —0,4443 | 0,2666 | 0,9556
0,2 | —0,5733| 0,1956 |0,6058| 2,5792 | —0,8797 | 0,5245 | 0,8676
0,3 | —0,5209 | 0,2823 |0,5925| 2,5046 | —1,3574 | 0,7750 | 0,7319
0,4 | —0,4434| 0,3555 |0,5683 | 2,4156 —-1,9368 | 1,0165 0,5382
0,5 | —0,3417| 0,4093 |0,5332| 12,2541 | —2,6998 | 1,2419 | 0,2682
0,6 | —02175| 0,4361 |0,4874| 1,8791 | —3,7671 | 1,4298 | —0,1085
0,7 | —0,0746 | 0,4253 |0,4318| 0,9263 | —5,2834 | 1,5225 | —0,6369
08 | 0,0777 | 0,3616 |0,3699| —1,5355 | —7,1474 | 1,3689 | —1,3516
0,9 | 02146 | 02264 |0,3120| —7,0679 | —7,4587 | 0,6621 | —2,0975
1 | 0,2808 | 0,0167 |0,2813| —12,6166 | —0,7501 | —0,5995 | —2,1725
1,1 | 0,2208 | —0,2006 | 0,2983 | —8,3187 7,56647 | —1,4314 | —1,4170
1,2 | 0,0777 | —-0,3423 (10,3510 | —1,7973 | 7,9170 | —1,6111 | —0,6253
1,3 | —0,0834 | —0,4048 | 0,4133 | 1,1816 5,7340 | —1,4930 | —0,0519
1,4 | —0,2327 | —0,4100 [ 0,4714 | 2,2212 3,9133 | —1,2708 | 0,3394
1,5 | —0,3598 | —0,3760 | 0,5204 | 2,5524 | 2,6676 | —1,0156 | 0,6062
1,6 | —0,4614 | —0,3154 | 0,5589 | 2,6430 1,8070 | —0,7513 | 0,7869
1,7 | —0,5365 | —0,2367 | 0,5864 | 2,6607 | 1,1741 | —0,4852 | 0,9043
1,8 | —0,5850 | —0,1463 | 0,6030 | 2,6678 | 0,6672 | —0,2184 | 0,9710
1,9 | —0,6069 | —0,0492 | 0,6088 | 2,6889 0,2180 | 0,0504 | 0,9928
2 |—0,6018| 0,0501 |0,6039| 2,7327 —-0,2274 | 0,3237 0,9701

30) Nevéfite-li, mizete si to ovérit. Prevedte gravitaéni konstantu z jednotek zakladnich
(m, kg a s) na jednotky pouzité (AU, kg a rok) nebo vypoctéte dostiedivé zrychleni Zemé
pri rovnomérném pohybu po kruznici. Tento pohyb Zemé kolem Slunce ptiblizné kona
a plati zde vzorec a = v?/R.
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Uloha I.S ... gravitace

Uvazujte dvé stejné tézké hveézdy, které kolem sebe obihaji po kruznici. Po
ose této kruznice se k nim zacne nahle priblizovat hvézda treti, kterd ma na
zacatku stejnou rychlost, jakou se pohybuji hvézdy obihajici, a rovnéz sdili i jejich
hmotnost. Poc¢itacové nasimulujte, co se bude dit. (Tesend str. 148)

Kapitola 2: Parcialni diferencidlni rovnice

Jak jsou ty diferencidlni rovnice lehké!

V minulé kapitole seridlu jsme uzitim druhého Newtonova pohybového zakona
a gravita¢niho zakona sestavili pohybové rovnice pro nebeska télesa. Resili jsme je
numericky. Coz znamena, ze jsme pomoci vétsiho mnozstvi jednoduchych aritme-
tickych operaci, jako je s¢itani a nasobeni, mohli vypocitat, jak se budou vyvijet
drahy tti obihajicich se hvézd.

Tento postup je aplikovatelny na libovolny systém konec¢ného poc¢tu hmotnych
bodt. Zname-li ptisobici sily a pocatecni podminky, stac¢i sestavit rovnice dle po-
hybového zakona, napsat je do pocitace, stisknout klavesu a svéte div se.

Zkusenéjsi si mohli vS§imnout, ze pfitom Fesime (integrujeme) diferencidlni rov-
nice druhého radu. Tém, kteri jesté nevédi, co je to derivace, doporucujeme na-
hlédnout do literatury®’.

K feseni diferencialni rovnice jsme pouzili Eulerovy metody, jako metody velmi
intuitivni a velmi jednoduché. Byly samoziejmé vyvinuty i jiné, rychlejsi a pres-
néjsi. Jako velmi dobra, silna a stale jesté jednoducha, se ukazala metoda Run-
geho-Kuttova®?. Abychom ji mohli pouzit, nepotfebujeme nutné rozumét jejimu
odvozeni. Velmi ji doporu¢ujeme, nebot ddvd mnohem piesnéjsi vysledky nez me-
toda Eulerova.

Parcialni diferencialni rovnice

Dosud jsme zminovali pouze obycejné diferencialni rovnice. Budeme-li studo-
vat jevy v latkach, jako sifeni vin, proudéni tepla nebo tieba intenzitu elektrického
a magnetického pole, privede nas fyzika k trosku jinym, tzv. parciadlnim diferenci-
alnim rovnicim.

Diferencialni rovnice jsou matematické objekty se stejnymi vlastnostmi, jaké
maji algebraické rovnice. Narozdil od nich zde vsak nevystupuji jako proménné
¢isla, ale funkce a jejich derivace. Nejznaméjsi diferencialni rovnici je druhy Newto-
niv pohybovy zakon: hmotnost m krat zrychleni a hmotného bodu, neboli druha
derivace polohového vektoru podle ¢asu r, se rovna puisobici sile F.

ma = mr = F. (52)

31) Derivace je podstatou diferencidlnich rovnic. Jako literaturu uvadime Feynmanovy
prednasky z fyziky, ¢lanek Diferencialni pocet ve fyzice z knihovnicky Fyzikalni olympi-
ady, pripadné seridl o matematickém aparatu fyziky XVI. ro¢niku FYKOSu.

32) Podrobnéji se ji vénujeme ve FYKOSim Uvodu do programovani, ktery je k nalezeni
na nasem webu.
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Matematicky feceno, r je takova funkce casu, kterou kdyz dvakrat zderivujeme
a prenasobime konstantou m, ziskame funkci F33. Tato diferencialni rovnice je
oby¢ejnd, nebot v ni vystupuji pouze obycejné derivace. My ovSem muzeme zavést
i jiné derivace.
Meéjme napriklad idealni plyn. Jeho stavovou rovnici ze stredni skoly bezpecné
znate
pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V je jeho objem, n je pocet moli ¢astic plynu, R je univerzalni
plynova konstanta a T je termodynamické teplota. Nas ted muze zajimat, jak se
meéni za riznych okolnosti tlak. Vyjadiime jej proto z predchozi rovnice

T
T.,V)=nR —.
p(T,V) v
Tlak plynu je funkci dvou proménnych, a to teploty a objemu. Pokud bychom
pripustili, ze se pocet castic plynu mtize ménit, pak dokonce tfi, tuto moznost
vSak nyni uvazovat nebudeme.

=
\%

Obr. 45. PVT diagram pro ideélni plyn

Ptame se, jaka je mala zména tlaku dp pii malé zméné teploty d7' a pri kon-
stantnim objemu a poctu castic. Tato zména je pii malém zvyseni teploty urcité

33) Fyzikalné odsud naptiklad plyne, Ze neptisobi-li na hmotny bod zadné sily, pak setr-
vava v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu. Prvni pohybovy zakon je tedy
existen¢ni! Tvrdi, Ze existuje alespon jeden inercidlni vztazny systém, ve kterém izolo-
vany hmotny bod setrvava v klidu nebo rovnomérném primocarém pohybu. To, Zze téchto
systému je nekonecné mnoho a jsou vSechny stejné dobré, byla kdysi potiz, kvali které
musela vzniknout mechanika relativisticka.
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primo timérna velikosti d7T" a konstantou imeérnosti je derivace tlaku podle teploty.
Protoze derivujeme pouze podle jedné proménné, nazveme tuto derivaci parcialni
a formalné ji zapiSeme pomoci symbolu 0, kterému mutzeme fikat ,parciatko®.

dp . op _uR
dT' )y, —onst or v

dp . Op _ _nRT
AV / 1 i —iconst oV &

Obr. 46. Tec¢na plocha ke grafu funkce vice proménnych

Muzeme vypoditat i parcidlni derivaci podle V' a tzv. Gplnou derivaci (totdlni
diferencial) funkce, ktera je zobecnénim obyc¢ejné derivace pro funkce vice pro-
ménnych. Geometrickym vyznamem obycejné derivace je smérnice tecny ke grafu
(kfivce) funkce. Uplné derivace urc¢uje te¢nou plochu, ¢ dokonce nadplochu ve
vicerozmérném ptipadé, ke grafu (ploSe ¢i nadpolose) funkce. Zni to velice ucené,
ale z obrazku lze nahlédnout, Ze jde pouze o naprosto prirozené zobecnéni derivace
obycejné.

Op nR nRT

0

Existuje velice elegantni zapis vektorovych parcidlnich diferencialnich rovnic
lidové zvany ,nablidda“. Rozhodli jsme se pojednat o ném ve zvlastnim clanku,
ktery najdete na FYKOSim webu. Tento text, pfirozené pojmenovany Nablidda,
obcas prekracuje nutnou znalost pro cteni serialu.

dVv .

Vedeni tepla

Ztstanme jesté chvili u termodynamiky. Uvazujme kovovou tycku o jednot-
kovém priifezu, kterou na jednom konci drzime mokrym hadrem na teploté Ti.
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Druhy konec stré¢ime nad plamen, ¢imz jej zahiivdme na teplotu 75. Co se bude
dit?

Tyckou zac¢ne proudit teplo ). VSimnéme si, ze fyzikové znaci teplo zpravidla
stejnym pismenem, jako se znaci elektricky naboj. Tuto souvislost hned vyuzijeme.
Oznacme si definitoricky

def dQ

dt ’
kde d@ je malé mnozstvi tepla, které za maly ¢asovy interval dt proslo jednotkovou
plochou. Nové zavedenou veli¢inu I pojmenujeme tepelny tok®*. Ta se ukazuje byt
primo imérna teplotnimu gradientu, neni-li prilis velky. Této véteé se rika Fouriertv
zakon. Gradient je rozdil teplot v mistech x + dx a x déleny jejich vzdalenosti dx.

I(z) ~ T(x+ délcx) —T(z) .

Abychom tvrzeni elegantné matematicky zapsali, zavedme si teplotu T(z,t)
jako funkci dvou proménnych, ktera tika, jaka je teplota tycky v misté x v Case t.
Teplotni gradient je potom 0T (x,t)/0z. Gradient téz znac¢ime symbolem VT
a muZzeme jej zobecnit do vice rozméru. Je to vektor kolmy k hladindm (plochdm)
o stejné teploté a ma smeér nejvetsiho vzristu. Rozmyslete si, zda je orientovany
ve sméru, ¢i proti sméru proudéni tepla.

]:—)\VT:—)\a—T.
ox

Materidlovou konstantou imérnosti je tepelna vodivost A. Samoziejme se s teplo-
tou mirné meéni, my to vSak v nasem modelu zanedbame.

T(x) T(x+dz)

(T(VETl () <) OT2
D R @

Obr. 47. Vedeni tepla v kovové tycce

Pokusme se odpovédét na otazku, co se stane, je-li VT’ v néjakém okamziku ¢
vSude stejny. Napriklad to znamena, ze tyckou proudi vsude stejné velky tepelny
tok. Matematicky to lze zapsat takto

ovT  0°T
ox  Ox2

=0 = (8_T> =konst = I(x); = konst.
or ),

Na jednom konci ohfivame plamenem tycku na konstantni teplotu 7% a tycka
prijiméa tepelny tok I, ktery ustalené proudi na druhy konec. Zde tycku chladime

34) Tepelny tok ma vyznam tepla, které projde jednotkovym prifezem za jednotku casu.
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na teplotu 71 a odebirame stejné veliky tok 7. Teplota tycky se s casem uz nemeéni
(0T /0t = 0). Byla tudiz dosazena termodynamicka rovnovaha.
Dosli jsme k zavéru, ze teplotni rozdéleni systému v rovnovaze splnuje rovnici

0*T
0x?
Matematickym vysledkem je slavna Laplaceova rovnice. K zapisu lze uzit ,nab-

liady“, protoze toto tvrzeni neplati jen v jednom rozméru, ale i obecné ve vice
rozmérech. Napriklad v roviné ma tvar

0*T N 0*T
ox? = 0y?

=0,

=0.

Obecné Laplaceovu rovnici zapisujeme
VT =0.

Systém vsak v rovnovéaze nebyl od zacatku. Muzeme predpokladat, ze tycka
byla docela rovnomeérné prohiata, nez jsme ji zacali opékat. Pak se na jednom konci
velice rychle zahiivala a néjakou dobu trvalo, nez teplo doteklo az na druhy konec.
Vime tedy, ze 9*T/0z* se nerovna vzdy nule. Ale éemu? Ziejmé by matematicky

melo platit
ST o1 (4)
ox2 Oxr Ox \ dt )~
Jak vsak fyzikalné interpretovat pravou stranu rovnice? Nemohli bychom si po-
moci néjakou analogii s elektrickym nabojem? Uvédomme si, ze v kazdém misté
elektrického obvodu prochazi vzdy stejny proud (neméni-li se vlastnosti obvodu,
jako je napfiklad odpor potenciometru). Pro¢? ProtozZe jinak by se v néjaké ¢asti
obvodu kumuloval elektricky naboj a k tomu nedochézi, nebot elektrické naboje
stejného znaménka se silné odpuzuji.
Teplo v tycce se v8ak shromazdovat mize. Vynasobime-li pravou stranu dz,
pak se bude rovnat rozdilu tepla dQ’, které vteklo plochou o soutadnici x a vyteklo
plochou v x +dx v kratkém casovém intervalu dt. Dobfre si rozmysleme znaménko.

9 (@Y . _ &
Ox \ dt o dt

(53)

Hromadéni tepla se projevi zvétsenim teploty 7. Pichneme-li tedy teplomeér do
sice libovolného, avsak pevného bodu x, teplota se tam bude ménit. Zapiseme
proto pririistek teploty za maly casovy interval pomoci parcialni derivace

dQ’ 0T

—_— N —

a ot

Zavisi to primo imérné na hmotnosti, kterd se zde rovna délkové hustoté tyce o
vynasobené délkou dx, a na tepelné kapacité C, cili

o (dQ\ . dQ . or
"oz <E>dx_ a e e
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Promyslime-li si dobfe zminéné fyzikalni argumenty, tak jsme de facto odvodili
rovnici vedeni tepla. Zbyva uz jen formalné rovnici integrovat (vykratit diferenci-
aly dz) a vratit se k rovnici (53). (Provedte sami!) Vysledkem je rovnice vedeni

tepla

O*T . O

oxr2 Ot
kde k = Co/\. Uloha o vedeni tepla je v izotropnim prostiedi prostorové invari-
antni, cili je symetricka ve vSech smérech, a proto plati

2 oT
VT =k e
Tuto rovnici mtizeme jesté trochu zobecnit pro pripad, kdy se v objemu, v némz
vedeni tepla vySetifujeme, vyskytuji néjaké vnéjsi zdroje tepla (v materidlu muze
napiiklad probihat chemické reakce uvolnujici teplo). Tyto zdroje muzeme cha-
rakterizovat hustotou vykonu na jednotkovy objem p.
Ve vyrazu pro dQ’/dt se pak objevi dodateény ¢len —pdx a rovnice vedeni

tepla pak bude mit tvar

oT 1
2p o 9L 2.
v o TP

Vysetifujeme-li jen rovnovazné rozlozeni (tj. T /0t = 0), pak dostaneme takzva-
nou Poissonovu rovnici 1
VT = —5P (54)

Elektrostatika

Dalsi typickou tlohou vedouci k reSeni parcidlnich diferencialnich rovnic je
hledédni elektrostatického potencidlu pfi zadaném rozlozeni ndboji (nebo obecnéji
pfi zadanych okrajovych podminkach).

Jen pro pripomenuti poznamenejme, ze potencial je veli¢ina charakterizujici
elektrické pole®®, ktera v kazdém bodé prostoru vyjadiuje potencialni energii,
jakou by mél zde umistény jednotkovy naboj. Potencial obycejné znacime ¢ a mezi
nim a intenzitou elektrického pole E (ta vyjadfuje silu, kterd by v daném bodé
pusobila na jednotkovy naboj) plati vztah®®

E=—-Vop.

35) Pouze v jednodussich pripadech — napriklad v elektrostatice. Obecné k popsani elek-
trického pole potrebujeme i tzv. vektorovy potencial.

36) Zkuste se poradné zamyslet nad tim, Ze tepelny tok a elektrického pole E je vlastné
témér plné to samé. Jsou navic v mnoha aspektech ekvivalentni s pfirozenym proudénim
vody. Jedinym zasadnim rozdilem ztistava, ze zdrojem proudéni vody je cerpadlo, zdro-
jem elektrického pole je elektricky naboj a zdrojem tepla je tfeba mikroprocesor vaseho
pocitace. Pochopite-li proudéni vody, pochopite elektrostatiku, stejné tak vedeni tepla
nebo napriklad difazi, kde castice ,tecou” proti koncentracnimu gradientu. Tato analo-
gie se projevuje i tim, Ze vysledné rovnice budou mit Uplné stejny matematicky tvar.
K pochopeni vam pomize vyznam divergence, o kterém piseme v Nabliddé.
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Abychom mohli napsat néjakou rovnici svazujici potencial ¢ s rozlozenim na-
boji v prostoru, musime se uchylit ke zndAmym Maxwellovym rovnicim, konkrétné
pak k takzvanému Gaussovu zdkonu. Ten zjednodusSené feceno tika, ze zdrojem
elektrického pole je naboj. Tedy pokud je v urcité oblasti prostoru obsazen celkovy
naboj (), pak tok elektrického pole hranici této oblasti je tmérny tomuto naboji.
Matematicky lze toto tvrzeni elegantné zapsat pomoci operatoru nabla jako

V-E=2.
€0
Zde o znadi objemovou hustotu naboje a 1/¢¢ je konstanta amérnosti (go je tzv.
permitivita vakua). Dosadime-li do Gaussova zdkona vyjadieni E pomoci poten-
cialu, dostaneme
Vip=-2. (55)
€0
Vysla nam rovnice, podle niz ma byt Laplace z neznamé funkce roven dané funkci.
S takovou rovnici jsme se uz setkali pii feSeni problému vedeni tepla. Roli teploty
nyni hraje potencial a roli hustoty tepelnych zdroji hustota naboje.

K jejimu feseni mtzeme samoziejmé pouzit stejné postupy jako pro reSeni
rovnice vedeni tepla. Jedind novinka, kterou nam elektrostatika prinese, je jiny
mozny druh okrajovych podminek. Zatimco pti vedeni tepla jsou vétsinou dany
hodnoty neznamé funkce (teploty) na hranici uvazované oblasti, nyni se muzeme
setkat i s nasledujicim pripadem.

Do elektrostatického pole (generovaného naptiklad néjakymi plochami udrzo-
vanymi na daném potencialu) vlozime dokonale vodivy predmét. Jak bude nyni
vypadat pribéh potenciadlu? Zjevné musime opét resit Poissonovu rovnici s prede-
psanymi hodnotami potencidlu na danych plochach, avsak navic musime zajistit,
aby potencial na povrchu vlozeného vodice byl konstantni. Pro¢? Kdyby naho-
dou nebyl, podle vztahu E = —V¢ by existovala nenulova slozka elektrického
pole tecna k povrchu vodice, kterd by v ném samoziejmé zptisobila vznik proudi,
a neslo by tedy o staticky pripad.

Numerické metody reseni PDR

Parcialni diferencialni rovnice se fesi uplné stejné jako obycejné diferencialni
rovnice. Jenom je zapotiebi postup zobecnit do vice rozmért. Pripomenme, jakym
kouzlem jsme ziskali numericky predpis pro derivaci funkce jedné proménné
Funkce f(x) zobrazuje x z néjaké oblasti 2 na obor funkénich hodnot, ktery se
znac¢i f(Q2). Oblast Q je v jednorozmérném piipadé podmnozinou osy realnych
Cisel R. Bez Gjmy na obecnosti miizeme uvazovat, ze jde o interval. Pomyslné
jsme si jej rozdélili na malinkaté usecky délky h.

O néco vyhodnéjsi je numericky pocitat derivaci pomoci symetrického vztahu,
kdy ziskame de facto hodnotu derivace uprostied malych tsecek

ey = Ha D= Sa=h2)
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Priesnost vypoctu zavisi na veli-
kosti h. Otéazka na rozmyslenou:
Zvolime-li si mensi h, bude nume- ya
ricky vypocet derivace presnéjsi?
Plati to obecné? Vasi odpovéd miuzete
podrobit pocitacovému experimentu / \
nejlépe nezavislém na vySetfované
funkci.

Ve vicero rozmérech budeme mit h \
kuptikladu funkci g(z,y) pro jedno- 5
duchost jen dvou proménnych = a y,

(z,y) € Q. Oblast © bude nyni ¢ast 3 (A1
roviny, kterou si zase rozdélime treba \ 1 —— \
J

na malé ¢tverecky (nékdy se mtize ho- ~_ | Q
dit i jiné déleni). Nebo si muzete pred-
stavit, ze na ) hodime sit. Derivace
si rozepiSeme pomoci diferenci mezi
jednotlivymi uzly sité. Jde o trivialni
aplikaci posledni rovnice, ovSem nejen
,horizontaln&“ ale i ,vertikalné“. UkaZeme si to na piikladu Poissonovy rovnice®”,
se kterou jsme se jiz setkali (rovnice (54) a (55)).
2 2
vig=29,99_,
ox?  0Oy?

kde o je néjaka zadand funkce také dvou proménnych (z,y) € 2. Vyjadieme si
prvni a druhé derivace podle x a y v bodé A = (az, ay).

Obr. 48. Rozdéleni oblasti 2 na
Ctverecky

@ — g(a$+h/27ay)_g(am_h/27ay)

oz |, h ’
@ . g(a$+h7ay)_QQ(A)+g(a$_h7ay)
x|, E ’
@ — g(awaay+h/2)_g(aﬂ?’ay_h’/2)

oYy | A h ’
9| _ glas,ay +h) —29(A) + g(as,ay — h)
oy, h? '

Oznacéme si podle obrazku g(az+h,ay) = g(1), g(az,ay+h) = g(2), glaz—h,ay) =
=9(3), g(az,ay — h) = g(4) a zapiSme vysledek
&g d%g 9(1) +9(2) +9(3) + 9(4) — 49(A)

3 = = o(A). (56)
ox?|,  0y?|, h?

37) Poissonova rovnice je parcialni diferencidlni rovnice ve tvaru Laplacetiiv operator na
neznamou funkci g se rovna néjaka jind dana funkce p. Laplaceova rovnice je specialni
pripad o = 0.
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Praveé pro rovinné pripady se velice hodi Excel, ktery uz jen v principu tim,
ze je to tabulkovy kalkulator, udéla spoustu prace za nas. Moznosti uziti Excelu
jsou velice limitované (rozhodné vsak zalezi na uhlu pohledu), na druhou stranu
se pro nékolik véci hodi velice dobte. Vytvorili jsme v ném programy laplace.xls
a poisson.xls vySetrujici elektricky potencial jednoduchého dvojrozmérného pro-
blému se zadanymi okrajovymi podminkami (prvni z nich v nepfitomnosti naboju,
resi tedy Laplaceovu rovnici; druhy pak pro zadané rozlozeni naboje tesi Poisso-
novu rovnici).

Mate-li pocit, ze k numerickému vyieseni Poissonovy rovnice jesté néco po-
stradame, mate pravdu. V jednorozmérném pripadé jsme se potiebovali ,,odpich-
nout“ od pocatecnich podminek. Z posledni rovnice jsme schopni vypocitat g(A)
jen tehdy, zname-li jiz g(1), g(2), g(3) a g(4). Co s tim?

Ziejmé musime zadat okrajové podminky na hranici oblasti 2. Napriklad tep-
lotu na povrchu predmétu, jehoz tepelné rozlozeni pocitame. Nebo zkoumame-li
elektrické pole, které budi v prostoru nabity elektricky vodic¢, tak vime, jaky je
potencial na jeho povrchu a taky vime, Ze velmi daleko od néj jiz bude pole témeér
nulové. Okrajové podminky jsou tedy hodnoty hledané funkce na hranici oblasti
02, uvnitt které funkci pocitame.

Postupuje se tak, ze se ,,odrazime* od okrajovych podminek — hodnot funkce g
v uzlech na hranici. Do vSech ostatnich uzli dosadime nulu.

g(z,y) =0 V(z,y) € Q\00N.

Mame tedy néjak zadany hodnoty funkce ve vSech uzlech sité. Prepocitavame
je postupné pomoci odvozeného numerického ptredpisu (56) vSechny (az na hra-
ni¢ni body, ty museji byt samoziejmé pevné) porad dokola, ¢imz konvergujeme ke
spravnému reseni.

Jde o jednoduchy a prirozeny postup, ktery nazorné pochopite, pohrajete-li
si s tim trochu v Excelu. Nékdy miize byt potfeba v Excelu povolit rekurentni
po¢itani hodnot®®*. On za odménu provadi pravé vyse zminéné mnohondsobné
prepocitavani za nas, coz je velice pohodlné.

Uloha II.S ... porcovani divokych rovin

Skladovani uranu

Palciva otazka jaderné energetiky je skladovani vyhotelého radioaktivniho pa-
liva. Vétsinou se skladuje ve valcovych ¢lancich ponorenych ve vodni lazni, ktera
drzi jejich povrch na konstantni teploté asi 20 °C. Na véas je nyni zjistit, jaké
bude rozlozeni teploty v ¢lancich tvaru kvadru se ¢tvercovou podstavou o hrané
délky 20cm. Clanek bude pomérné vysoky a proto nas zajima rozlozeni tepla
v pricném tfezu. Uran bude zaujimat koncentricky kvadr se ¢tvercovou podstavou

38) V nabidce ,Nastroje“ vyberte polozku ,,Moznosti®“. Otevrie se okno, v némz musite na
zélozce ,Vypolty* zaskrtnout moznost ,Iterace” (s nastavenim si pozdéji muzete zkusit
pohrat).
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o hrané 5cm. Ze zkuSenosti s valcovymi kapslemi vime, ze bude mit konstantni
teplotu okolo 200 °C.
Zahrivajici se drat

Mame velmi dlouhy drat kruhového priarezu o poloméru r z materialu o tepelné
vodivosti A a mérné elektrické vodivosti o. Prilozime na néj konstantni elektrické
napéti. Necht je intenzita elektrického pole (tj. napétovy spad) uvniti dratu kon-
stantni, rovnobézna s jeho osou a jeji velikost budiz E. Pak dratem bude prochézet
proud o plosné hustoté j = o £ a bude se vytvaret Jouleovské teplo s objemovym
vykonem p = o E2.

Protoze material dratu ma nenulovou tepelnou vodivost, vytvori se v ném
jisté rovnovazné rozlozeni teploty, které — jak vime — splnuje Poissonovu rovnici
AV2T = —p. Pfedpokladame, ze okraj dratu udrzujeme na dané teploté Tp. Tim
mame danu okrajovou podminku potrebnou k vyreseni rovnice. Vzhledem k sy-
metrii problému se miiZzeme omezit na jeji feseni pouze ve dvou rozmeérech — na
prufezu vodice (teplota jisté nebude zaviset na posunuti podél osy vodice). Nyni
by jiz bylo jednoduché problém vyftesit popsanymi metodami®®.

My si vSak situaci malicko zkomplikujeme a budeme ptredpokladat (zcela
opravnéné), ze mérna elektrickd vodivost o zavisi na teploté. Budeme tedy mit
rovnici typu V2T = f(T).

Pokuste se tuto rovnici numericky vytesit pro néjakou danou zavislost vodivosti
na teploté (muzete si ji najit v literatufe, na internetu, nebo si klidné néjakou
vymyslet) a najit tak rozlozeni teploty na prufezu dratu. Muzete se pokusit ménit
intenzitu elektrického pole E a nakreslit voltampérovou charakteristiku dratu,
vyzkouset vice druhu zavislosti o (T") (tfeba pro polovodic, jehoz vodivost s rostouci
teplotou na rozdil od obyc¢ejného kovu roste) atd.

Kapacita krychle

Vypocitejte kapacitu dokonale vodivé krychle o strané délky 2a. Pokud se bu-
dete nudit, muzete zkusit kvadr (a tfeba zavislost kapacity na délkach jednotlivych
stran), pfipadné jiné geometrické objekty.

Napoveda: Kapacita je pomér naboje na krychli rozmisténého ku potencialu
povrchu krychle (za predpokladu, Ze potencial v nekoneénu je nulovy). Problém
tedy lze fesit tak, zZe si zvolime libovolné potencial krychle, vyfesime Laplaceovu
rovnici V2@ = 0 vné krychle a vypoéitame celkovy naboj na krychli uzitim Gaus-
sova zakona (tj. uréenim intenzity elektrického pole derivovanim potencidlu a vy-
poctem jeho toku vhodné zvolenou plochou obklopujici krychli).

(feSent str. 152)

39) Jde o Poissonovu rovnici s konstantni pravou stranou, se kterou se mizeme setkat
napriklad v modelu proudéni viskézni kapaliny potrubim a ktera je shodou okolnosti pro
kruhovy prifez jednoduse fesitelna analyticky.
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Kapitola 3: Nahodné jevy

meme si na musku vzrusujici biologii.
Metoda Monte Carlo

Monte Carlo je metoda pocitacové fyziky
zalozend na nadhodé a poctu pravdépodobnosti. . d
[lustrujeme ji na jednoduchém prikladu. Chceme . .
zjistit plochu rybnika. Jako numericky velmi
vhodna metoda se jevi vzit dé€lo a strilet ndhodné o« o °
do ctverce, ve kterém se cely rybnik nachéazi. 6 * -
Po kazdém vystrelu budeme poslouchat, zda
uslySime Splouchnuti vody, nebo ne. Necht méa .
étverec obsah kupiikladu 100 m?. Vystfelime-li Obr. 49. Méfeni plochy
stokrat, bude pocet $plouchnuti odpovidat me- rybnika metodou Monte
trim ctvere¢nim rybnika. OvSem jen s jistou Carlo

,spolehlivosti“*®, nebot jde o nahodny proces.

Pravdépodobnost

Otazku, jaka je pravdépodobnost, ze bude na Titanu ¢i Europé zivot si polozil
asi kazdy z néas. Slovo pravdépodobnost pouzivaji lidé od nepaméti. Prijde ndm
samoziejmé tvrzeni, ze pravdépodobnost padnuti Sestky na hraci kostce je jedna
Sestina. Tibetsti mnichové se pokouseli toto tvrzeni ovérit, a tak cely zivot v klas-
tere hazeli kostkou a sledovali, jaké jsou pravdépodobnosti padnuti jednotlivych
¢isel. Bohuzel jim to samoziejmé nikdy presné jedna Sestina nevychéazelo, nebot
nikdy nevyrobili absolutné dokonalou kostku.

Pouc¢me se vsak od nich v jedné véci. Mohlo by se zdat na prvni pohled zvlastni
pravdépodobnost mérit. Ale stejné jako hmotnost urcujeme vazenim, horlavost
hofenim, svitivost svicenim, tak pravdépodobnosti méfime hazenim.

Pravdépodobnosti jsme se v Evropé zacali matematicky zabyvat az v 1. po-
loviné 17. stoleti ve Francii v souvislosti s hazardnimi hrami a ndhodnymi jevy.
Zakladateli byli predevsim Pascal, Fermat a Huygens. Hravalo se tehdy v kostky
a sazelo se napriklad na to, jestli pti n hodech kostkou padne sestka. Vyvstala
tedy otazka: Jak mam vsadit, abych neprohloupil? Zvladnete odpovédét?

Kolikrat musim hodit kostkou, aby padla sestka s pravdépodobnosti vétsi nez
jedna polovina? Hodim-li n-krat kostkou, miize padnout 6" vysledka (6™ uspota-
danych n-tic). Pti kazdém hodu je pét moznosti nepfiznivych — Sestka nepadla.
Celkem, pti n hodech, je nepriznivych 5" vysledkt. Predpokladame, ze kazdy vy-
sledek je stejné pravdépodobny. Potom je prirozené urcit pravdépodobnost jako
pomeér poctu vsech pozitivnich vysledki ku poc¢tu vsech moznych vysledkt. Prav-
dépodobnost P(n) padnuti Sestky pfi n hodech je

6" — 5"

P(n) = o

40) Pokuste se ji néjak odhadnout.
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Polozime-li z podminky P(n) =1/2,

L_e s (5Y
2 6" 6/
1 [/5\"
2 \6) °
Nevis-li, jak dal, logaritmuj!
1 5 Inj .
1n§:n1n6 = n:ﬁ:?),&

Teorie pravdépodobnosti je nyni opét jednou z nejmodernéjsich matematic-
kych disciplin. Velmi hezkym pojednanim o pravdépodobnosti je Sesta kapitola
Feynmanovych prednasek. Na internetu je zdarma kniha od Grinsteada a Snella
Introduction to probability.

Cviceni: Mame pytlik, ve kterém je bud bily, nebo ¢erny kaminek. Vhodime do néj
bily. Protfeseme a jeden ndhodné vytdhneme. Vytahli jsme bily, jakd bude pravdépodob-
nost, ze dalsi tazeny kaminek bude také bily?

Ndhodnd proménna**

Ohniskem matematické analyzy je Cislo. Derivace funkce v bodé je cislo, ur-
ity integral je éislo. Cisla také vstupuji do funkci. ,,Naopak®, hlavni pojem teorie
pravdépodobnosti je ndhodnd promeénnd, ktera vstupuje do funkci, kterym se rika
stochastické funkce. Ndhodn& proménna vsSak neni ¢islo, je slozit€jsi nez cislo.
Nahodna proménna je mnozZina stavi a jejich pravdépodobnosti. U hraci kostky
je mnozina stavu jednicka, dvojka az Sestka a jejich pravdépodobnosti jsou 1/6.
Nezname-li plné mnozinu stavi a pravdépodobnost kazdého stavu, neméme néa-
hodnou proménnou plné uchopenou.

Existuji ndhodné proménné i se spojité proménnymi stavy. Napriklad poloha x
a rychlost v molekuly plynu. Mnozinou stavu je interval, pripadné plocha i cela
rovina R? atd. Je-li N(v)dv pocet astic plynu s rychlosti v intervalku [v, v + dv],
potom podil N(w)d

v)dv

df (U) - TO )
kde Ny je celkovy pocet molekul, predstavuje pravdépodobnost toho, ze namatkou
vybrana molekula bude mit rychlost v intervalu [v, v 4+ dv]|. Takovéto funkci f(z)
fikdme hustota pravdépodobnosti a f(z)dz je pravdépodobnost, Zze nastane jev
z intervalu [z, z + dx].

Pojem stredni nebo také ocekdavanée hodnoty ndhodné velic¢iny je zobecnénim
aritmetického praméru. Necht pfi n méfenich doby Zivota mionu jsme ziskali hod-
noty xi,x2,...,Ty. Aritmetickym primérem Z téchto hodnot nazyvame cislo

1
.a‘szﬁ(x1+x2+---+xn). (57)

41) Tato sekce byla z velké Casti pievzata od profesora Josefa Kvasnici z jeho knihy
Matematicky apardt fyziky.
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Takovouto stfedni hodnotu lze interpretovat nasledovné: Necht x je néjaka hod-
nota nahodné veli¢iny a (xz — x;) jsou odchylky od této hodnoty. Funkce

9(2) = (@ = 21)" + (@ = 22)" + -+ (2 = 2)°

je soucet druhych mocnin téchto odchylek od néjaké referenc¢ni hodnoty x. Hod-
notu x zvolime tak, aby tento soucet ¢tvercti byl miniméalni. Minimum nalezneme
tim, Ze g(z) zderivujeme a polozime rovno nule

g (x) =2(x — 1) +2(x —z2) + -+ 2(x —zn) = 0.

Resenim je x = = (x1+x2+...+x,)/n. Aritmeticky primér je tak jednoduchym
disledkem metody nejmensich ¢tvercia®?.

Mezi hodnotami x1, z2, ..., 2, mohou byt nékteré stejné. Seradime je do sku-
pin tak, ze hodnota x; se vyskytuje mi-krat, hodnota x2 se vyskytuje mao-krat

atd., pricemz soucet vSsech m; se rovna celkovému poc¢tu meéreni

m1+m2+---=Zmi:n.

Po takovémto seskupeni stejnych hodnot pfepiSeme aritmeticky priumér (57) ve
tvaru tzv. vazeného priméru

_ 1 n
= ﬁz; (v)mzxz'

Podil m;/n je relativni ¢etnost hodnoty z;, tj. podil pfipadi pfiznivych hod-
noté xz; k celkovému poctu vsech pripadi. Pro velkd n mtzeme tyto podily zto-
toznit s pravdépodobnostmi p; = m;/n hodnot z;.

Timto jsme ospravedlnili velice dilezitou definici stfedni hodnoty. Stfedni hod-
notou ndhodné proménné (x) je suma soucini stav krat jeho pravdépodobnost,
pricemz sc¢itdme pres vSechny stavy ndhodné proménné

p=Tip; . (58)

Pfedpoklada se, ze ndhodna proménnd je normovand, coz znamena, ze y ., p; =
= 1. Nejedna-li se o diskrétni ndhodnou promeénnou, ale o spojitou, prejde suma
prirozené v integral. -
() = / of(z) dz. (59)
— o0
Hodnoty z; ndhodné veli¢iny se obecné lisi od stfedni hodnoty (x). Dochazi
k odchylkdm Az; = z; — (), neboli téz k fluktuacim. Vypoécitejme stiedni hodnotu
téchto fluktuaci.

(Az) = ;piﬁxi = ;Pil‘z‘ — () ;pz’ = (z) — (x) =0.

42) Jedna se o jednu ze zakladnich statistickych metod vyuzivanych p¥i zpracovani fyzi-
kalnich méreni. Blizsi informace naleznete v prislusné literature.
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Stfedni hodnota fluktuace se rovna nule, odchylky od stfedni hodnoty se vysky-
tuji stejnym dilem na obé strany. Informaci o absolutni hodnoté téchto odchylek
poskytuje kvadrat fluktuaci

(Axi)Q = (x; — <x>)2 =27 — 2(x)z; + <:c>2 )

Stredni hodnotu této veli¢iny, takzvanou stredni kvadratickou odchylku neboli
disperzi ndhodné proménné vypocitame vztahem

2 2
((Az)") =3 pi(Azi)” .
K2
Cviceni: Ukazte, Ze
2 2 2
((Az)7) = (z%) — (z)7, (60)
kde
(2%) = Y a?p;
K2
a zobecnéte pojem disperze i pro spojité ndhodné proménné (zaméni se jen suma za
integral).

Centralni limitni véta

Vv

rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

oxp <_M) , (61)

202

1
flx) =
(@) V2n o
kde i a o jsou konstanty. Z pravé zavedenych definic mtizeme vypocitat stiedni
hodnotu a disperzi normalniho rozdéleni. Oba vypocty jsou uziteCnym cvicenim

na integraly. Vysledkem je stiedni hodnota u a disperze o2.

()
1/(vV2no)

_3¢ g 0 o 30 z

Obr. 50. Gaussovo rozdéleni pro u = 0
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Centralni limitni véta mluvi matematicky o tom, co fyzik vétsinou vi, ze na-
hodné jevy, na které ma vliv mnoho faktord (a zadny z nich neni pfili§ dominu-
jici), se chovaji podle norméalniho neboli Gaussova rozdéleni pravdépodobnosti.
Napriklad Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti molekul idealniho plynu
je Gaussovym rozdélenim ve tfech rozmérech.

Centralni limitni véta je dilezitym tvrzenim teorie pravdépodobnosti podobné
jako Lagrangeova véta v analyze. Jeji dikaz je minimalné na nékolik stranek
a vyzaduje navic jiz né€jakou znalost teorie. Fyzikovi se nékdy velice hodi, ma-li
néco rigorézné (matematicky, naprosto precizné) dokazané, co muze pro svou praci
pouzit.

Pojdme se trochu bliz podivat, jak véta funguje. Méjme n (spojitych) nahod-
nych proménnych s hustotami pravdépodobnosti f;(x) (i = 1,...,n), kazdou s né-
jakou stfedni hodnotou u; a disperzi o7. Kdyz ndhodné proménné s¢itame, tak s n
jdoucim do nekonec¢na dostaneme podle centralni limitni véty ndhodnou promeén-
nou s normalnim rozdélenim, které mé stfedni hodnotu p = " | u; a disperzi
o =>" or.

7

Jak se sc¢itaji ndhodné proménné? Pro-
ces miuzeme ilustrovat treba i na klasic-
kych hracich kostkach, i kdyz ptjde je-
nom o jednoduchy priklad. Hazime dvakrat ! !
kostkou a ptame se, s jakou pravdépodob-
nosti padnou jednotlivé soucty (2 az 12).
Tyto pravdépodobnosti dostaneme s¢itanim l
dvou nahodnych proménnych, odpovida- -1 —0,5 0 0,5 1
jicich jednotlivym hodim kostkou. Nyni Obr. 51. Soucet nahodnjch
postup zobecnime na spojité nahodné pro-
ménné s hustotami pravdépodobnosti f(x)
a g(x) definované na celé realné ose. Jejich soucet bude mit hustotu pravdépo-
dobnosti (f * g)(z), kterd bude rovna

(f*9)(x / f@)g(z —1)dt.

Tento vyraz vypada moznd slozité, nebot plati obecné. Zkusite-li vSak secist
dvé stejné ndhodné proménné pro jednoduchost rovnomeérné rozdélené (kazdy stav
ma stejnou pravdépodobnost) na intervalu [—0,5;0,5]. Zjistite, jak elegantné for-
mule funguje, aniz byste cokoliv integrovali.

Centralni limitni véta proto dava navod, jak Gaussovo rozdéleni zkonstruo-
vat na pocitaci. Generator rovnomérného rozdéleni mivaji programovaci jazyky
jiz. zabudovany. Nechame-li timto generatorem vygenerovat nékolik ndhodnych c¢i-
sel a udélame z nich aritmeticky primér, bude tento aritmeticky primeér také
nahodny. AvsSak jeho pravdépodobnostni rozdéleni bude se zvySujicim se poctem
c¢isel konvergovat k rozdéleni normalnimu.

Tento proces ilustruje program Celith, ktery visi na webu. Za minimalni
vhodny pocet nadhodnych c¢isel pro konstrukci dostatecné presného Gaussova
rozdéleni se povazuje 12.

proménnych
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Rybnicek s Bernoullim

Nyni, kdyz jsme prodiskutovali plochu, pravdépodobnost a ndhodnou promén-
nou, se muzeme opét vratit k metodé Monte Carlo a rybnicku. V Monte Carlu jde
o vyuziti ndhody — strilime ndhodné do c¢tverce. To, co ndhodnym procesem zis-
kame, statisticky zpracujeme. Dejme tomu, ze jsme vystrelili NV kouli, tfeba 10 000.
Pocet metri ¢tverecnich S ziskame jako podil poc¢tu $plouchnuti Ng a N, vynaso-
beny velikosti ¢tverce Se

S = Ny Se
= Je-

Krom vysledné plochy je pro nas vsak také velice dulezité, jak spolehlivy je
vypocet po N vystielech. Coz je vlastné informace o tom, jak rychle vypocet
konverguje ke spravné hodnoté. Clovéka miizeme oznadit za spolehlivého, prijde-li
témér vzdy na schiizku, na které je ocekavan. Podivame se z tohoto pohledu i na
nas rybnik.

Necht ¢ je pomér plochy rybnicku a celkové plochy ¢tverce. Veli¢inu ¢ muZzeme
ztotoznit s pravdépodobnosti, ze koule do rybnicku pri jednom vystrelu spadne.
Pak s pravdépodobnosti 1 — ¢ do rybnicku nespadne. Zamysleme se nad tim, jaka
bude pravdépodobnost, Ze z n vystieli nam do rybnicku spadne pravé k kouli?

Pravdépodobnost, ze k-krat koule v rybnice skonéi a (n — k)-krat ne (z cel-
kem n vystielit), by méla byt ¢"(1 — ¢)"*. Néasobit mtizeme proto, Ze jednotlivé
vystrely jsou na sobé nezavislé. Je to stejny problém, jako kdyz se ptame na prav-
dépodobnost, ze Sestka na hraci kostce k-krat padne a (n — k)-krat ne. Protoze
je nadm jedno, v jakém poradi Sestky ¢i neSestky nastaly nebo Splouchnuti ¢i ne-
$plouchnuti nastalo, je tfeba soucin ¢"(1—¢)™* vynasobit poétem viech moznjch
kombinaci, ve kterych jev k-krat nastal a n-krat nenastal, neboli po¢tem vsech
moznych vybéri k prvki z n, jenz se znaci (Z) a nazyva se binomické cislo, ¢ili

n

p(k) = (1 )d" 1 - (62)

Dostali jsme takzvané binomické nebo taky Bernoulliho rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Zminime se radé€ji v kratkosti o binomickém Ccisle, pokud uz jej vsak
znate, tak si za cviceni alespon dokazte, ze pravdépodobnost p(k) je normovana,
neboli Y7, (¥)d"(1 —¢)" % =1.

Jak jsme tekli, binomické c¢islo (Z) je pocet vSech kombinaci, jak mutzeme
vybrat k prvki z n-prvkové mnoziny. Existuje n! usporadanych n-tic vSech prvkii,
takzvanych permutaci. Prvni prvek totiz miizeme do vsech n-tic vybrat n zptsoby,
druhy n — 1 zpusoby atd. Nés vsak vibec nezajima, jak je v téchto n-ticich (n —
k) prvka usporadanych, protoze ty vybirat nebudeme. Nas vSak nezajima ani
to, jakym zpusobem je usporadano téch k prvki vybranych. Proto n! vydélime
(n — k)! a k! a dostaneme vysledek

(Z) Tk (nn!— k)

Ocekévali bychom, ze stfedni hodnota binomického rozdéleni (k) se rovné sou-
¢inu pravdépodobnosti padnuti jedné koule do rybnicku krat pocet vSech vystre-
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lenych kouli. Vypocet stfedni hodnoty opravdu provedeme jako cviceni na to, jak
se pocitani binomickych ¢isel vyhnout. Dle binomické véty

(a+b)" = éo (")atb ",

Jako trik zderivujme vyraz podle a

n(a+b)" ' = g_:ok(Z)ak_lbn_k :

Jesté jej z estetickych a sugestivnich divod® vynasobme a

an(a+b)" ' = kzok:(Z)akbn_k :

Bude-li nyni a = q a b =1 — g, ziskdme onen ocekavany vysledek
& n\ k n—k _
k)= > k(7 )d" 1= =ng.
k=0

Dobfte, nas vSak zajima, jaka je spolehlivost, ze pocet padnuti délovych kouli do
rybnicku se jen velmi malo lisi od stfedni hodnoty. O tom nas informuje disperze.
To pro nas jiz nebude zadny problém vypoditat. Vyuzijeme tvrzeni (60), ¢ili

(Ak)%) = (k%) — (k).

Postupujeme podobné jako vyse, jen binomickou vétu zderivujeme dvakrat
podle a, a posléze ziskame vysledek

((Ak)?*) =ng(1 —q).

Vidime, Ze disperze se zvySujicim se n roste. Coz je logické, nebot se nam celé
pravdépodobnostni rozlozeni rozsiruje. Na druhou stranu ndm to netikad to, co
bychom chtéli. Nas zajima néjaka relativni disperze, vztazena k tomu, jak moc je
stfedni hodnota velika. Proto se zavadi relativni disperze vztahem

2 ((Ak)2> _ 1—gq
(Oh)* = S5 = =

Tento vyraz jde k nule jako 1/n. Ziskali jsme tedy zavislost, jak se zvySujicim
se poctem délovych kouli klesa relativni kvadratickd odchylka od spravné hod-
noty. Toto je ekvivalentni s otazkou, jak rychle se ke spravné hodnoté blizime.
Chceme-li odpovédét na otazku, jak spolehlivé jsme se po n krocich priblizili ke
spravné hodnoté, musime pozadovanou spolehlivost néjak vycislit. Kuprikladu se
zeptame, jaka je pravdépodobnost, ze jsme se nezmylili o vice nez centimetr ¢tve-
recny. To je stejny vypocet jako pravdépodobnost, ze jsme se o vice nez jeden
centimetr ¢tverecny zmylili. VySe uvedené vzorce jiz umozni takovéto pravdépo-
dobnosti vypocist.
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Poissonovo a Gaussovo rozdéleni

Nyni ddme do souvislosti binomické rozde€leni, centralni limitni vétu a Gaus-
sovo rozdéleni. Pri té prilezitosti odvodime jesté jedno velice dulezité rozdéleni
pravdépodobnosti, a to Poissonovo.

Poissonovo rozdéleni je asymptotickym (limitnim) pfipadem binomického roz-
déleni pro takzvané ridké nebo vzacné jevy, tj. je-li ¢ malé a n hodné velké. Vez-
méme pravdépodobnost ¢ jako klasicky pomér priznivych pripadi v k n. Prepi-
seme-li podle toho binomické rozdéleni, ziskame

= () () (0-5)"

p(k)
0,47 o-—-— — =28
A-_{\ 0-——-—-1 1/:4
0,3 + \\ A——nrpy=1
\
021 % o--a_
/DX\ \D\\ O_/_/o— - 0\\\0.
071 // \ //\D\ s .
o ./’/o . 0\\'\0
// /-O/ D\\ \‘\,&
Va /'\ ~ - ~. -
S s S S s o=
0 2 4 6 8 10 12 14 k

Obr. 52. Poissonovo rozdéleni pro rizné hodnoty parametru v, pro
vetsi nazornost jsou body spojené lomenou c¢arou

Rozepiseme-li binomické cislo a lehce preskupime cleny, ziskdme
k
v'nn—1)---(n—k+1) v\ k AN
k=2 (1——) (1——) .
p(k) k! nk n n

Ted upravime pouze druhy zlomek

k
v 1 k+1 vk v\
B="(1-2)... (1= (1——) (1——) .
Provedeme limitu n — oo. S prvnim zlomkem to nehne. Z dalsich ¢lend takovato
limita udélé jednic¢ku az na posledni zlomek, ktery (1 — v/n)" — e™" (1ze to ukazat
napiiklad Taylorovym rozvojem). Poissonovo rozdéleni P” (k) s parametrem v ma
tedy tvar

k
v v —v

Je jednoduché ukazat, ze Poissonovo rozdéleni je normované. Staci vzit Tay-
lortiv rozvoj

(63)

k

v
e =

18

14
70
kOk'
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potom vidime, zZe

Jako cviceni se mizeme pokusit vypocitat stfedni hodnotu a rozptyl. Pro kon-
trolu vyuzijme toho, ze stfedni hodnota i kvadratickd odchylka jsou stejné.

Jinym limitnim pripadem binomického rozdéleni je, kdyz se ndhodné hodnoty
soustifeduji do izké oblasti kolem stifedni hodnoty u. Hledejme hustotu pravdépo-
dobnosti ve tvaru

p(z) = e9(®) )

kde g(x) je néjaka funkce. Rozvineme ji v Taylorovu fadu kolem bodu p a ¢leny
tretiho a vyssiho rddu zanedbame.

o) = g + L (0

1 M(az—uf#—---

2!

Muzeme piedpokladat, ze p(z) ma v g maximum. Potom ma i g(z) v p extrém
a derivace g(u)” = 0. Druha derivace bude zapornd, ozna¢me ji

1

12
g u)=-—.

Piepiseme-li p(x) podle téchto uprav, ziskame

p(z) = Cexp (—M) ,

202

kde C' = g(u) je zatim nezndmé konstanta z Taylorova rozvoje, kterd se urci
normovanim. Gaussovo rozdéleni ma tedy tvar

Tvrzeni, ze binomické rozdéleni konverguje ke Gaussovu rozdéleni, je specialnim
pripadem centralni limitni véty.

Distribu¢ni funkce a generovani nahodnych Cisel

Jeden navod na generovani ndhodnych cisel jsme ukazali pro normalni roz-
déleni. Ukazeme jesté jeden obecny postup, budeme k tomu potrebovat zavést
distribuc¢ni funkci.

Distribuéni funkce F'(z) je pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina X, s husto-
tou pravdépodobnosti f(x) bude nabyvat mensi nebo stejné hodnoty jako z. Pro
spojité nahodné proménné to bude integral

)= [ ‘; /() da
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a pro diskrétni ndhodné proménné suma

Flza) = 3 f(z:).

1=1

Pii studiu distribu¢nich funkci se velice hodi, Ze jsme se zaobirali plochou.
Distribuéni funkce je vzdy neklesajici a nabyva hodnot od nuly do jedné (uvazu-
jeme normované ndhodné proménné). Neklesajici je mimo jiné proto, ze hustota
pravdépodobnosti f(z) ¢i diskrétni rozlozeni je vzdy nezaporné. U spojitych néa-
hodnych proménnych nabyva hodnot od nuly do jedné, protoze plocha pod grafem
hustoty pravdépodobnosti je 1.

F(x)

: ““““““““““ o

z=F"1(¢) v
Obr. 53. Priklad distribuc¢ni funkce

Dale je jasné, Ze distribu¢ni funkce je strméjsi tam, kde je f(x) vétsi, naptiklad
z toho duvodu, ze f(x) je u spojitych proménnych derivaci distribu¢ni funkce.
Generujeme-li ndhodna ¢isla £ od 0 do 1, ziskdme z nich ¢isla x ndhodné rozlozena
dle f(x) pres distribuéni funkci velice jednoduse.

E=F(x), z=F '(€).

Napiiklad normalni rozdéleni bohuzel nemé analyticky vyjadritelnou distri-
bué¢ni funkci, protoze neexistuje analytické vyjadieni integralu [ e~ % dz. Musime
ji tedy pocitat numericky.

Jak to bude s Poissonovym rozdélenim? Distribuc¢ni funkce je sumou

Takze vygenerujeme ¢ a budeme pocitat sumu, dokud nepfesdhne hodnotu €&.
Vsimnéme si vSak, jak na néas kii¢i ze jmenovatele vykfiénik. Opravnéné, nebot
roste pekelné rychle. To vSak znamenda, Ze pravdépodobnost pro velka k velice
rychle klesa. Neni divu, vzdyt jsme Poissonovo rozdéleni odvodili pro vzacné jevy.
Aby nam nevznikly na pocitaci problémy s velkymi ¢isly, mizeme to vyftesit tak, ze
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sumu treba pro £ > 10 ,urizneme“, je-li parametr v dostatecné maly. V opac¢ném
pripadé nelze pouzit klasické datové typy a je nutné naucit nas program pracovat
s tzv. dlouhymi cisly.

Epidemie

V tomto paragrafu budeme matematicky studovat nemoci s epidemickym pri-
béhem jako u chripky, kterou lidé 1é¢i v fadu dnti nebo jednoho tydne. Nemoci
se budeme branit dvéma strategiemi vakcinace. Jednak zacneme lidi vakcinovat,
jakmile epidemie za¢ne (omezujeme se v tomto ptripadé na nemoci, kdy vakcina
ucinkuje ihned), potom srovname prubéh epidemie s pripadem, kdy jsme naocko-
vali urcité procento lidi jiz predem. Samoziejmeé to srovname jesté i s tim, pokud
jsme neockovali viibec.

Vyhodou preventivniho ockovani je, ze epidemie bude urc¢ité mirnéjsi. Otazkou
zustava, bude-li vyrazné mirnéjsi, nez pti vakcinaci az po vypuknuti epidemie.
Nevyhodou je, ze miizeme ockovat proti epidemii nemoci, kterd viibec nenastane.
model epidemie. Zajimame se o nemoci jako chripka, jejiz epidemie propukne
v néjakém mésté, pak zde zije svym zivotem a potom se pfenese zase nékam
jinam. Nas bude zajimat pravé pribéh v jednom mésté. Obcany rozdélime do
tTi skupin: zdravi, nemocni a lidé, co uz nemoc prodélali a uzdravili se a nadale
jsou béhem této epidemie imunni. Pocet lidi v prvni skupiné oznacime x, pocet
lidi ve druhé skupiné y a pocet ve treti z. Pocet vSech obcanti je V. Jelikoz nas
nyni zajimaji docela kratkodobé epidemie, nema cenu do modelu zahrnovat amrti
a rozeni, proto v kazdém okamziku

N=x+y+=z.

Nyni si rozmysleme vhodny model toho, jak se pocty lidi v téchto skupinkach
budou vyvijet v ¢ase. Casové kroky 6t vezméme diskrétni, tieba hodinové. Za
kazdou hodinu se ve strednim slova smyslu nakazi néjaka cast zdravych. Nakazi
se jich tim vic, kolik je zdravych, ale také tim vice, ¢im vic bude nemocnych, kteri
muzou nakazu predat, proto

Ti+1 = Tt — Prryot,

kde konstanta (3 je intenzita nakazy. Soucin x.;y; mizeme chapat jako pocet vSech
moznych kontaktt mezi nakazenymi a zdravymi, konstanta (3 je tedy infekénost
nemoci — pravdépodobnost, s jakou se nemoc prenese z jednoho ¢lovéka na druhého
za néjaky cas. U chiipky se ukazuje ptiblizné 0,4/N za den.

V pripadé, ze zacneme vakcinovat (predpokladejme linearné v ¢ase), musime
pocet viech, ktefi se mohou nakazit, snizit o poc¢et vakcinovanych*>.

Tey1 = x¢ — B(we — Vi) gt ,

43) P§i programovani potom nezapomeiime pohlidat, ze od uréitého momentu nebude
koho vakcinovat.
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kde V; je pocet vakcinovanych v Case t. V pripadé, ze ockujeme linearné v case, je
Vi =At,

kde konstanta A vyjadifuje rychlost ockovani, uvazme asi dvé procenta obyvatel
denné.

Nakaza je ridky ndhodny jev. Za jednu hodinu se muize nakazit jen mala Cast
ze v8ech zdravych lidi. Proto polozime cely ¢len B(z: — Vi)y:dt jako parametr v
Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti. Pro¢ pravé Poisson? Jde o diskrétni roz-
déleni, které vychézi z binomického, v némz jsme se ptali na pravdépodobnost, ze
se k-krat néco stane a (n — k)-krat nikoli. A to je nas pfipad.

xt+1 = x¢ — Poisson(B(x+ — Vi)y:ot) .

Zbyva vyjadrit vyvoj pocta lidi y a z v ostatnich skupinkach. Hodnota y se
zvysi o pocet lidi, kteri se nakazili, minus lidi, ktefi se uzdravili, coz miizeme
jednoduse zapsat jako

Ye+1 = Yt + (nakazeni za dobu dt) — yy.dt,

kde 7 je pfiblizné 1/(doba uzdraveni). U chiipky je doba uzdraveni asi ¢ty¥fi dny,

vvvvvv

dlouho bude muset lezet v posteli a jak dlouho nebude muset do skoly. Pro tplnost

Zt41 = 2t + Yy Ot .

Entropie

Entropie S je néjaka neusporadanost systému, naptiklad vaseho pokojiku. De-
finuje se jako
S=—=> pilnp;. (64)

Je tstrednim pojmem statistické fyziky, ktera se da dokonce i netradi¢né formu-
lovat jako souboj energie s entropii. Méjme systém, ktery se vyskytuje ve stavech
o energiich €; s pravdépodobnostmi p;. Stfedni energie systému je ) .eip;. Jak
vime, tak déje v ptirodé maji takovy spad, aby entropie systému nartstala (jako
ve vaSem pokojiku) a energie systému byla naopak co nejmensi. Faktorem, jenz
rozhoduje o tom, ktery z trendd bude vyznamnéjsi, se ukazuje byt termodyna-
opak energie. Napriklad v ledu jsou molekuly usporadany v pravidelné krystalové
mrizce, zvysime-li teplotu, tak se toto usporadani rozpadne a ziskame kapalinu.
Budeme-li dale zvysSovat teplotu, pak postupné ziskdme vodni paru, kterd nema
pevny objem, a plazmu, ktera ztraci i iontové vazby.
Ukolem je nyni minimalizovat vyraz

L =3 piei+ksT > pilnp,
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kde kg je Boltzmannova konstanta, jejiz hodnota je 1,38 - 102 J.K~!. Ptedpo-
kladame, ze pravdépodobnost je normovana na jednicku, tj. > . p; = 1. Chceme
nalézt minimum L, zderivujme jej tedy podle p; a polozme rovno nule.

oL

O =¢e +ksgT(lnp; +1) =0,

odkud

€
pi = exp <_kBT — 1) .

Normujeme-li p; na jednicku, ziskame slavné Boltzmannovo rozdéleni statistické

fyziky
Lo (=5
p’L - Z p kBT I

kde Z =), exp(—ei/kBT) je parti¢ni suma.

K entropii mizeme dojit i jinym zptsobem. Matematik Claude Shannon v pa-
desatych letech minulého stoleti zavedl funkci urcujici minimalni mnozstvi infor-
mace v bitech nutné k pfenosu zpravy. Méjme osm krabicek (nebo bitt1). V jedné
krabi¢ce je bonbén (nebo jednicka). Jakou minimalni informaci (pocet biti) po-
trebujeme k tomu, abychom znali umisténi bonbénu? Rozmyslete si, ze je to praveé
log, 8 = 3. Na radu fyzika von Neumanna Shannon svou funkci pojmenoval ent-
ropie, nebot je matematicky ekvivalentni s termodynamickou entropii. Posléze se
ukazalo, ze souvislost mezi nimi je hlubsi. Pii pfenosu informace je nutné vykonat
urcitou praci, kterd ma napriklad za nasledek zvysSeni teploty systému. Takovy
systém se pak muze nachazet ve vice riznych energetickych stavech. Jeho popis

vvvvvv

Simulované Zihani

Arzenal numerickych metod nabizi velké mnozstvi t¢innych algoritmu pro hle-
dani extrémt zadanych funkci. Vybrali jsme pro vas jeden, ktery je obzvlasté
zajimavy z fyzikalniho pohledu. Jde o takzvané simulované Zihdni (simulated an-
nealing), metodu, kterd se hodi obzvlasté v pripadech, kdy ma minimalizovana
funkce diskrétni (a pfitom velmi obsahly) defini¢ni obor.

Princip této metody je inspirovan statistickou fyzikou. Pokud kov zahraty
na vysokou teplotu ochlazujeme dostatecné zvolna, dostaneme na konci velmi
pravidelnou strukturu krystalické mrizky, kterd minimalizuje jeji energii.

Mizeme si tedy predstavovat, ze zadana funkce, kterou mame minimalizovat,
predstavuje energii né€jakého systému.

Zavedeme si ,teplotu“ T tohoto systému, ktera bude ovliviiovat intenzitu si-
mulovanych tepelnych fluktuaci v ném, a tu budeme v pribéhu vypoctu snizovat.

Na zacatku vypoctu, kdy je teplota vysoka, se systém miize dostat prakticky do
vSech pripustnych stavi. Se snizujici se teplotou vSak jeho ochota podnikat kroky
do energeticky vyssich stavi klesa a zacina se zdrzovat spiSe v oblastech s nizsi
energii. Nakonec pro velmi nizké teploty systém ,zamrzne“ v minimu energie.

Obecné je toto minimum pouze lokalni, ale diky pomalému ochlazovani mame
docela dobrou Sanci, ze nalezneme globalni minimum. To je vyhoda simulovaného
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zihani proti primitivnéjsim algoritmtim, které pouze mechanicky sleduji smér nej-
rychlejsiho klesani uvazované funkce a jsou tak pomérné nachylné k uvaznuti
v mélkém lokalnim minimu.

Tolik tedy k teorii a ted uz konecné k tomu, jak simulované zihani prakticky
realizovat. Vse si popiSseme na konkrétnim pripadu, a sice na slavném problému
obchodniho cestujicitho (travelling salesman problem — TSP). Ten méa uskutecnit
okruzni pracovni cestu po N danych méstech a otazkou je, jak zvolit jejich poradi,
aby nacestovana vzdalenost byla co nejmensi. O tomto problému je zndmo, ze pri
jeho feseni nemame prakticky jinou moznost nez vyzkouset vechny mozné trasy**.
P1i vétsim poctu mést je tedy hledani presného feseni nad sily dnesnich pocitaci.

Nastésti se vsak ukazuje, ze nékteré algoritmy dokazi tento problém resit s po-
mérné dobrymi vysledky pfiblizné a hlavné v rozumném case. Jednim z takovych
algoritmi je pravé simulované zihani.

Nez zacneme psat vlastni program, musime si rozmyslet, co bude nasim konfi-
gura¢nim prostorem (tj. mnozinou moznych stavit). V pfipadé TSP to bude zfejmé
mnozina vsech okruznich cest po N méstech. Dale musime zvolit ,energii“, kterou
budeme minimalizovat. Nejjednodussi volbou bude polozit ji rovnu celkové délce
cesty.

Jesté si musime ujasnit, jak budeme provadét v nasem systému ,fHuktuace®.
Potirebujeme v kazdém kroku provadét malé zmény konfigurace. Prirozenou vol-
bou®® je vybrat ndhodné jisty tsek cesty a zménit smér, ve kterém jim cestujici
projde.

Kdyz takovou zménu provedeme, vypocitame novou energii (délku), zjistime
jeji zménu AFE oproti energii v predchozim stavu a vypocitdme pravdépodob-
nost P, s jakou tuto fluktuaci pfijmeme (jinak se vratime k predchozimu stavu),

jako
AFE
P = —— .
exp< T)

Je-li P > 1, zménu ponechame vzdy. V tomto vztahu 7" znaci nasi uméle zavedenou
,teplotu“.

Popsany krok budeme provadét mnohokrat za sebou a pritom budeme po-
stupné snizovat teplotu, dokud se nestanou dalsi zmény v hodnoté€ energie natolik
malymi ¢i malo pravdépodobnymi, ze by dalsi pokracovani vypoctu jiz nemeélo
smysl.

V predeslé vété, ackoliv se mize zdat zcela zfejma a jasna, se ve skutecnosti
skryva nejvétsi problém pfi pouzivani simulovaného zihani. Urceni optimalniho
pribéhu snizovani teploty (jejiz pocatecni hodnota by méla byt fddové rovna
maximalnim zménam energie, které lze v systému pfi jednom kroku ocekavat)
a celkového poctu krokid vétsinou vyzaduje jisté experimentovani. Pokud totiz
neni pribéh zihani volen vhodné, miizeme touto metodou dostat dokonce horsi

44) Samoziejmé si mizeme pomoci néjakymi chytrymi tvahami, kterymi predem vylou-
¢ime zjevné nesmyslné moznosti, ale ani tak svou situaci moc nezlepsime.

45) Pouzitou nap¥iklad v Press, W. H.: Numerical Recipes in C — The Art of Scientific
Computing. Cambridge University Press 1992. http://www.nr.com
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vysledky, nez by nam poskytla primitivni strategie zvolit vzdy krok snizujici ener-
gii.

Detailnéjsi popis pouziti simulovaného zihani pro feseni TSP vcetné klicovych
casti kédu je mozno nalézt ve studijnim textu na webu. Pro zajemce o dalsi
informace o této metodé, kteii se nezaleknou trochy teorie, doporu¢ujeme ¢lanky*®
na internetu.

Uloha III.S ... pi-obvod

a) Integrujte metodou Monte Carlo funkci e™* na intervalu [—100,100]. Zkuste
také numericky urcit hodnotu tohoto integralu od —oo do +oc.

Navod: Funkce je symetrickd vac¢i pocatku, ¢ili ji staci integrovat na inter-
valu [0, +00). Provedenim substituce = 1/t — 1 zménite meze integralu od 0
do 1.

b) Méame k dispozici 50 rezistor o odporech 502 a chceme z nich sestavit obvod,
jehoz celkovy odpor v ohmech bude co nejblize ¢islu w. Pokuste se metodou
simulovaného zihani najit obvod, ktery by tomuto pozadavku vyhovoval co
nejlépe.

Pro urcovani celkového odporu obvodu si miizete prizptisobit program,
ktery najdete na nasich webovych strankach.

Pokud se na tento ukol necitite, mizete zkusit zahrnout do problému ob-
chodniho cestujiciho zaktiveni zemského povrchu a pokusit se jej vyresit pro
néjakou konkrétni mnozinu mést na Zemi (naptiklad vsechna hlavni mésta
v Evropé, USA atd.).

(fesent str. 159)

Kapitola 4: Kvantova mechanika

V této kapitole zabrousime do vod kvantové mechaniky a zopakujeme si feseni
parcialnich diferencialnich rovnic.Tentokrat se vsak na rozdil od druhého dilu
neomezime na stacionarni problémy, ale budeme jiz modelovat ¢asovy vyvoj.

Budeme ftesit znadmou Schrodingerovu rovnici, kterda ma pro jednorozmérny
pripad bezstrukturni ¢astice pohybujici se v potencidlu daném funkci V() tvar

.. OU(x,t h? 0%(x,t

ih wét, ) = _2m g(x; ) + V(ﬂ?) ¢($7t)7
kde h je jedna ze dvou inkarnaci slavné Planckovy konstanty, m je hmotnost
uvazované Castice, i je imaginarni jednotka (tedy v/—1) a 1 je vlnova funkce,
popisujici stav ¢astice. Kvadrat jeji absolutni hodnoty (jde o komplexni funkeci)
urcuje hustotu pravdépodobnosti nalezeni Castice v case t v bodé .

Neékteri mozna nejsou uplné kovani v pocitani s komplexnimi ¢isly, a tak si do-

volime Schrodingerovu rovnici pirepsat na soustavu dvou PDR pro realnou a ima-
ginarni ¢ast vinové funkce. Ty uz jsou normalnimi redlnymi funkcemi, tedy nic

46) Napiiklad Ingber, L.: Simulated Annealing: Practice versus Theory.
http://www.ingber.com/asa93_sapvt.ps.gz
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nového pod sluncem. Jestlize tedy zapiseme vlnovou funkci jako

¢($7 t) = ¢R(377 t) + i¢f(x7 t) )
miizeme Schrodingerovu rovnici zapsat jako soustavu

OYr(x,t) h 821[1[(58,15) 1
ot~ am oa2 TR Vi@,

0Yr(z,t) _ h 0%Yr(z,t) 1
Igf ):2m aRx(f )_ﬁV(fEWR(w,t)-

Dale se blize podivame na c¢astici v poli harmonického oscilatoru, tedy na po-
tencial V(z) = kx?/2, kde k je ,tuhost“ oscilatoru. Dosadime tedy a zaroven
prejdeme od soutradnice x a Casu t k bezrozmérné souradnici X a casu 7 defino-

vanym vztahy
.| B2 k
* Amk’ T V. m

Dostaneme tak po tpravé

8¢R(X7 T) _ _82wI(X’ T) + inwf(Xa 7—)’

or - 0X?2
6’¢I(X,T) N 021/)R(X,7') 1 2
or - 0X?2 B ZX Vr(@,T).

Snadno se muzete presvédcit, ze tuto soustavu resi napriklad funkce

on(x,) = exp (=2 eos (5).
b1(X, ) = — exp (—X;) sin <%) |

Ty predstavuji stacionarni gaussovsky vinovy balik se stfedem v pocatku sou-
fadnic (hustota pravdépodobnosti je P(X,7) = |[Yr(X,7)]* + [v1(X,7)]? =
— exp(~X2/2)).

Uloha IV .S ... kvantovy harmonicky oscilator
Modelujte casovy vyvoj vinové funkce castice, kterou umistime do potencialu
V(z) = kxz?/2 a ktera je v ¢ase 7 = 0 popsana vlnovou funkci

(X — X0)2> |

Yr(X,0) = exp (— 1

Y1(X,0)=0.

Jedné se tedy o vlnovy balik se stfedem mimo pocatek. Prozradime vam, ze jde
o tzv. koherentni stav harmonickeého oscilatoru a vinovy balik by mél harmonicky
kmitat kolem pocatku s thlovou frekvenci 1/ k/m stejné jako klasicka ¢astice.
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Pokud se vam toto podafi namodelovat, miizete vyzkouset, jak se budou chovat
vlnové baliky o jiné sifce (tedy se jmenovatelem v exponenciale odlisnym od ¢tyt),
pripadné jak bude situace vypadat pii jiném pribéhu potencialu.

(feSent str. 163)

Kapitola 5: Numerické integrovani

Tento dil naseho seridlu vénujeme praktickému vyuziti numerické integrace, te-
Seni rovnic a ODR ve dvou problémech z oblasti statistické fyziky, termodynamiky
a astrofyziky.

Popis prislusnych numerickych metod, které se ndm nevesly sem ani nebyly
popsany v nékterém z predchozich dili seridlu (napft. FeSeni rovnic), muzete najit
v nasem studijnim textu Uvod do programovdni na internetu.

Integracni triky

Uvodem si povézme, jakym zptisobem muZeme numericky poéitat integraly,
jejichz néktera z mezi je nevlastni (tj. £00). Evidentné nelze uzit zddnou z ekvi-
distantnich formuli (obdélnikova, lichobéznikova ¢i Simpsonova metoda).

Velmi jednoduchym fesenim tohoto problému je prevést integral vhodnou sub-
stituci na integraci v kone¢nych mezich. Napriklad integral

/_;00 f(x) dz

muzeme substituci x = tg ¢ prevést na

/*“/2 ftgv) do

2
—nj2 COS?Q

Podminkou pouzitelnosti tohoto vztahu je, aby funkce f(x) pro z — oo klesala
alespoii tak rychle jako 1/z*. Pro prvni tilohu této série by se ndm mohla hodit
substituce t = 1/4/1 + 22, ktera pfevede integral typu

—+ o0
/ f(V1+22) dx
0
na jednoduseji numericky fesitelny integral

A

o t2V1—1t2

Dalsim uzitenym nastrojem pro numerickou integraci je takzvana Romber-
gova metoda, ktera umoznuje ziskat pouzitim jednoduchych integrac¢nich schémat
(napf. lichobéznikové metody) mnohem vyssi pfesnost nez by mohla poskytnout
prislusnd metoda samotna. Princip tohoto déimyslného algoritmu spociva v pouziti
jednodussi metody pro nékolik riznych hodnot integracniho kroku h; a néasledné
extrapolaci ziskanych vysledkd I; do h = 0.

136



Seridl o pocitacové fyzice

Obzvlasté vhodnym a zéaroven jednoduchym zptsobem jak toto provést, je
nalezeni polynomu P(x), ktery pro jednotlivé hodnoty kroku h; nabyva vypocita-
nych hodnot integralu I,. Pti pouziti lichobéznikové metody pritom tento polynom
miize byt funkci h® misto h. Pozadujeme tedy P(h?) = I;. Jak takovy polynom
najit? Staci si vS§imnout, ze polynom

(x—h)(x—h3) ...-(x—hi_1) (@ —his1) ... (x—h%)
je nulovy ve vSech bodech h? kromé hi. Proto polynom

(z —hi)(w —h3)-...- (@ —hg_y)(@ — hiya) .- (@ — hY)

I
R —h3) (B =R )(hE —hiL ) ... (W} —h)

nabyva hodnoty I v h? a je nulovy v ostatnich h?. Polynom, ktery hledame, je
tedy dan souctem vyse uvedenych dil¢ich polynomii pro vSechna k

X (w—h%)(w—h%)-..u(az—hi_l)(az—hi 1)(x—h?v)
P@) = 2 b e a2y (0 hE )R hEy) (R R

Extrapolovana hodnota integralu pro h = 0 je pak rovna P(0). Algoritmus
realizujici Rombergovu integraci je pro vasi inspiraci k dispozici v demonstracnim
programu romberg.pas.

Statistika nuda je?

Abychom se mohli pustit do tloh, musime si nejdfive projit nezbytnym teore-
tickym tvodem do statistické fyziky™*”.

V ramci statistické fyziky lze odvodit takzvané (Gibbsovo) kanonické rozdélent,
podle néhoz je pravdépodobnost nalezeni systému, udrzovaného na konstantni
teploté T' kontaktem s tepelnym rezervoarem, v mikrostavu o energii £ imeérna

vyrazu
exp | — E
P\7%T)

Mame-li tedy systém mnoha neinteragujicich c¢astic, z nichz kazda se miuze
nachéazet v nékterém ze stavl s energiemi Fi, Fo,..., bude stfedni pocet c¢astic
v kazdém z téchto stavi tmérny exp(—/FFE;), kde 3 je zkracené oznaceni pro 1/kT.
Tento zavér je treba ponékud poopravit, pokud jsou uvazované c¢astice principialné
nerozlisitelné (coz je naptiklad pfipad elementarnich ¢astic). Pak je pocet éastic
v mikrostavu s energii £ roven

1
exp(B(E —p)) £1°

N(E) =

47) Ve skutecnosti je toto oznaceni dosti nadsazené — zdjemctim o blizsi porozuméni do-
porucujeme nas text o statistické fyzice, ktery najdete na webu FYKOSu, seridl FYKOSu
z roku 2005/6 ¢i knihu J. Kvasnica: Statistickd fyzika.
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kde pu je tzv. Fermiho energie (nebo téz chemicky potencial) a znaménko ve jme-
novateli zavisi na tom, zda jsou uvazované ¢astice bosony (Castice s celo¢iselnym
spinem) nebo fermiony (¢astice s polo¢iselnym spinem). V prvnim p¥ipadé je tfeba
volit znaménko — , ve druhém + . Celkovy pocet castic pak je

1

N=2 B E - 21

Tento vyraz lze dale upravit v piipadé, Ze rozdily mezi energiemi kvantovanych
energetickych hladin jsou mnohem mensi nez k7', a tedy diskrétni systém energe-
tickych stavii lze povazovat za kontinuum (s hustotou 1/h® stavii na jednotkovy
objem fazového prostoru, kde h je Planckova konstanta). Sumu pak lze nahradit

integralem
N = d’z d®
h3//exp p) =10

kde s znaci pocet moznych kvantovych stavli prislusnych jedné hodnoté energie
Castice (napf. pro ¢astici se spinem 1/2 je s = 2, nebot existuji dvé mozné pro-
jekce spinu). Predpokladame-li dale, ze energie ¢astice nezavisi na poloze, ale jen
na velikosti hybnosti, prejde integrace pres prostorovou souradnici jednoduse na
nasobeni celkovym objemem V', ve kterém jsou éastice uzavieny, a element d°p
mutzeme diky sférické symetrii zapsat jako 4np? dp. Dostaneme tak

N _dms [ v
Vo / xp(B(E(p) —p) £1 %7

Pokud budeme castice povaéovat za volné, miizeme pouzit obecné platny specialné
relativisticky vztah E(p) = \/E2 + p?c?, kde Ey je klidova energie Céstice a ¢
rychlost svétla, ¢imz mskame vztah

N _ dws (7 L .

Vi P Jo exp(B(VER+pPc —p) £ 1

Podobné jako jsme pravé odvodili vztah pro celkovy pocet castic, miizeme vyna-
sobenim poctu c¢astic v kazdém stavu jeho energii a analogickymi tipravami dostat
nasledujici vzorec pro vnitini energii

E_%/“’O P’V E; + dp
Vv h3 /o exp(ﬁ\/ﬁpc2 w)+1 '

Tyto vztahy platné pro tzv. fermionovy, resp. bosonovy plyn ndm nyni pomo-
hou numericky tesit nasledujici alohu.

Horka dutina

Méjme prazdnou uzavienou dutinu o teploté 7. Ta bude v termodynamické
rovnovéze obsahovat elektromagnetické zafeni o objemové hustoté energie 407 /c,
kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Predstavme si nyni, Ze dutina je
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opravdu hodné horka, takze v ni mize dochazet ke kreaci pari elektron-pozitron.
V rovnovaze se vyrovna rychlost, s jakou pary vznikaji, a rychlost, s jakou anihiluji.
Zajimalo by nas, jakd bude rovnovazna koncentrace elektronti a pozitrond pri
néjaké dané teploté. Mohlo by se zdat, ze pro rozireseni tohoto problému nemame
dostatek blizsich informaci o procesu kreace a anihilace. Zde se vsak ukazuje
obrovska obecnost termodynamiky a jejich principi.

Ty nam fikaji, ze pti libovolné (nejen) chemické reakci je v rovnovaze soucet
chemickych potencialti p jednotlivych zucastnénych slozek vazenych prislusnymi
stechiometrickymi koeficienty (s patfiénym znaménkem podle toho, zda jde o re-
aktant ¢i produkt) nulovy. Tedy v nasem pfipadé

e++e_<—>2fy.

Vzhledem k charakteristické vlastnosti fotoni, kterou je nulovost jejich chemického
potencidlu (za kazdych podminek), pak dostavdme podminku rovnovahy

py +p—=0.

Oznacime-li si pocet elektront, resp. pozitront na jednotkovy objem jako n_,
resp. n4+, pak ziskdme pouzitim vySe odvozeného vztahu pro fermionovy plyn
(v némz polozime s = 2 a dosadime vzajemné opacné hodnoty pu)

+ oo 2
n- =155 | p ap.,
h* Jo  exp(B(V/E§ +p2c® — ) +1

ny () = o /+OO r dp
+ = — .
h? Jo  exp(B(\/E? + p2c2 4+ p)) +1

Tyto integraly nelze pocitat analyticky, ale numerické metody nam ochotné pii-
spéchaji na pomoc.

Hodnotu pu mtzeme urcit, je-li dan napi. celkovy nadboj ) vSech ¢astic v dutiné.
Ten je evidentné roven @ = e(ny(u) —n—(u)). Tak dostavdme rovnici pro u, kte-
rou numericky vyfesime, a dopocitame koncentrace elektront a pozitrona. ZvI1ast
muzeme Tesit jednodussi pripad @) = 0, kdy je zrejmé p = puy = u— = 0.

Bily trpaslik

V dalsi tloze zustaneme u fermionového (konkrétné elektronového) plynu, ten-
tokrat v priblizeni nizkych teplot, kdy je elektronovy plyn takzvané degenerovany.
Zavislost jeho tlaku na objemové koncentraci ¢astic je dana stavovou rovnici*®

P:%Eon()(%yl/?’ y2/3—|—1<2uz/3—3)—|—ln< V2/3—|—1+I/1/3)),

48) Vsimnéme si zajimavé véci — tlak degenerovaného elektronového plynu nezavisi na
teploté (pfi nizkych teplotach).
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kde v je bezrozmérna koncentrace ¢astic definovana jako v = n/ng, ptfi¢emz

8t (Eo\’

Se znalosti této zavislosti miizeme vytvorit jednoduchy model bilého trpaslika —
pozdniho stadia vyvoje méné hmotnych hvézd (mimochodem i naseho Slunce).
V rovnovaze musi tlak uvnitt hvézdy splnovat hydrostatickou rovnici VP = oK,
kde p je hustota plynu a K intenzita gravitacniho pole. V pripadé sféricky sy-
metrické hvézdy je velikost K rovna GM(r)/r?, kde M(r) je hmotnost hvézdné
hmoty uvniti koule o poloméru r. Funkce M(r) je s hustotou o(r) svazana vzta-
hem M’(r) = 4wo(r)r® (tento vztah lze odvodit jednoduchou tivahou o hmotnosti
kulové slupky o poloméru r a tloustce dr). Hvézda je tedy popsdna soustavou
nasledujicich diferencialnich rovnic

dP(r) _ _, M(r)o(r)

& SR (65)
d]\g—ir) = 4nr?o(r) (66)

pro neznamé funkce o(r), P(r) a M(r). Pfitom jsou o(r) a P(r) svazany pravé
vyse uvedenou stavovou rovnici P = f(n). Pokud na jeden elektron pfipada hmot-
nost*® m, pak plati o(r) = mn(r), tedy P(r) = f(o(r)/m). Prvni diferencialni
rovnici tak jesté miizeme prepsat do tvaru

Ly () detr) __g Mot

m m dar r2
Pfitom vézme, Ze derivace f’(n) pomérné désivého vyrazu pro tlak degenerovaného
elektronového plynu se po vSech tupravach zjednodusi na docela sympaticky tvar

/ 2/3
n) =By —2—
Fn) = Eo = —

ktery dosadime do nasi diferencialni rovnice (kde v = n/no = o(r)/mno).

Zbyvaji tedy jen dvé neznamé funkce M (r) a o(r), pro néz mame dvé ODR.
Pfitom zfejmé musi byt M (0) = 0 a o(0) si muzeme libovolné zvolit. Nic nam proto
nebrani zacit fesit numericky (po pfipadném vhodném zavedeni bezrozmérnych
veli¢in).

49) Pozor! Nejde jednoduse o hmotnost elektronu. P¥i uréitém rozlozeni elektroni ve
hvézdé se v dusledku ptsobeni elektrickych sil stejnym zptisobem rozlozi i atomova jadra.
Miuzeme si tedy predstavit, ze kazdy elektron v primeéru doprovazi cast atomového jadra.
Je-li tedy naptiklad hvézda tvorena héliem, je m rovno poloviné hmotnosti atomu hélia.
I kdyz musime do nasich ivah zahrnout hmotnost jader, jejich prispévek k celkovému
tlaku muzeme zanedbat, nebot naptiklad héliova jadra tvori bosonovy plyn, jehoz tlak
pfi nizkych teplotach (na rozdil od tlaku plynu fermionového) klesa k nule.
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Na zavér snad jesté uspokojime zvédavost cCtenafe, kterého jisté napadla
otazka, jak miizeme model elektronového plynu pro nizké teploty aplikovat na
hvézdu. Nizké teploty, pro které plati model degenerovaného plynu, jsou nizké
vzhledem k p, tj. KT < p. Tato nerovnost je vSak pro elektrony a jejich typic-
kou hustotu uvnitt bilého trpaslika dobfe splnéna i pti teplotach, které bychom
normalné za nizké rozhodné nepovazovali.

Uloha V.S ... horka dutina a bily trpaslik

a) Urcete zavislost koncentrace elektroni a pozitronid na teploté pti celkovém na-
boji @ = 0 v prazdné uzaviené horké dutiné. (Bude-li se vam chtit, i pfi jinych
vami zvolenych hodnotéach Q). Dale urcete zavislost poméru vnitini energie Ue
elektrontd a pozitroni ku celkové vnitini energii systému U (tj. souc¢tu energie
elektromagnetického zafeni a ¢astic) na teploté a hodnoty teploty odpovida-
jici nékterym vyznaénym hodnotdm tohoto poméru (napt. 3/4, 1/2, 1/4,...;
muze tento pomér nabyvat vSech téchto hodnot?).

Pokuste se své vysledky pékné graficky zpracovat ve formé grafi (muzete
zkusit i trojrozmérné).

Pii vasem snazeni vam miize hodné pomoci, pokud si zavedete vhodné
bezrozmérné jednotky (napt. SEp misto 5 apod.).

b) Reste soustavu diferencidlnich rovnic (65), (66) pro M (r) a o(r) v modelu bi-
lého trpaslika pro nékolik vhodné zvolenych hodnot ¢(0) a pro kazdou z nich
sledujte hodnotu, ke které se blizi M (r) pfi r — oco. Ta je zfejmé rovna hmot-
nosti celé hvézdy. Pokuste se prozkoumat zavislost této celkové hmotnosti na
0(0) a odhadnout jeji horni mez. Srovnejte vas vysledek s horni mezi hmotnosti
bilého trpaslika, kterou najdete v literature nebo na internetu. Uvazujte, ze je
hvézda tvorena héliem.

(feSent str. 167)

Kapitola 6: To nejlepsi na konec

Raytracing

Jisté jste ne€kdy slyseli o efektu tzv. gravitacni ¢ocky, tj. odchylovani svételnych
paprski v okoli velmi hmotnych téles. Lze ocekavat, ze tento fyzikalni jev bude
mit napiiklad v blizkosti ¢erné diry®® za nasledek spektakularni vizualni efekty
— svétlo muze obéhnout kolem diry (i vicekrat) a vratit se k pozorovateli — ten pak
uvidi obraz sebe sama. Efektni obrazky typu, jak to vypadd pobliz cerné diry, se
daji vytvorit uzitim metody zvané raytracing (sledovani paprsku), jejiz zakladni
princip zde popiseme.

Nejdrive si ujasnéme, jakym zpusobem se vytvari napriklad na obrazovce po-
¢itace dvourozmérny obraz trojrozmérné situace. Mezi pozorovatelem a pozoro-
vanym objektem se umisti myslena rovina p. Sledujeme-li pak paprsek smétujici

50) Cern4 dira je extrémné masivni objekt, ktery ve svém gravita¢nim poli mize uvéznit
i svétlo.
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z ur¢itého bodu objektu do oka (kamery, fotoaparatu atd.) pozorovatele, zazname-
name prusecik tohoto paprsku s rovinou g (viz obrazek 54) a toto provedeme pro
viechny®! body objektu, pak takto vznikly obraz ve dvourozmérné roviné je z hle-
diska pozorovatele ekvivalentni s ptivodni trojrozmérnou scénou. Samoziejmeé je
prirozené zobrazovat pouze ty body, jejichz obraz padne do urcité omezené oblasti
roviny o, kterd odpovida zornému poli lidského oka.

3D objekt
S ~
/ ) \\
// éern\é/dira ©
~

3D objekt

/
@m obraz” /72D pbraz__ 4~

~ =~
_ \ -
/ — ~

/
// _ ~ // _ =
pozorovatel pozorovatel
0 0

Obr. 54. Princip raytracingu. Vlevo jednoducha situace s rovnomérnym sifenim

vvvvvv

V principu mizeme pti vykreslovani trojrozmérné scény na pocitaci metodou
raytracingu postupovat dvéma zpusoby. Bud prochézime vSechny body zobrazo-
vaného objektu a pro kazdy zkonstruujeme a vykreslime prislusny bod v roviné p,
nebo prochézime vsechny body (pixely) roviny o, pro kazdy zjistime, zda odpo-
vidajici paprsek protne zobrazovany objekt, a podle toho jej vykreslime, resp.
nevykreslime.

Nevyhodou prvniho pristupu je, ze ne vzdy miizeme jednoduse urcit drahu
svételného paprsku, ktery prochazi dvéma danymi body. Jednou z takovych si-
tuaci je pravé vySetfovani zminéného odchylovéani svétla v gravita¢nim poli (viz
obrazek 54 vpravo).

V tomto ohledu je vyhodné€jsi druhy ptistup — je ddn bod, kterym ma paprsek
prochazet (oko pozorovatele), a smér paprsku v tomto bodé (ten je urcen pruseci-
kem s rovinou p — pritom predpokladame primy chod paprsku mezi okem a touto
rovinou). Jelikoz je draha paprsku vétsinou dana néjakou diferencidlni rovnici,
ocitame se zde na znamé pudeé. Je tieba fesit ODR s danymi pocatecnimi pod-
minkami. Nevyhodou tohoto pristupu ovSem je, Ze musime umét najit prisecik
znamého paprsku s pozorovanym objektem. To vSak mize byt zejména v pripadé
komplikovanych tvart velmi obtizné.

51) V praxi samoziejmé vybereme jen konecné mnoho bodt objektu, které pak zobra-
zime. Je-li objektem naptiklad krivka, pokryjeme ji rozumnym mnozstvim pokud mozno
rovnomérné rozmisténych bodl a ty nakonec opét pospojujeme.
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Prvni pristup mtizeme pouzit napriklad tehdy, kdyz se paprsky $iri primocare.
A¢ to muze na prvni pohled vypadat jako pomérné nudny pripad, pokusime se
vas presvédcit o opaku. Uvazujme néjakou statickou trojrozmérnou scénu a pred-
stavme si, ze skrz ni prolétame velmi vysokou (tj. relativistickou) rychlosti. Co
uvidime? Zajima nas vzhled scény, jak ji vidi pohybujici se pozorovatel v néjakém
pevné daném bodé P své drahy.

Bodem P v kazdém okamziku (bez ohledu na to, zda tam pozorovatel je, nebo
neni) prochézeji paprsky ze vSech odtud viditelnych bodd scény. Tyto paprsky
jsou primé, a nedéld nam tedy problém urcit smér jejich Sifeni. Takto ovsem
zjistime smér Sifeni paprsku vzhledem ke statické scéné. Abychom zjistili jeho
smér vzhledem k pozorovateli (a ndsledné provedli zndAmou proceduru s rovinou p),
staci provést Lorentzovu transformaci, ktera ve specialni teorii relativity popisuje
vztah mezi dvéma vici sobé se pohybujicimi inercialnimi vztaznymi systémy.

Obr. 55. Ukéazkova trojrozmérna scéna

Jsou-li ng, ny a n. souradnice jednotkového vektoru ve sméru sifeni paprsku
a f jeho frekvence, pak ¢tverice ¢isel (f,ngf,nyf,n.f) predstavuje tzv. vinovy
¢tytvektor. Je-li soutadna soustava zvolena tak, Ze pohyb pozorovatele se déje
rychlosti v ve sméru osy z (takovou volbu muzeme provést bez jmy na obecnosti),
pak vinovy ctyivektor transformovany do vztazné soustavy spojené s pozorovate-
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lem je
(f/7f/n;)fln;;7f/n;) = (f(l - ﬁnz)')/,fngc,fny,f(nz - 6)'-}/) ’

kde 3 je zkracené oznaceni pro vyraz v/c a y pro 1/(y/1 — (3?).
Odtud snadno vypocitame transformované slozky n’,, n, a n,, smérového vek-

dokazeme urcit prusecik takto definovaného paprsku s rovinou g a tim je kon-
strukce obrazu vidéného pozorovatelem dokoncena.

Nase teoretické povidani ukonc¢ime ukazkou nékolika obrazkt ziskanych prave
popsanou metodou®?. Pro demonstraci jsme pouzili scénu znazornénou na ob-
razku 55. Pozorovatel je v okamziku zachyceni obrazku v pocatku, diva se v ,,po-
délném sméru“, ktery je také smérem jeho rychlosti. Obraz, ktery vidi pri nulové
rychlosti, ukazuje obrazek 56.

v/c = 0,00

Obr. 56. Scéna z obrazku 55, jak
ji vidi nehybny pozorovatel

Obrazy, které nas pozorovatel vidi pti pohybu relativistickymi rychlostmi, jsou
pro nékolik hodnot v (kladnych pfi pohybu ve sméru pohledu) zndzornény na
obrazku 57.

v/c = -0,50 v/c = 0,50 v/c=0,95

0 || kw(| (0

v/c =-0,90

Obr. 57. Scéna z obrazku 55 z pohledu relativistického pozorovatele pfi riznych
rychlostech

52) Na FYKOSich strankach je umisténo i nékolik kratkych animovanych sekvenci.
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Chaos

Neékteré pomeérné jednoduché mechanické systémy se chovaji
az prekvapivé komplikovanym zptisobem. Typickym prikladem
je prosluly problém tii téles plisobicich na sebe gravitacni silou,
ktery pres svou zdanlivou jednoduchost neni analyticky resi-
telny. Dalsim systémem z podobného soudku je takzvané dvoj-
kyvadlo. Jde o dvé kyvadla, z nichz jedno je upevnéné na konec
druhého (viz obrazek 58). Tento systém, jakoz i Siroka skéla
jinych (kulicka v pinballu, turbulentné proudici kapalina atd.)
se vyznacuje tzv. chaotickym chovanim. Chovani takovych sys-
tému je extrémné citlivé na nastaveni pocatecnich podminek.

[lustrujme to na jiz zminéném dvojkyvadle. Na obrazku 59

jsou znazornény polohy dvou dvoukyvadel v nékolika rtznych Obr. 58.
casech po vypusténi z klidu v ¢ase t = 0s. Pocatec¢ni thly nato- Schéma
¢eni jejich ramen se lisi o pouhou desetitisicinu thlového stupné. dvojkyvadla
Tento rozdil je natolik maly, Ze se na pohybu obou kyvadel prak- a oznaceni
ticky neprojevi az do c¢asu cca t = 10s. Potom se ovSem rozdily jeho

v jejich pohybech dramaticky zvétsuji a pro dostatecné velké parametri

Casy jiz z okamzitého pozorovani nemtiizeme na prvni pohled
(tj. bez zpétné integrace pohybovych rovnic) usoudit, ze obé kyvadla zacinala
sviij pohyb v témeér identickém pocatecnim stavu.

Ukazuje se, ze pro chaotické systémy se typicky rozdil A v jejich vyvoji zpi-
sobeny ponékud odlisSnymi pocatecnimi podminkami s casem zvétsuje priblizné
exponencialné. Tedy napriklad rozdil v natoceni ramen dvou dvojkyvadel by mél
alespori pro malé ¢asy rist Gmérné e’ (pro velké ¢asy samoziejmé brani dalsimu
ristu omezeni thlt na interval (0,27)), kde A je tzv. Lyapunoviv exponent. Ten
je dulezitou charakteristikou kazdého chaotického systému. Pro rizné nastaveni
pocatecnich podminek obou sledovanych systémii mohou vyjit rtizné hodnoty Lya-
punovova exponentu, obvykle nas vSak zajiméa ta nejvyssi, protoze nam dava horni
odhad , predvidatelnosti“ systému.

Pohybové rovnice pro dvojité kyvadlo jsou

%1.91 — /M‘92 COS (191 + 192) + ,Uﬂ(/lg sin (191 + ’(92) + w2 sin; = 0,
1.92 — %1.91 COS (191 + 192) + %19% sin (191 + 192) +w2 sin ¥y = 0,
kde = my/(m1 +m2), x=11/lz a w® = g/ls.

Pokud byste si chtéli dvojkyvadlo blize osahat hravou formou, viele doporu-
c¢ujeme webovou stranku http://www.myphysicslab.com/.
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t=0.0 |

t=4.0

t=8.0

t=12.0 |

t=16.0

t=20.0

t=24.0

t=28.0

: V<

Obr.59. Casovy vyvoj dvou dvojkyvadel s mirné odlisnymi poc¢atec¢nimi
podminkami

Dalsim chaotickym systémem, kterym se miizeme zabyvat, je hmotny bod
v dvourozmeérném prostoru s periodickym potencidlem daném napriklad vztahem

V(z,y) = —sin’ z sin® y.

Pribeéh takového potencialu je znazornén v grafu na obrazku 60.

Pokud je celkova energie hmotného bodu jen o malo vétsi nez nula, bude se
vzdy pomérné dlouho pohybovat v jedné z ,bunék“, casem ovSem preskoci do
nékteré sousedni, pricemz je velmi obtizné predvidatelné do které. Cely proces je
tedy extrémné citlivy na pocatecni podminky.

Obr. 60. Graf periodického potencidlu V(x,y)

Obrazek 61 ukazuje trajektorie dvou hmotnych bodu pohybujicich se v po-
tencialu V, jejichz pocatecni rychlosti se 1isi na misté devaté platné cislice. Opét
vidime, ze i zdanlivé zanedbatelny rozdil se casem vyznamné projevi.
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Obr.61. Pohyb dvou hmotnych bod® s mirné odlisSnymi pocatecnimi
podminkami v potencidlu V (z,y)

Uloha VI.S ... na prani
Vyberte si jeden z nasledujicich problémt a numericky jej vyteste.

a) Pokud vés povzbudil pohled na obrézky z raytracingu a chtéli byste si néco
podobného vyzkouset také, milizete se pokusit o vytvoreni vlastniho programu
na vizualizaci vzhledu objekti z hlediska relativistického pozorovatele. Klidné
se zkuste poprat i se zminénou cernou dirou. K tomu je vSak vhodnéjsi vyuzit
druhy popsany pristup a sledovat paprsek pozpatku od oka pozorovatele az
k jeho pruseciku se sledovanym objektem. Prozradime, Ze svételny paprsek se
v okoli sféricky symetrického objektu o hmotnosti®® M v polarnich soutfad-
nicich r a ¢ (pohyb kazdého paprsku je rovinny, staci tedy dvé soutradnice)
pohybuje podle diferencidlni rovnice

&1 1, 3M

7r - s
b) Vyberte si néjaky chaoticky systém a provedte pro néj dostateény pocet nu-
merickych simulaci, abyste z nich mohli statisticky vyhodnotit, zda skutecné
plati zminénd exponencidlni zavislost A na case. Pokud ano, provedte odhad
hodnoty maximalniho Lyapunovova exponentu. Podle uvazeni muzete sledovat

i jiné aspekty chovani chaotickych systému.
(fesent str. 177)

53) Uzivame zde tzv. geometrizované jednotky, v nichZ ma hmotnost rozmér vzdalenosti
a Schwarzschildiv polomér (polomér sféry, z niz neni navratu) je roven 2M. Pro pfevod
do klasického znaceni sta¢i véude namisto M pséat vyraz GM/c?.
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Reseni uloh ze seridlu

Uloha I.S ... gravitace

Uvazujte dvé stejné tézké hvezdy, které kolem sebe obihaji po kruznici. Po ose této
kruznice se k nim zac¢ne nahle priblizovat hvézda tieti, ktera ma na zacatku stejnou
rychlost, jakou se pohybuji hvézdy obihajici, a rovnéz sdili i jejich hmotnost.
Pocitacové nasimulujte, co se bude dit.

Na prvni pohled se miize zdat, Ze neni-li konkrétné zadana hmotnost hvézd M
ani polomér R trajektorie obihajici dvojice, pak nejsme schopni o jejich pohybu
nic kloudného rict. Nastésti je vSak opak pravdou. Zménou hmotnosti se nezméni
charakter pohybu, ale pouze skala jeho charakteristickych rozméru a casu (jako
bychom napi. zvétsili, resp. zmensili obraz a pustili zdznam zpomalené, resp.
zrychlené). Pokud si zavedeme bezrozmérny ¢as T a prostorové priuvodice g, na-
sledujicim zpusobem

R3
t=r L r, = Rp, ,

ziskaji pohybové rovnice zvlasté jednoduchy tvar

d2Qi 8 e, —0;
dr? j=1,7#i |Qj —0;? ,

v némz uz nefiguruje M ani R.
Domluvime-li se, ze obihajici hvézdy se budou na pocatku pohybovat v ro-
viné zy okolo pocatku, pak pocateéni podminky budou®*

d291

91:(_17()’0)7 dr2 :(0,—%,0),
d*e
0, = (1)070)7 d7'22 - (O, %,O),
d’g
93:(0707_00)7 ?23:(0707%>

Tyto rovnice uz miizeme jednoduse fesit, mame-li k dispozici slusny program
pro modelovani gravitacni interakce téles. Staci polozit hodnotu gravita¢ni kon-
stanty a hmotnosti vSech tii hvézd za jednotkové, nastavit prislusné pocatecni
polohy a rychlosti a spustit simulaci.

54) Symbol oo zde pouze reprezentuje ,hodné velké” Cislo.
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Pascalovsky program gravitace.pas, ktery prislusny vypocet provadi pomoci
Runge-Kuttovy metody 4. fadu, si miizete stahnout z webu FYKOSu. Jde o jed-
noduchy ,simulator gravitace”, do kterého mtizeme snadno ,nasazet“ libovolny
(rozumny) pocet téles a pak naptiklad pomoci gnuplotu kreslit jejich trajektorie.

,Vnéjsi“ hvézdu jsme pii simulaci na zacatku umistili na osu z do vzdale-
nosti 1000 (bezrozmérnych jednotek) od pocatku. Tato vzdalenost je vzhledem
k rozméram soustavy obihajicich hvézd velmi velka, a tak mtzeme priblizné rict,
ze vnéjsi hvézda priletéla ,,z nekonecna®.

Velikost kroku pfi feSeni pohybovych rovnic jsme nastavili na 0,02 (bezroz-
meérné jednotky éasu). Tento krok je snad dostateéné maly — za takovou dobu
opisi obihajici hvézdy ve své rotaci tthel priblizné 0,01 radianu. O chybé, ktera
bude zvolené hodnoté kroku odpovidat, se vsak mtizeme pouze dohadovat. Urcitou
kontrolu bychom nad ni méli, pokud bychom uzili nékterou z metod s proménnou
délkou kroku. Pro tentokrat tedy jednoduse predpokladejme, ze krok je skutecné
dost maly.

P1i simulaci jsme provedli 200000 vypocetnich krokd. To pfi zvolené délce
kroku dava celkovy casovy tsek 4000 jednotek, ktera pohodlné obsahne dobu po-
trebnou pro priblizeni vnéjsi hvézdy i jeji op€tovné vzdaleni do ,velké“ vzdalenosti.

Jesté nez ukazeme, jak zkoumany pohyb vsech tii hvézd podle naseho vypoctu
vypada, by bylo dobré rict, které idaje z vypoctenych dat vlastné potiebujeme.
Rozhodné totiz nemusime zpracovavat vsSech osmnact soutradnic poloh a rych-
losti. Diky pocatecni osové symetrii situace se souradnice poloh a rychlosti obou
obihajicich hvézd navzajem lisi maximalné znaménkem (z-ové souradnice polohy
a rychlosti jsou si dokonce rovny). Navic se vnéjsi hvézda ziejmé bude pohybo-
vat pouze na ose z (opét diky symetrii). A dale diky zakonu zachovani hybnosti
vzdy muzeme urcit z-ové souradnice polohy a rychlosti obihajicich hvézd, zname-li
z-ovou souradnici polohy a rychlosti vnéjsi hvézdy. Pro specifikaci stavu soustavy
tedy staci pouze Sest udaju’’.

Zavislosti z-ovych a y-ovych souradnic poloh a rychlosti obihajicich hvézd
na ¢ase pro nas nejsou prili§ zajimavé (a zvidavy ¢tenar si jejich grafy jisté do-
kéze vykreslit sim). Ukazeme tedy pouze grafy zavislosti z-ovych soufadnic poloh
a rychlosti na case a tvar primétu trajektorie obihajicich hvézd do rovin zy a xz.

Na zavér jesté urcime, jakou rychlosti se bude pohybovat vnéjsi hvézda po
opé€tovném vzdaleni ,,do nekone¢na“. Mohli bychom to ud€lat napriklad tak, ze
bychom jednoduse odecetli posledni vypoc¢tenou hodnotu z-ové souradnice jeji
rychlosti. Lepsi by ovSsem bylo vzit v ivahu i fakt, Ze se rychlost bude i dale ménit
(tfebazZe jen mélo), a pokusit se extrapolovat jeji hodnotu v nekoneénu.

Vsimneme-li si v grafu rychlosti, ze jeji zavislost ke konci sledovaného c¢aso-
vého tseku vypada témér jako linearni lomend funkce, miizeme se pokusit cast
vypoc¢tenych dat touto funkci fitovat (tj. najit takovou linearni lomenou funkci,
ktera data co nejlépe aproximuje) a z jejich parametri odhadnout rychlost hvézdy

55) Ve skutecnosti ¢tyfi, protoze jsme zapomnéli na zakony zachovani momentu hyb-
nosti a energie. Jimi vyjadfené vztahy mezi soufadnicemi poloh a rychlosti jsou vsak jiz
ponékud krkolomné, a tak se spokojime s Sesti parametry.
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,v nekonec¢nu“. Tuto praci za nas miize velmi rychle provést napriklad program

gnuplot.
Oy 0>
87 60 T < B
50 1 <Z,
41 =
40 1 <
30 1 <Z
07 E
ST 20 1 5
/ /
/ / <
A4 101 ,
/ /// el
// /// 0 "//
-8y N
\’/// _10 1 \\\\\\\ :‘
8 -4 0 4 8 0 -8 -4 0 ; > 0
Obr. 62. Prameéty trajektorii obihajicich hvézd do rovin xy a xz
0z v,
600+ T obihajici hvézdy o1 |
-——-— vnéjsi hvézda |
400 t 1,51 i
|
200 t 1 i
E
0 - .
// \\\\\\\ 0,5 t——=--—————- ! -
—200 + / TS~ \
/ - 0 I
/ ——————————
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—800 + // 14
/
/
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Obr. 63. z-ové souradnice poloh a rychlosti v zavislosti na case

Ukazuje se, ze cCasovy vyvoj rychlosti skutecné velmi dobfe aproximuje
linedrni lomena funkce, hodnota rychlosti se limitné blizi (podle vypoctu

gnuplotu) —0,1069.
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Vnéjsi hvézda se tedy po interakci s obéma dalsimi ,,odrazi“ rychlosti ptriblizné
pétinovou oproti pocatecni. Pouzitim zadkona zachovani hybnosti si snadno odvo-
dime, ze obihajici hvézdy se budou pohybovat ve sméru osy z rychlosti rovnou asi
trfem pétinam vychozi rychlosti vnéjsi hvézdy.

Pokud se zamétrime na kinetickou energii odpovidajici pouze pohybu ziicastné-
nych téles v z-ovém smeéru, zjistime, ze se ji pri interakci hvézd priblizné ¢tvrtina
,hékam ztratila“. Jist€é uhodneme kam — do potencialni energie soustavy obiha-
jicich hvézd a do kinetické energie jejich pohybu v roviné xy (coZ lze ostatné
pozorovat i na primeétu trajektorii do této roviny — jejich tvar se zmeénil z kruho-
vého na elipticky, coz je nutné proviazeno zménou energie obéhu). V jistém smyslu
jde tedy o nepruzny raz. Povazujeme-li obé€ obihajici hvézdy za jediné téleso, pak
jejich potencialni energie a kinetickd energie pohybu v roviné xy reprezentuje
vnitini energii tohoto télesa.

0=
60 1

obihajici hvézdy

-——- vnéjsi hvézda

40 1

20 1

0--

—20 4

—40 4

—060 +

—80 +

1800 1900 2000 2100 2200
Obr. 64. z-ové souradnice polohy v zavislosti na case — detail
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Uloha II.S ... porcovani divokych rovin

Skladovani uranu

Palciva otazka jaderné energetiky je skladovani vyhorelého radioaktivniho pa-
liva. Vétsinou se skladuje ve valcovych c¢lancich ponorenych ve vodni lazni, ktera
drzi jejich povrch na konstantni teploté asi 20 °C. Na vas je nyni zjistit, jaké
bude rozlozeni teploty v ¢lancich tvaru kvadru se ¢tvercovou podstavou o hrané
délky 20 cm. Clanek bude pomérné vysoky, a proto nds zajima rozloZeni teplot
v pricném fezu. Uran bude zaujimat koncentricky kvadr se ¢tvercovou podstavou
o hrané 5 cm. Ze zkusenosti s valcovymi kapslemi vime, ze bude mit konstantni
teplotu okolo 200 °C.

Zahrivajici se drat

Mame velmi dlouhy drat kruhového priirezu o poloméru r z materialu o tepelné
vodivosti A a mérné elektrické vodivosti o. Prilozime na né€j konstantni elektrické
napéti. Necht je intenzita elektrického pole (tj. napétovy spad) uvnitt dratu kon-
stantni, rovnobézna s jeho osou a jeji velikost budiz E. Pak dratem bude prochazet
proud o plosné hustoté 7 = oF a bude se vytvaret jouleovské teplo s objemovym
vykonem p = o EZ.

Protoze material dratu ma nenulovou tepelnou vodivost, vytvori se v ném
jisté rovnovazné rozlozeni teploty, které — jak vime — splnuje Poissonovu rovnici
AV?T = —p. Piedpokladéme, Ze okraj dratu udrzujeme na dané teploté Ty. Tim
mame danu okrajovou podminku potrebnou k vyreseni rovnice. Vzhledem k sy-
metrii problému se miizeme omezit na jeji feSeni pouze ve dvou rozmérech — na
prufezu vodice (teplota jisté nebude zaviset na posunuti podél osy vodice). Nyni
by jiz bylo jednoduché problém vyresit popsanymi metodami.

My si vsak situaci malicko zkomplikujeme a budeme piedpokladat (zcela
opravnéné), ze mérna elektricka vodivost o zavisi na teploté. Budeme tedy mit
rovnici typu VT = f(T).

Pokuste se tuto rovnici numericky vyfresit pro néjakou danou zavislost vodi-
vosti na teploté (muzete si ji najit v literature, na internetu nebo si klidné néjakou
vymyslet) a najit tak rozlozeni teploty na prirezu dratu. MizZete se pokusit ménit
intenzitu elektrického pole E a nakreslit voltampérovou charakteristiku dratu, vy-
zkouset vice druht zavislosti o (T ) (tfeba pro polovodic, jehoz vodivost s rostouci
teplotou na rozdil od obycejného kovu roste) atd.

Kapacita krychle

Vypocitejte kapacitu dokonale vodivé krychle o strané délky 2a. Pokud se bu-
dete nudit, mizete zkusit kvadr (a tfeba zavislost kapacity na délkach jednotlivych
stran), pfipadné jiné geometrické objekty.

Napoveda. Kapacita je pomér naboje na krychli rozmisténého ku potencialu
povrchu krychle (za piedpokladu, Ze potencial v nekone¢nu je nulovy). Problém
tedy Ize resit tak, ze si zvolime libovolné potencial krychle, vyiresime Laplaceovu
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rovnici V?¢ = 0 vné krychle a vypocitame celkovy naboj na krychli uzitim Gaus-
sova zakona (tj. urc¢enim intenzity elektrického pole derivovanim potencialu a vy-
poctem jeho toku vhodné zvolenou plochou obklopujici krychli).

Skladovani uranu
Rovnovazné rozlozeni teploty 1" ur¢ime vyreSenim statické rovnice vedeni tepla
bez objemovych tepelnych zdroji, tedy Laplaceovy rovnice

V3T =0.

S tou se vypofadame pomoci jednoduché itera¢ni metody®®. Pro jednoduchost
jsme i tentokrat k reseni pouzili programovani v Pascalu si nechdame na zbylé dvé
ulohy.

Prostym zkonstruovanim vhodné tabulky jsme tak témér bez prace ziskali graf,
ktery je zobrazen na obrazku 65.

200

180
160
140

120
T 100
80
60
40
20

Obr. 65. Rozlozeni teploty v ¢lanku
Zahrivajici se drat

Rovnovéazné rozlozeni teploty v materialu o tepelné vodivosti®” A se opét Fidi

rovnici vedeni tepla, tentokrat vsak vcetné ¢lenu predstavujiciho objemové tepelné
zdroje

AVAT = —p,
kde p znaci objemovou hustotu tepelného vykonu. V nasem pripadé miizeme vy-

uzit translacni symetrie problému podél osy dratu z, a staci tedy resit prislusny
dvourozmérny problém v roviné xy (teplota vibec nebude zéviset na z).

56) Viz excelovsky ,program® uran.xls na naSich webovych strnkach.
57) Budeme pro jednoduchost predpokladat, Zze tepelna vodivost se neméni s teplotou.
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Pokud je napétovy spad v dratu roven F, je proudova hustota v kazdém jeho
bodé rovna oF, pricemz konstanta imérnosti o je mérna elektrickd vodivost ma-
teridlu dratu. Pro hustotu tepelného vykonu tedy plati vztah

pzaEQ.

Dosazenim tak dostavame PDR, kterou musime resit,

2
vir— & o(T).
A

Okrajova podminka je dana udrzovanim teploty povrchu dratu na dané kon-
stantni teploté Ty, tedy musi platit 7' = Tp na okraji priirezu dratu.

Uloha se kromé transla¢ni symetrie vyznacuje také rota¢ni symetrii kolem osy
dratu. Toho bychom mohli vyuzit a hledat T jako funkci pouze vzdalenosti od
osy. Neudélame to ze dvou dtivodti. Jednak si chceme procvicit feseni PDR a také
by se nam pri prechodu k axidlnim souradnicim objevil misto laplacidnu vyraz
T"(R) + T'(R)/R, ktery by ptsobil potize pfi malych hodnotach R (které se
vyskytuje ve jmenovateli).

Vytvorime si tedy pole uzlovych bodt pokryvajicich cely kruhovy priarez dratu.
Rozmistime je pro jednoduchost do pravouhlé sité. Souradnice jednotlivych bodi
budou [iR/N,jR/N],kde N € N, i,j € Z ai>+j*> < N?. Teplotu v uzlovém bodé
o soufadnicich [¢R/N,jR/N| ozna¢me Tj;.

Laplacian teploty diskretizujeme obvyklym zpisobem jako

Tiv1,;+ 11, + T 41+ Tij—1 — 4155

2
VT ~ e ;

pfi¢emz pro i 4+ j2 > N pokladame T;; = To kvili okrajovym podminkam.
Mozna vas napada, ze jsme okrajové pod-

minky ponékud odbyli, protoze jsme vlastné — T,
kruhovy okraj oblasti nahradili ,néc¢im kostr-

batym“. To je samoziejmé pravda. Pokud vas hy
dosazend troven presnosti neuspokojuje, mizete Ti*lﬂ',\ h ] T
do svého programu implementovat algoritmus, i Tijv ho
ktery bude v okrajovych bodech sité (tj. v téch, I

které maji méné nez Ctyii sousedy) zohlednovat

fakt, ze vzdalenost jednotlivych uzlovych bodu & o

od okraje neni vzdy rovna h (viz obrazek 66). Tij—1 T
Je ovSem treba si trochu pohrat s diskrét-

nimi aproximacemi prislusnych druhych derivaci Obr. 66. Odlisné kroky mezi

a odvodit spravny vyraz pro laplacian, coz zde  uzlovymi body na okraji sité
nebudeme provadét. Pro inspiraci vSsak mizete
nahlédnout do hotového demonstra¢niho programu®®.

58) Soubor drat.pas na nasem webu.
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Jestlize uvazujeme linearni zavislost mérného odporu na teploté, tedy pro vo-
divost plati

00
T) =
D) = am =1y
bude mit iteracni vztah tvar
1 h’E?o0q
Tii == |Tior1; +Ti-1: +T; T; i )
7 4 ( +1,5 + 1,7 + ,J+1 + ,J—1 + )\(1 + Oé(Tij — T())))

V demonstracnim programu jsme polozili N = 20 a pocitali jsme s konstan-
tami oo, A a a pro méd. Pro srovnéni jsme do grafu vynesli teplotni rozlozeni
v zéavislosti na vzdalenosti od osy dratu vypoéitané pro E = 1000V-m~' a R =
= 1 mm spolecné s tymz rozlozenim bez zohlednéni zavislosti vodivosti na teploté
(tedy vlastné pro o = 0).

V grafu na obrazku 67 je na prvni pohled vidét, ze zavislost vodivosti na teploté
se skute¢né pfi vyssich proudech nezanedbatelné projevuje (lépe by mozna bylo
mluvit o extrémné vysokych proudech — pii pohledu na parametry vypoctu je vam
nejspis jasné, ze vlastné zkratujeme napéti 1000 V dratem dlouhym jeden metr).

T [K]
700 T —— o zavisina T
-~ -—-0 nezavisina T

600 Tt

500 T

400 1

300

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 R [mm]

Obr. 67. Zavislost teploty na vzdalenosti od osy dratu se zapocitanim zavislosti
vodivosti na teploté a bez néj

Dale jsme do grafu na obrazku 68 vykreslili voltampérovou charakteristiku
meédéného dratu (opét pro R = 1 mm), kterd ovSem neni kvili zavislosti vodivosti
na teploté linearni.

Neni snad vsak treba zdiraznovat, Zze vypoctena nelinearita se v praxi pri
,2rozumnych® proudech neprojevi.

Také je dobré si uvédomit, ze jestlize se podle naseho vypoctu pri pripojeni
napéti 1000 V na metr dlouhy médény drat o priarezu 1 mm teplota uvniti dratu

155



FYKOS, XXI. rocnik

zvysi o cca 250 °C, v zadném pripadé to neznamend, ze tomu tak bude i v realné
situaci. Pfedné jsme predpokladali, ze se povrch dratu udrzuje na teploté okoli.
To ovSsem pri tak vysokém tepelném vykonu, s jakym bychom méli v uvedené
situaci co do ¢inéni, urcité nelze provést bez vydatné pomoci néjakého chladiciho
zarizeni. Odvadéni tepla z dratu v praxi také dosti ztézuje izolace, kvili niz také
nesmi teplota povrchu ptilis stoupnout.

1[A]

1200 1

900 1

600 Tt

300 1

0 200 400 600 800 1000
E [V-m™?

Obr. 68. Voltampérova charakteristika Cu dratu o poloméru 1 mm

Kapacita krychle

Urceni kapacity krychle neni v principu pfili§ obtizny problém. Staci pouze
vytesit Laplaceovu rovnici

Vip =0

pro potencial ¢ s prislusnymi okrajovymi podminkami, vypoc¢tenim toku intenzity
elektrického pole uréit naboj a dopocitat kapacitu z defini¢niho vztahu C = Q/U
(viz nédvod v zadani tlohy).

Na potize vsak narazime, jakmile se dostaneme k psani vlastniho algoritmu.
Jelikoz jde o t¥irozmérnou ulohu, roste pocet uzlovych bodu jako N3, kde N je
pocet boda v jednom sméru. Pokud tedy zjemnime déleni sité desetkrat, zvysi se
pamétova naroc¢nost algoritmu tisickrat stejné jako pocet kroku potiebny k dosa-
Zeni ur¢ité dané presnosti (pro jednoduchou relaxacéni metodu popsanou napt. ve
studijnim textu je potfebny pocet iteraci pfiblizné imérny poc¢tu uzlovych bodu).
Protoze vsak kazdy krok vyzaduje zpracovani hodnot potencialu v kazdém z uz-
lovych bodt, zvysi se pocet elementarnich operaci dokonce milionkrat.
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Ziejmé bychom si tedy s jednoduchou relaxa¢ni metodou mohli troufnout jen
na N v fadu nékolika (mélo) desitek. Musime se proto uchylit k nékolika uzite¢nym
trikim a trochu upravit pouzitou metodu.

Na zacatek vsak trochu teorie. Je znamo, Ze potencial konecného nabitého
télesa se da& zapsat ve sférickych souradnicich r, ¥, ¢ pomoci tzv. kulovych funkci
Yim(9,p), kdel € Noam e {-l,—-1+1,...,1—1,1}, jako

1 & 1 L
(,0(7’, 197 ()0) = Ameo l;() rl+1 m;_l QZmYlm(ﬁa SD) ’

kde ¢im,, jsou vhodné komplexni konstanty. Pritom qoo je rovno celkovému na-
boji zdroje @, koeficienty qi., souviseji s jeho tzv. dipélovym momentem, qom,
s kvadrupdélovymi momenty, g3, s oktupdlovymi atd.

Vzhledem k symetrii krychle jsou prvni nenulové koeficienty qi,, po qoo az ty
odpovidajici oktupolovému momentu. Jejich prispévek ovSsem s rostoucim r klesa
jako r™*, dalsi ¢leny pak jesté rychleji. Mtzeme tedy odhadnout, ze ve vzdalenosti
ka od stfedu krychle o strané 2a je piispévek vyssich momentt asi k*-krat mensi
nez ¢len Q/4meor.

Jestlize tedy oblast, v niz budeme tesit Laplaceovu rovnici, omezime zvnéjsku
kulovou plochou o poloméru ro = koa, na niz budeme predpokladat konstantni
nulovy potencial, dopustime se relativni chyby cca k; * (v jistém vagnim smyslu,
ktery nebudeme blize zkoumat). Zaroven ovSem musime vzit v tvahu, Ze jsme
takto posunuli hladinu nulového potencidlu z nekonec¢né do konec¢né vzdalenosti.
Potencial tedy bude mit asymptoticky tvar

Q (1 1
AR e (ra)

Po numerickém vyreseni Laplaceovy rovnice v popsané oblasti si miizeme dosa-
zenim uréitého r = r; mensiho nez ro (ale ne pfili§, abychom stéle mohli vyuzivat
vyse uvedeny asymptoticky tvar) vyjadrit

Q = 4dmeop(ry)

ToT1

To —T1

Nyni by ovsem bylo vhodnéjsi odhadnout chybu takto ziskaného vysledku jako
ki 4 kde 71 = kia. Piesnost by bylo mozno ponékud zvysit, pokud bychom misto
hodnoty potencidlu v jednom konkrétnim bodé ve vzdalenosti r; od pocatku za
©(r1) vzali hodnotu zprimeérovanou pres celou kulovou plochu o poloméru ;.
Neni to vsak prilis nutné, pokud je k; dostatecné velké.

Kapacitu krychle pak ziskdme vydélenim naboje () napétim U mezi jejim po-
vrchem a nekonec¢nem, které je rovno

1

ATegry = o+ (r1) ro — 71

U = o — ¢(o0) = o +
kde ¢o je potencial na povrchu krychle. Tak dostaneme

@(r1)ror
(ro —r1) po +rie(ry)

C = 47(80
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P1i samotném numerickém reSeni Laplaceovy rovnice miizeme s vyhodou vyu-
zit symetrie problému vzhledem k zrcadleni podle soufadnicovych rovin (tj. vzhle-
dem k zadménam typu x — —x) a vzhledem k libovolné permutaci soufadnic (t;j.
napf. zaméné (z,y,z) — (y,z,z)). Staci tedy pfi vypoctu v paméti drzet pouze
hodnoty ¢;jx = @(ih,jh,kh) pro 0 < i < j < k. Téch je proti vSem moznym
trojicim 7, j, k pouze dvanéctina. Toto opatfeni tedy jednoduse snizi paméto-
vou naro¢nost dvanactkrat (a ¢asovou naro¢nost pti pouziti jednoduché relaxacni
metody vice neZ stokrat). V demonstraénim programu®® jej vsak vyuzivame jen
¢astecné, a to pro urychleni vypoc¢tu. Moznost uSetfit pamét ozelime, protoze by
to zdrojovy kod zbytecné komplikovalo.

Dalsim vylepsenim, které zavedeme do naseho vypoctu, bude pouziti metody
zvané successive overrelaxation (SOR). Ta odstranuje nevyhodu obycejné rela-
xacni metody v podobé prili§ pomalé konvergence. Misto nahrazeni hodnot ¢
hodnotami ¢ ziskanymi vyjadirenim z diskretizované verze laplacianu nahradime ¢
novou hodnotou ¢ + (p — ¢) w, kde w je tzv. overrelazation parameter. Jeho op-
timalni hodnota je obvykle vétsi nez 1, proto tato metoda méni hodnoty ¢ vice
nez obycejna relaxa¢ni metoda (odtud nazev).

Metoda SOR také nékdy vyuziva rozdéleni uzlové sité na ,Cerné“ a ,bilé“
uzly (podobné jako poli¢ka na Sachovnici), pfi¢emz iterace hodnot se provadi st¥i-
davé na téchto podsitich. Zaroven lze pouzit dalsiho dimyslného triku zvaného
Chebyshev acceleration, ktery spociva v postupné zméné parametru w v priubéhu
vypoctu. Na zacatku se polozi w = 1, nasledné se pri kazdé iteraci jedné z podsiti
jeho hodnota zméni na 1/(1 — o*w/4) (s vyjimkou prvniho kroku, kdy se pouzije
viraz 1/(1— 0°w/2)). Zde o je tzv. spektrdlni polomér iteracni matice a je charak-
teristicky pro danou tilohu a uzlovou sit. Hodnotu p lze najit zkusmo, pro nékteré
jednoduché tvary siti ji lze odvodit analyticky.

Pfi vypocétu v demonstra¢nim programu jsme pouzili sit o velikosti N = 100.
Pfitom samotna krychle o hrané délky dvou jednotek zabirala uzly (i,j,k) pro
1,7,k < M, kde M jsme volili priblizné€ desetkrat mensi nez N. Po dosazeni do-
stateéné presnosti jsme z hodnoty potencidlu v bodé (N — p,0,0) pro vhodné p
(volili jsme pfiblizné p = 20) vypocitali podle vyse odvozeného vztahu kapacitu
krychle o hrané 2a (kterd je jednoduse a-nasobkem kapacity krychle o hrané 2).
Vyzkousenim nékolika riznych nastaveni parametri vypoctu a srovnanim ziska-
nych vysledkd jsme odhadli relativni chybu na fddové jedno procento.

Finalni vysledek naseho snazeni zni

C

4rega

=1,33+0,02.

59) Viz krychle.pas na nagich internetovych strankéch.
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Uloha III.S ... pi-obvod

a) Integrujte metodou Monte Carlo funkci e~* na intervalu [—100, 100]. Zkuste
také numericky urcit hodnotu tohoto integralu od —oo do +0o0.

Navod: Funkce je symetricka vici pocatku, cili ji staci integrovat na inter-
valu [0, +0o0). Provedte substituci x = 1/t — 1, ¢imz zménite meze integralu
od 0 do 1.

b) Mame k dispozici 50 rezistori o odporech 50 §2 a chceme z nich sestavit obvod,
jehoz celkovy odpor v ohmech bude co nejblize cislu n. Pokuste se metodou
simulovaného zihani najit obvod, ktery by tomuto pozadavku vyhovoval co
nejlépe.

Pro urcovani celkového odporu obvodu si miizete prizpisobit program,
ktery najdete na nasich webovych strankach.

Pokud se na tento kol necitite, miizete zkusit zahrnout do problému ob-
chodniho cestujiciho zakriveni zemského povrchu a pokusit se jej vyresit pro
néjakou konkrétni mnozinu mést na Zemi (napiiklad vSechna hlavni mésta

v Evropé, USA atd.).

1:2

Integral e~

Ukolem je numericky zintegrovat funkci e * na intervalu [—100, 100]. Jelikoz
x? je symetricka funkce vici pocatku, plati

100 100
—332 —3'12
/ e dxr = 2/ e dz .
~100 0

Cili sta¢i funkci integrovat na intervalu [0, 100].

Rozmysleme se nyni, na kolik desetinnych mist budeme chtit integral vypoci-
tat. Dejme tomu, Ze na deset. Podivejme se proto jen pro zajimavost, co vyplivne
pocitac, zeptame-li se

WriteLn(exp(-100 * 100));

Odpovéd zni 1,1354838653147362 - 10~ 4343,

Pro nase numerické pocitani tedy mizeme posledni c¢leny zanedbat. Mohli
bychom zanedbat jesté i néjaké jiné? Rozhodné jiz nepotfebujeme cleny, které
jsou mensi nez 1072, Zeptejme se proto jinak

For I := 0 to 100 do

If exp(-I * I) < 1E-12 then Break;

WritelLn(I);

Vysledek je 6.

Opravduy, jiz e~® = 2,3195228302435694 - 10~ '®. Proto nam staéi integrovat
pouze na intervalu [0, 6], abychom mohli poc¢itat na néjakych t¥inict ¢trnact de-
setinnych mist. Dokonce jiz e 5 je cislo, které ma napred deset nul, nez zacnou
néjaké jiné cislice.

Dale mtzeme pouzit nejjednodussi postup, ktery nas napadne. Urcity integral
funkce na intervalu neni nic jiného, nez stfedni hodnota funkce krat délka (obecné
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mira) intervalu. Take sta¢i vypocitat stiedni hodnotu e~*" na [0, 6], vynasobit
dvanacti a mame vysledek ptiblizné 4/x.

Chceme-li pocitat stfedni hodnotu funkce na intervalu metodou Monte-Carlo,
mizeme nahodné generovat x € [0, 6], s¢itat funkéni hodnoty a nakonec sumu
vydélit poc¢tem vygenerovanych cisel.

For T := 1 to Repetitions do Begin

RandNum := Random * 6;
A := A + exp(-RandNum * RandNum) ;
End;

A := A x 12 / Repetitions;
Chceme-li integrovat funkci e jesté i mimo interval [—100, 100], tak je jasné, ze
uz témeér nic nenascitame. Ovsem pozor, u jinych funkci to platit nemusi! Dejme
grovali na intervalu [1,10'°]. Vime, Ze funkéni hodnoty se pro velké x blizi nule,
a tedy usoudime, ze prispévek k integralu na intervalu [1010, oo| je zanedbatelny.
To je vsak chyba. Onen ptispévek nejen, ze neni zanedbatelny, ale je dokonce
nekonecny, protoze

T

/ ldx:oo, Va € R.

Proto si musime pri takovych zanedbéanich byt jisti, ze funkce ubyva dostatecné
rychle. Jak to mtzeme ukazat pro nami zkoumanou e~ * ? Jednak

takze

> 9 o>

_ _ ~100

/ e ¥ dxr < / e “dr=e ,
100 100

¢imz ziskdme néjaky horni odhad, ktery zaruci, Ze nam funkce neutece jako 1/z.

Velice krasny zptsob, jak funkci e numericky zintegrovat od nuly do ne-
konecna je substituci, ktera nekonecny integral prevede na konec¢ny. V navodu
k uloze jsme nabidli substituci

r=-—1.
t

Je-li t =0, potom = — o0, a je-li t =1, potom x = 0. Navic

dz 1

dat 2

Dosadime-li tuto substituci, dostaneme

oo 0 1 —(1/t—1)?
.2 _ _1)2 ].
/ e " dx:/ A A (. dt:/ S dt,
0 1 t2 0 ¢2

kde nesmime zapomenout, ze pri prohazovani mezi integralu se méni znaménko.
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Timto jsme ziskali hezkou funkci na krasném (dokonce kompaktnim) inter-
valu [0, 1], kterou muzeme vystavit jakékoli numerické integracni metodé. Kdyz
to zkusime, muzeme se zarazit v jednom misté — blizi-li se t — 0, vyraz 1/ t? po-
tom diverguje (jeho hodnota se blizi k nekoneénu). Co s tim? Podivejme se, jak
novéa funkce pod integralem vlastné pro ¢ jdouci k nule vypada. Vyraz 1/t sice
diverguje, je vSak zaroven argumentem exponencialy, a cely integrand se tedy blizi
k nule.

Opét se tedy zeptejme pocitace

For I := 0 to 100 do Begin

A :=1 - I/100;

If exp(-(1 / A -1) x (1 /A-1))/ (A * A) < 1E-12 then Break;

End;

WriteLn(I);
ktery odpovida 85.

Opravdu, hodnota funkce v t = 0,15 je 5,036619221322436 - 10~ *>. Zane-
dbame-li pfispévek na intervalu [0, 0,15], dopustime se chyby rozhodné mensi
nez ctrnactého radu. Mizeme jasat, prevedli jsme nekonecny integral na konecny
a ukazali jsme, ze s obrovskou presnosti je

oo ) 1 e(1/15—1)2
/ e ¥ dx = 2/ — | dt.
t2
— 00 0,15

Pi-obvod

Pii feseni této dlohy jsme pouzili predptipravenou knihovnu s funkcemi pro
vypocet odporu rezistorové sité, kterou jsme poskytli ke stazeni na webu.

Vysledny program zihani_odporu.pas si miizete samoziejmé stahnout také.
Cely vypocet zacind ndhodnym rozmisténim vsech padesati odport mezi jisty dany
pocet uzli. VSsimnéte si, ze se viibec nestarame o detaily, jako je naptiklad to,
zda nékteré odpory nejsou zapojeny ,na volno“ (tj. s jednim nebo dokonce obéma
konci nepfipojenymi k jinému odporu) nebo jestli néktery odpor nema oba vyvody
zapojeny do stejného uzlu. Takové rezistory totiz lze z obvodu s klidem vynechat,
coz nam zadani nezakazuje. Mame-li k dispozici padesat odporii, neznamena to, ze
bychom je nutné museli pouzit vsechny. Musime se vSak postarat o to, aby pouzity
obvod mél kone¢ny odpor (tj. aby propojoval oba body, mezi nimiz méfime odpor).

Dale uz pokracujeme se samotnym zihanim, které provadime v 500 000 krocich
(vyhody simulovaného zihéani se plné projevi, pokud algoritmu ddme dostatek ¢asu
na ustaveni rovnovahy). Jako ,energii* systému pouzijeme absolutni hodnotu od-
chylky odporu v ohmech od w. Tepelné fluktuace realizujeme jednoduse vybranim
nahodného odporu ze sady a jeho prepojenim mezi ndhodné vybrané uzly. Zde se
opét nestarame o to, jestli takto prislusny odpor ndhodou zcela neodpojime od
obvodu ¢i nezapojime obéma vyvody do téhoz uzlu.
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R = 3.14159292035398E+0000 R = 3.14159267356773E+0000 R = 3.14159265493582E+0000
dR = 2.66764188394273E-0007 dR = 1.99779378480796E-0008 dR = 1.34603160800543E-0009

Obr. 69. Priklad tii obvodu ziskanych simulovanym zihanim

Klicovym bodem celého algoritmu je vybér vhodného pribéhu snizovani tep-
loty. Ten jsme zvolili linearni, coz je jisty kompromis mezi rychlosti a robustnosti
algoritmu (ten podle jistych teoretickych studii dosahuje optiméalni efektivity pii
logaritmickém snizovani teploty, které by vSak pro nase ucely bylo pfilis pomalé).

- Rychlost snizovani teploty a jeji pocatecni hod-

dR = -4.52662630058315E-0006

notu jsme volili zkusmo metodou pokusu a omylu.

Nékolik nalezenych obvodd pro rizné hod-
noty maximalniho poctu uzli jsme znazornili na
obrazku 69 spolu s hodnotami jejich celkovych
odpori R. Obdélniky usporadané do kruhu zde
predstavuji jednotlivé uzly, kazda cara pak jeden
rezistor. Uzly oznacené A a B jsou ty, mezi nimiz
meéfime odpor.

Obvod znazornény na obrazku zcela vpravo je
zaroven nejlepsi, ktery se nam podarilo béhem asi
deseti pokusti nalézt. Ciselna hodnota jeho odporu

Obr. 70. Obvod ziskany se od 7 liSi az na devatém desetinném misté.
pouhym snizovanim Pro srovnani uvadime jesté jeden ,typicky* ob-
odchylky od w vod (viz obrazek 70) nalezeny metodou pouhého sni-

zovani ,energie“. Vidime, ze odchylka ciselné hod-
noty odporu od w je o ttfi fady vyssi nez v pripadé nejlepsiho obvodu nalezeného
pomoci zihani. Ziskali jsme tedy pomérné zajimavou ukézku tc¢innosti simulova-
ného zihani ve srovnani s ,,primitivnéjsimi“ algoritmy.

Nejlepsi nalezeny obvod jsme pro vas znazornili i ve formé klasického schématu
na obrazku 71. Cisla uvnitf jednotlivych symbold rezistori oznacuji pocet para-
lelné zapojenych odporti, které dany symbol reprezentuje (muzete si v§imnout, Ze
celkové je pouzito pouze 49 rezistori).

Piesna hodnota odporu tohoto obvodu je

24615500
7835357

Jeho absolutni odchylka od © je AR = 1,3-107°Q a relativni pak R =
=4,3-1071°,

Q = 3,1415926549 Q2 .
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Na zaveér jesté poznamenejme, ze tato tloha je spise akademického razu. Kdyz
nékdy potrebujeme rezistor o odporu co nejblizsim néjaké dané hodnoté, realizu-
jeme jej spise pomoci odporové dekady ¢i kombinaci odpori z pomérné bohaté
sady volné prodejnych soucastek.

Navic shoda vysledného odporu se zadanou hodnotou s presnosti na miliar-
dtiny je naprosto bezvyznamnéa, pokud nedokazeme se stejnou presnosti zajistit
i odpory vsech pouzitych rezistorl, coz je v praxi takirka nemozné.

Obr. 71. Schéma nejlepsiho nalezeného obvodu

Uloha IV.S ... kvantovy harmonicky osciltor

Modelujte casovy vyvoj vinové funkce castice, kterou umistime do potencialu
V(x) = ka®/2 a ktera je v ¢ase T = 0 popsana vInovou funkci

(%0 e (LB,

Yr(X,0)=0.

Jedna se tedy o vinovy balik se sttedem mimo pocatek. Prozradime vam, Ze jde
o tzv. koherentni stav harmonickeho oscilatoru a vinovy balik by mél harmonicky
kmitat kolem pocatku s ahlovou frekvenci \/k/m stejné jako klasicka c¢astice.

Pokud se vam toto podaii namodelovat, miizete vyzkouset, jak se budou chovat
vinové baliky o jiné siice (tedy se jmenovatelem v exponenciale odlisSnym od ¢tyt),
pripadné jak bude situace vypadat pii jiném prubéhu potencialu.

Mame za kol Tesit soustavu dvou parcialnich diferencialnich rovnic

OYr(X,7) _ (X, 1)

1
+ X (X, 1),

or 0X?2
a¢I(X7 T) _ 32¢R(Xa T) 1 2
or = oxz X vr(XT)
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pro realnou a imaginarni ¢ast vlnové funkce ¥ (X, 7), ktera zavisi na bezrozmérné
souradnici X a case 7. Poc¢atecni podminky jsou dany vztahy

(X — X0)2> ,

$r(X,0) = exp (— .

¥1(X,0)=0.

Nepritomnost okrajovych podminek nas nemusi znepokojovat, protoze ty jsou
zastoupeny podminkou normalizovatelnosti vlnové funkce — zjednodusené receno
musi vlnova funkce pro X — 400 klesat k nule. Staci tedy zvolit meze a a —a do-
statecné® vzdalené od poéatku, ve kterych polozime umélou okrajovou podminku
Y(+a) = 0.

Rovnici déle diskretizujeme v proménné X, tj. rozdélime interval (—a,a) na
2N +1 uzlovych bodu ekvidistantné rozmisténych ve vzdalenostech a/N. Hodnoty
vlnové funkce v téchto bodech oznac¢ime 1) (1) = 1(aj/N,7), kde j € {—N, —N+
1,...,N}. Z okrajovych podminek pak plyne =) (7) = ™) () = 0. Druhou
parcialni derivaci podle X v bodé X = aj/N pak zapiSeme pomoci jeji diskrétni
aproximace

1[)“‘”(7) — 2¢(j)(7) + ID(HI)(T)
(a/N)? |

Z nasi soustavy dvou parcialnich diferencialnich rovnic tak dostaneme soustavu
4N — 2 obycejnych diferencidlnich rovnic (ODR)

d (4) 2 - ) -
W (X)) @0 - 2P0+ V) +

1
4\ N
G) 2 . | N
WO (2) w0 -2+ v o) - 5 (B) v,

a

kde je {-N+1,...,N —1}.

Tuto soustavu ODR prvniho radu bychom v principu mohli fesit napiiklad né-
kterou z Runge-Kuttovych metod. My zde vSak popiseme jednoduchou metodu®?,
ktera elegantné vyuziva specialniho tvaru této soustavy. Mtzeme si totiz vSimnout,
ze lze nezndmé funkce rozdélit do dvou takovych skupin (oznacme je A a B), Ze
casové derivace funkci ze skupiny A zavisi jen na hodnotach funkci ze skupiny B
a naopak (v nasem pripadé jsou témito skupinami funkce @Z)%)(T) a 1[)%7 )(7')).

Pii integraci takové soustavy ODR je obzvlasté vyhodné pocitat hodnoty
funkci ze skupiny A v casech to, to + h, to + 2h,..., zatimco hodnoty funkci
ze skupiny B v mezilehlych ¢asech to + h/2, to + 3h/2, to + 5h/2, ... Potom totiz

60) To znamena takové, ze hodnota vinové funkce v bodech +a je zanedbatelna proti
hodnotam v okoli pocatku.

61) Tato metoda je p&kné popséna i v prvnim dilu Feynmanovych predndsek z fyziky
nebo v chytré knize Computational Physics od R. H. Landaua a M. J. Paeze.
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muzeme k pocitani hodnot v kazdém dalsim case vyuzit symetrickou aproximaci
prvni derivace. Mame-li napriklad soustavu dvou rovnic

PO — pom.n, 40— 6700,
plynou z aproximaci df(t)/dt ~ (f(t+ h/2) — f(t —h/2))/h a dg(t)/dt =~ (g(t +
h/2) — g(t — h/2))/h vztahy

flo+(G+3)R) =Ff(to+ (5 —2)h) +hF(g(to + jh),to + jh),
glto+(G+1h)=gto+jh)+hG(f(to+ (i +2)h),to+ (G+3)R).

Pokud tedy na pocatku zname hodnotu funkce f v bodé to + h/2 a g v to,
muzeme ihned pomoci druhého z predchozich dvou vztahii vypocitat hodnotu g
v to + h, dale pomoci prvniho vztahu f v to + 3h/2 a tak dale az do hodnoty ¢,
kterou potrebujeme.

Tento postup snadno zobecnime i na nasi ptuvodni soustavu ODR. Jedinou
komplikaci, ktera nas déli od napsani programu pro feSeni Schrodingerovy rov-
nice, je to, ze zname pocateéni podminky pro wg)(T) i gj)(T) ve stejném cCase
a ne v Casech navzajem posunutych o h/2, jak vyzaduje vyse popsany algorit-
mus. To ovSem jednoduse vyfesime jedinym poc¢ateénim krokem o h/2 s pouzitim
asymetricke aproximace prvni derivace.

Nakonec jesté vyuzijeme dalsi trik, podle kterého ziskdme presnéjsi hodnotu
hustoty pravdépodobnosti, pokud misto % (t) + 17 (t) budeme poéitat 1% (t) +
it —h/2)Yyr(t+ h/2).

Klicové casti kédu pak mohou vypadat napriklad takto

hx:= a/N;
// predvypocet pocatecni hodnoty pI - krok zpet o h/2
for j:= -N+1 to N-1 do
pI[jl[0] := pI[jI[0] - h / 2 * ((pR[j - 11[0] +
pR[j + 11[0] - 2 * pR[j]1[0])/sqr(hx) -
pR[j1[0] * sqr(hx * j) / 4);

// reseni rovnice
for k := 0 to maxk - 1 do
// vypocet hodnot pR a pI v nasledujicim case
for j :=-N+ 1 to N - 1 do begin
pI[jllk + 1] := pI[j1[k] + h * ((pR[j - 11[k] + pR[j + 11[k] -
2 * pR[jI1[k]) / sqr(hx) - pR[jI[k] *
sqr(hx * j) / 4);
pR[j1[k + 1] := pR[jI[k] - h*((pI[j - 11[k] + pI[j + 11[k] -
2 * pI[j1[k]) / sqr(hx) - pI[jl[k] =*
sqr(hx * j) / 4);
end;
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// vypocet hustoty pravdepodobnosti
for k:= 0 to maxk -1 do
for j :=-N+ 1 toN -1 do
pljl k] := sqr(pR[jl[k]) + pR[jl1[k] * pR[jlI[k + 1];

V tomto programu obsahuje pole pR[j][k] hodnoty wg)(To + kh), pole
pI[j] [k] pak hodnoty 7,[)§j)(70 + (k — 1/2)h). Pocatecni hodnoty v Case 7o jsou
na zacatku ulozeny v pR[j][0] a pI[j]1[0]. V poli p[j][k] je na konci vypoctu
uloZena hustota pravdépodobnosti v bodech X = aj/N a ¢asech T = ¢ + kh.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Obr. 72. Zavislost hustoty pravdépodobnosti na poloze a case pro castice
v koherentnim stavu harmonického oscilatoru.

Pokud si vyse popsany program napiSete (nebo stdhnete z nasich webovych
stranek) a budete s nim chvili experimentovat, zjistite, ze pouzity algoritmus bo-
huzel neni stabilni. K tomu, abychom mohli nasimulovat n€kolik malo kmiti ¢as-
tice, je treba pouzit pomérné dosti maly casovy krok. Jinak se jakékoliv malé
odchylky vlnové funkce (vzniklé naptiklad zaokrouhlovanim) v priubéhu vypoctu
neunosné zesili a znehodnoti cely vysledek. Abychom tento efekt co nejvice po-
tlacili, je kromé volby dostatecné malého casového kroku nutné, aby pocatecni
vlnova funkce byla co nejhladsi. Neni proto prilis rozumné ji nastavit jednoduse
jako exp (—(X — Xo0)?/ 4). Vzhledem k okrajové podmince, kterd vyzaduje nulo-
vost vlnové funkce v krajnich bodech X = +a, by pak pravé v krajnich bodech
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meéla vinova funkce skok. Ten by pri vypoctu zpusobil vznik a Sifeni stale silnéj-
sich oscilaci ve vypoctenych hodnotach. Tento problém lze ¢astecné vyresit napri-
klad pouzitim po&ate¢ni vlnové funkce (1 — (X/a)?)exp (—(X — Xo)?/4). Faktor
(1 — (X/a)?) vhodné utlumi gaussovsky ¢len v okrajovych bodech a pfitom jej
témér neovlivni v oblasti, kde je jeho hodnota nezanedbatelna.

V grafu na obrazku 72 jsme hustoty pravdépodobnosti ziskali polozenim h =
=10"* N =50, a =10, 71 — 70 = 14, X, = 3.

Uloha V.S ... horkd dutina a bily trpaslik

a) Urcete zavislost koncentrace elektronii a pozitroni na teploté pri celkovém
naboji Q = 0 v prazdné uzaviené horké dutiné. (Bude-li se vam chtit, i pii
jinych vami zvolenych hodnotach Q). Dale urcete zavislost poméru vnitini
energie U, elektronii a pozitronii ku celkové vnitini energii systému U (tj.
souctu energie elektromagnetického zaieni a ¢astic) na teploté a urc¢it hodnoty
teploty odpovidajici nékterym vyznaénym hodnotam tohoto poméru (napf.
3/4,1/2,1/4,...; mize tento pomér nabyvat vSech téchto hodnot?).

Pokuste se své vysledky pékné graficky zpracovat ve formé grafi (muzete
zkusit i trojrozmérné).

Pii vasem snazeni vam miuze hodné pomoci, pokud si zavedete vhodné
bezrozmérné jednotky (napt. BEy misto 3 apod.).

b) Reste soustavu diferencialnich rovnic pro M (r) a o(r) v modelu bilého trpas-
lika pro nékolik vhodné zvolenych hodnot ¢(0) a pro kazdou z nich sledujte
hodnotu, ke které se blizi M (r) pfi r — oo. Ta je ziejmé rovna hmotnosti
celé hvézdy. Pokuste se prozkoumat zavislost této celkové hmotnosti na o(0)
a odhadnout jeji horni mez. Srovnejte vas vysledek s horni mezi hmotnosti
bilého trpaslika, kterou najdete v literatufe nebo na internetu. Uvazujte, zZe je
hvézda tvorena héliem.

Horka dutina

Mame zadany vztahy pro hustotu elektrontl a pozitront v zavislosti na teplot-
nim parametru 8 = (K7)~' a chemickém potencialu p,

n—(B,pn) = 8—“/%0 r dp
3 h3 J, exp (6( /Eg T p2e2 _N)> 1 ;

_8_7(/—1—00 p2

R exp (6(\/Eg—|—p202—|—u)> +1

Stejny tvar ma i zdvislost koncentrace fotont n¢(/3), pouze s tim rozdilem, ze

plati 4 = 0, Eo = 0 a nejde o fermiony, ale o bosony. Je tedy navic tfeba obratit
znaménko ve jmenovateli.

_ 8w oo p>
m(B) =33 /0 exp (Bpc) — 1 -
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Podobné vyrazy pro hustotu energie elektronti, pozitront, resp. fotonti naby-
vaji tvaru

U- 8t [T p*\/E3 + p2c?

(b= =75 | dp.

v exp (B(VEE + 7 — ) +1

PR B /. £
Voo e (BWVEE P+ ) +1

U 8r [t pic
= — = — dp.
us(P) \% h3 /0 exp (Bpc) — 1 p

dp,

Integraly ve vztazich pro ng(3) a u¢(3) lze zjednodusit substituci fpc = .

Dostaneme tak
8w Foo x?
=" 4
ni(5) h3c333 /0 expr — 1 o

8 Foo z®
ur(6) = h3c3 34 /0 expr — 1 dz.

Zde vystupujici integraly uz nezavisi na zadnych vnéjsich parametrech, jde tedy
pouze o ¢iselné konstanty. Snadno je miizeme vypocitat numericky. Jejich hodnoty
je ovSsem mozno zapsat i v jednoduchém tvaru pomoci tzv. Riemannovy zeta
funkce (vypocet zde nebudeme rozepisovat — provadi se pomoci rozvoje integrandu
v nekonec¢nou fadu). Vysledné vztahy jsou

ne(8) = ffc—ﬁg;,) :
5
we(B) = 487 ((4) 8w

h3c3 34 = 15h3c334

kde ¢(3) = 1,20206 a ((4) = w*/90 = 1,08232. Ziskany vztah pro us mimocho-
dem predstavuje znamy vyzarovaci zakon, podle kterého je hustota energie zareni
gerného télesa o teploté 7' imérna T* (vzpomenime si, ze 8 = (KT)™1).

Vyrazy pro n+ (0, 1) a u+ (0, 1) takto jednoduse vypocitat nelze (jinak bychom
tuto tlohu nezadavali do seridlu o numerickych metodach). Muzeme si ovSem
zavést bezrozmérné parametry v = SEp, v = (pu (ty ndm bude od této chvile
slouzit jako parametry systému misto § a p) a provést substituci pc/Fo = =
a prepsat prislusné vztahy do tvaru

N ( 1/)—@/Jroo z” dzx
TPYTRE fy exp(pWItatav) 1
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w (y.v) = 8n E; /+°° V1 + 22 4
-\ h3c3 J, exp (fy\/l + x2 — I/) +1 ’
8nEy [T z2V/1 + 22
uy(V,v) = 553 d .
hcd Jo  exp(yWl+a2+v)+1

Zavedeme-li jednotkovou hustotu &astic ng = 8m(Eo/hc)®, mizeme piedchozi
vztahy zapsat jednoduse jako

n:l:(’% V) :/—I—oo $2
no 0 exp ('y\/l—l—a:Q:I:V) +1
ut(y,v) /+°° %1 + 22
Eono o exp(Wl+a2+v)+1

Nabojova hustota o uvazovaného plynu v jednotkach eno (kde e je elementéarni
naboj) je pak zfejmé rovna ny(y,v) — n_(vy,v)/no, tedy

dx,

dz

o(7,v) ?

+oo 2
x x
= — dx =
engo /0 (exp (’y\/l+x2+y)+1 exp ('y\/l+x2—1/)—|—1>
, oo z? exp (yV1 + 22)
= -2 s1nh1// —
o  (exp (yV1+ 2?) + coshv)? —sinh? v

Podobné celkova hustota energie ue(7y, v) elektront a pozitront je rovna ue(y,v) =
= U—I—(F}/a V) + U- (’77 V)a tedy

Ue (Y, V) :/+°° 2?1+ 22 n 2?\/1 + 22 s —
Eong 0 exp(YW1l+a2+v)+1 exp(yvV1+a22—v)+1

B 2/+°O 2?1+ 22 (exp (yV1 + 22) coshv + 1)

A (exp (yV1+ 22) + coshv)? — sinh® v

Jednoduchym dosazenim pak dostaneme pro pomér A(~y, ) energie elektronu a po-
zitronu k celkové energii soustavy vztah

1 us(7)

A(V»”) u+('y,l/)—i—u_(fy,u) N

mt /+°° 2?v/1+ 22 (exp (yV1 + 22) coshv + 1) de -
30v* \ Jo (exp (yV/1+ 22) + coshv)? — sinh® v

dz .

dz

V kli¢ovych vztazich, které budeme nakonec integrovat numericky (tj. vztahy
pro n+(v,v), o(v,v) a A(v,r)), pouzijeme v seridlu doporucenou substituci ¢t =
= (14 2?)7/? a dostaneme

n+ (v, v) _/1 V1 —t?
o~ Jo Bilexp(2/EE D)+ 1)

dt
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1 )

TR g . T R—
0

eno (exp (7/t) + coshv)2 — sinh? v)

1 'rr_4 ' /1 =12 (exp (y/t) coshv + 1) -
A(v,v) 1= 30v4 (/0 t5((exp (v/t) + coshv)2 — sinh? v) dt) '

Ackoliv tyto vyrazy vypadaji désivé, nebude problém je zdolat numerickymi
metodami. Pro vypocty jsme zvolili v zadani popsanou Rombergovu metodu. K in-
vertovani vztahu o(7y, v) (tj. nalezeni v spliiujiciho o(y, ) = o pro dané v a p) jsme
pouzili jednoduchou metodu regula falsi pro reseni obycejnych rovnic, vysvétlenou
ve studijnim textu Uvod do programovdni. Takto jsme pak ziskali zavislosti n
a A na v a p/eno misto v a v, coz bylo nasim cilem. Pro ¢ = 0 pfitom specialné
plati v = 0, v tomto pfipadé tedy vztah o(v,v) invertovat nemusime.

Stejnym zpusobem jsme zjistovali i konkrétni hodnoty ~, pfi kterych nabyvé
pomér A urcitych vyznacnych hodnot.

Kdyz uz mame napsany program®?, nic nAm nebrani zacit kreslit grafy. Kvali
jejich néazornosti je jesté vhodné piejit od parametru v k v~*. Ten je stejné jako
B! = kT Gmérny teploté. Konkrétné predstavuje hodnotu teploty v jednotkach
To = Eo/k.

V grafu 73 mizeme vidét zavislost thrnné koncentrace elektronti a pozitroni
na teploté pro nékolik danych hodnot nabojové hustoty. Pro malé teploty se samo-
ziejmé hodnoty koncentrace blizi koncentraci dané nabojovou hustotou (v systému
se prakticky nalézaji bud pouze elektrony, nebo pouze pozitrony podle toho, jaké
znaménko ma hustota naboje).

Graf na obrazku 74 ukazuje zavislost poméru koncentraci elektronii, resp. po-
zitronu ke koncentraci fotond v neutralnim systému (tj. pfi v = 0). Je pomérné
pozoruhodné, Ze tento pomér se pii vysokych teplotach blizi hodnoté 3/4 (tento
zaver zde nebudeme dokazovat — lze jej ovSem pomérné jednoduse odvodit limit-
nim prechodem v — 0 v pfislusnych integralech).

V grafu na obrazku 75 pak vidime teplotni zavislost poméru hustoty energie
elektrontii a pozitroni k celkové hustoté energie v systému. Opét je mozno ukazat,
Ze vysokoteplotni limita tohoto vyrazu je 7/11, coz ndm naznacuje i provedeny
numericky vypocet.

62) Viz program elpoz.pas na FYKOSim webu.
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n4 +n_
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1o
Obr. 73. Hustota elektronti a pozitront v zavislosti na teploté pro nékolik

hodnot nabojové hustoty

nt+
nf

0,6 1

0,4 1

0,21

0 i ) 3 T

To
Obr. 74. Pomér hustoty elektront (resp. pozitroni) k hustoté fotont v zavislosti
na teploté v neutralnim systému
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Obr. 75. Pomér tthrnné energie elektront a pozitront k celkové energii
neutralniho systému v zavislosti na teploté

Podil elektronti a pozitroni na celkové energii systému se zacne vyrazné pro-
jevovat pri teplotach, které radové odpovidaji jednotkové teploté Ty. Konkrétné
jsme numerickym vypoc¢tem (metodou regula falsi) zjistili, ze

1
A= —=- i — =0,2126
U 4 pr1 TO ) )
Ue 1 ) T .
A = — = — T _— = 24
" 3 pri T 0,2498 ,
Ue 1 ) T .
A=—== I — = 0,3853.
u 2 P To ’

Na zaveér jesté uvedme ¢iselné hodnoty jednotkovych veli¢in To, ng, Eono a eny.
Po dosazeni zjistime, zZe

Ey .

To=—>=593-10"K,
no = % =1,76- 10 m™>,
Eono = % =1,44-10°"Jm™?,
€no = 823—2‘26 =281-10°°Cm™?.
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Oblasti, ve kterych se pohybuji vSechny studované veliciny, jsou tedy velmi ex-
trémni. Napriklad teploty, pfi nichz zacina byt podil elektronti a pozitront v sys-
tému nezanedbatelny, jsou fadové desitky miliard kelvint!

Jisté neprekvapi, ze pokud dosadime do ziskanych vztahi pokojovou teplotu,
vyjde nam koncentrace pozitront, resp. elektronti v radu 10710, Uvazovany jev
tedy v nasSich podminkach nemtzeme pozorovat, ani kdybychom se snazili sebe-
vice.

Bily trpaslik
V 5. kapitole seridlu jsme dospéli k tomu, Ze rozlozeni hmoty ve sféricky symet-

rické hvézdé tvorené degenerovanym fermionovym plynem je dano diferencialnimi
rovnicemi

Ly (s} det) __GME)otr)

m m dr r2 ’
WO — amrot),

kde o(r) je hustota hmoty ve vzdalenosti r od stfedu, M (r) je hmotnost uzaviena
ve sféfe o poloméru r, G Newtonova gravitacni konstanta, m hmotnost pripadajici
na jeden fermion a konecné

(1) (@?)): ,
\/ o) 1

pficemz no je jednotkova koncentrace definované jako (pozor, definiéni vztah je
jiny nez v predchozi ¢éasti ulohy!)

)
3 \he) =

Jako v predeslé casti siinyni zavedeme bezrozmeérné veliciny, se kterymi se ndm
pak bude lépe pocitat. Jako jednotku hustoty je prirozené zvolit mng. Budeme
tedy dale pouzivat bezrozmérnou hustotu p = o/mny.

Volba jednotky vzdalenosti uz takto jednoznac¢na neni. Chtéli bychom ovsem,
aby nam pfi pouziti bezrozmérnych veli¢in z rovnic zmizely veskeré fyzikalni kon-
stanty. Oznac¢me si zatim nezndmou jednotku vzdalenosti jako a. Zavedeme pak
bezrozmérnou vzdalenost 7 = r/a.

Jednotka hmotnosti bude mnoa?®, tedy bezrozmérna hmotnost je definovana
jako M = M /mnoa®. Nové neznamé funkce, které chceme najit jako feseni dife-
rencialnich rovnic, jsou p(7) a M (7). Dosadime tedy do pivodnich rovnic o(r) =
= mnod(7), M(r) = mnoa®M(7) a r = aF a po tpravach dostaneme

(7)) da(F) _  GmPnoa® M(F) a(F)

3023 (F) + 1 dr Ey 72 ’
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dM (7)
dr

= 472 p(7) .

Zvolime-li o = /FEy/Gm?2no, multiplikativni faktor na pravé strané prvni
rovnice bude roven jedné, rovnice pro bezrozmeérné veliCiny tedy miizeme zapsat
v konecném tvaru

do(f) _  3M(7)0"*(F)\/@*3(7) + 1
d7 72 ’
dM (7)

d7

= 47 (7).

Pocatecni podminka pro M je ziejmé M (0) = 0, hustotu 5(0) ve st¥edu hvézdy
si budeme volit jako parametr.

Nyni mizeme rovnice resit numericky. Musime si ovsem dat pozor na dvé véci.
Zaprvé nemuzeme zacinat s feSenim od 7 = 0, protoze tam prava strana prvni
rovnice neni definovana. Tento problém vsak miizeme obejit malym trikem. Bu-
deme predpokladat, ze mala kulova oblast o polomeéru ¢ kolem stredu hvézdy je
homogenni s hustotou p(0). Za¢neme tedy integraci na poloméru 7 = ¢ a budeme
piedpokladat p(c) = (0) a M(e) = 4we®p(0)/3. Druhou komplikaci, na kterou si
musime davat pozor, je necelociselnd mocnina p na pravé strané prvni rovnice. Po-
kud ji program pocita promoci logaritmu, nemiize byt umocnované cislo zaporné.
Hustota materialu ve hvézdé se pritom s rostoucim polomérem rychle blizi k nule.
Je-li p dostatecné malé, miize pti integracnim kroku snadno prejit do zdpornych
hodnot a algoritmus skonc¢i chybou.

Abychom tomu predesli, mizeme testovat znaménko ¢ a je-li zaporné, vypo-
cet ukoncit. Dale pak predpokladame, ze pro vyssi 7 je jiz hustota nulova. Dalsi
moznosti je posledni integrac¢ni krok, pri kterém se zménilo znaménko o, opakovat
s polovi¢nim krokem.

V kazdém pripadé vsak nakonec dospéjeme k poloméru 7, nad kterym je Jiz
hustota ¢ zanedbatelna a M se déle prakticky neméni. Takto ziskana hodnota M
(oznaéme ji M(oc0)) pak odpovida celkové hmotnosti hvézdy v jednotkéch

3,3
Mo = mnoa® = 4/ % = 50815 - 10% kg = 2,552M
z1y

kde My je hmotnost Slunce. Za m jsme dosadili hmotnost pripadajici na jeden
elektron v hvézdeé slozené pouze z hélia — tedy soucet hmotnosti elektronu a polo-
viny hmotnosti héliového jadra.

Soustavu diferencidlnich rovnic jsme fesili Runge-Kuttovou metodou ¢tvrtého
fadu®®. V pouzitém algoritmu jsme aplikovali vySe zminéné zmensovani integrac-
niho kroku, pokud hustota prejde do zapornych hodnot. Poc¢atec¢ni krok jsme pii-
tom nastavili na 10~°, jeho minimélni hodnotu jsme omezili na 10~° (je-li krok
nizsi, vypocet povazujeme za skonceny). Podobné testujeme i velikost hustoty o

63) Viz program hvezda.pas na FYKOSich internetovych strankach.
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— pokud klesne pod 10™?, vypocet skonéi. Polomér #, na kterém vypocet zasta-
vime, pokud se tak jiz nestalo kvili vyse uvedenym ukoncujicim podminkam, jsme
stanovili na 2,0.

Pro nékolik rtiznych hodnot hustoty ve stfredu hvézdy jsme tak dostali zavislosti
M na 7. Jejich tvar znazoriiuje graf na obrazku 76.

Y4
0,51

0,4 1

0,31

0,2 +

0,11

0 - } } } } } }

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 T
Obr. 76. Zavislost hmotnosti na poloméru v bilém trpasliku pro nékolik
hodnot centralni hustoty

Je vidét, ze s rostouci centralni hustotou se zmensuje polomeér hvézdy a zveétsuje
jeji celkovad hmotnost. Zda se ovSsem, ze tempo ristu celkové hmotnosti se postupné
snizuje. To odpovida skutecnosti, ze existuje jista kritickd hmotnost hvézdy, ktera
se jesté dokaze diky tlaku degenerovaného elektronového plynu ubranit dalsimu
nebo dokonce cerné diry.

Abychom mohli odhadnout tuto limitni hmotnost, provedli jsme vypocet pro
priblizné sto riznych hodnot centralni hustoty a zjistovali, jak na ni zavisi celkové
hmotnost hvézdy M (co).

Ziskanou zavislost uvadime v grafu 77.

Vypoctenymi body jsme prolozili zavislost typu
~ B C F
M(0) = A+ 3(0) + 52(0) + ...+ 700

Hodnota A ziskana pomoci gnuplotu je 0,56570 + 0,00004. Toto ¢islo je ovsem
také limitni hodnotou, ke které se blizi M(co) pro p(0) — oo. Ziskali jsme tedy
odhad maximalni mozné hmotnosti bilého trpaslika

Minax = 0,5657 .
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Po vynasobeni tohoto bezrozmérného cisla pouzitou jednotkou hmotnosti My
dostavame

Muax = 1,444 My .

Wikipedia uvadi pro horni mez hmotnosti bilého trpaslika tvoreného héliem
podle S. Chandrasekhara (na jehoZ pocest se nazyva Chandrasekharovou mezi)
hodnotu cca 1,43Mg . Ta se od ndmi vypocétené hodnoty lisi pouze o cca 1 %, coz
je vzhledem k hrubosti pouzitého modelu jisté velmi uspokojivy vysledek.

Dodejme jesté, ze jak nase, tak Chandrasekharova hodnota jsou zalozeny na
radeé idealizaci. Pro ziskani realisti¢téjsiho modelu by bylo nutno zapocitat efekty
elektromagnetické interakce mezi elektrony a jadry hélia, obecné relativistické
efekty atd.

M (o)
0,56 ¢
0,55 1
0,54
0,53
i — fitovana zavislost
0,52 ¢ | = data ziskana rfeSenim ODR
0 1000 2000 3000 4000 5000 5(0)

Obr. 77. Zavislost celkové hmotnosti hvézdy na hustoté v jejim stredu
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Uloha VI.S ... na pFini

Vyberte si jeden z nasledujicich problémii a numericky jej vyreste.

a) Pokud vas povzbudil pohled na obrazky z raytracingu a chtéli byste si néco
podobného vyzkouset také, miizete se pokusit o vytvoreni vlastniho programu
na vizualizaci vzhledu objektt z hlediska relativistického pozorovatele. Klidné
se zkuste poprat i se zminénou cernou dirou. K tomu je vSsak vhodnéjsi vyu-
zit druhy popsany pristup a sledovat paprsek pozpatku od oka pozorovatele
az k jeho priiseciku se sledovanym objektem. Prozradime, ze svételny paprsek
se v okoli sféricky symetrického objektu o hmotnosti®* M v polarnich souiad-
nicich r a ¢ (pohyb kazdého paprsku je rovinny, staci tedy dvé soufadnice)
pohybuje podle diferencialni rovnice

&1 1, 3M
7 r e

b) Vasim tkolem bude pro chaotické systémy dle vaseho vybéru (pii ném se mii-
zete inspirovat tfeba na internetu) provést dostatecny pocet numerickych si-
mulaci, abyste z nich mohli statisticky vyhodnotit, zda skutecné plati zminéna
exponencialni zavislost A na ¢ase. Pokud ano, provedte odhad hodnoty maxi-
malniho Lyapunovova exponentu. Podle uvazeni miizete sledovat i jiné aspekty
chovani chaotickych systémii.

Viyhlidka na Zemi

Rovnici trajektorie svételného paprsku v okoli ¢erné diry

d* 1 1 3M

dp? r r r2
nejdrive prevedeme do tvaru ponékud vhodné€jsiho pro numerické reseni. VSim-
neme si, ze

gl_ 1 dr 1dr

dor  r2dp  rdz’
kde dzx je element vzdalenosti ve sméru tthlové souradnice ¢. Oznacime-li « thel,
ktery s timto smérem svird smér paprsku v daném bodé (znaménko a volime
kladné, pokud paprsek obiha v kladném smyslu a pritom se snizuje jeho vzdalenost
od centra), pak plati

d1_1 .
der 7 g
Odtud pak opétovnym derivovanim dostaneme, ze
21 1 1 d 1 d
L E S SR S (0+¢) 1,
de?r r cos? a dy rcos2a  dy r

64) Uzivame zde tzv. geometrizované jednotky, v nichZ ma hmotnost rozmér vzdalenosti
a Schwarzschildiv polomér (polomér sféry, z niz neni navratu) je roven 2M. Pro pfevod
do klasického znaceni sta¢i véude namisto M pséat vyraz GM/c?.
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Dale zfejmé tihel a + ¢ vyjadiuje smér svételného paprsku v daném bodé (t;.
natoceni vektoru k nému te¢ného vuci jistému pevné danému vektoru). Oznacme
a+ ¢ = @. Soucin r dy je opét roven elementu dz a ten lze vyjadrit jako cos a ds,
kde ds je element drahy paprsku. Dosazenim pak dostavame

£11 1 de
de2r r  cosdads’

Pouzijeme-li pak zadanou rovnici trajektorie, ziskame jednoduchy vysledek

Protoze vSak pri numerickém vypoctu bude vyhodnéjsi pracovat spiSe se sa-
motnym tecnym vektorem nez s thlem popisujicim jeho smér, provedeme jesté
dalsi apravy. Jako n budeme oznacovat jednotkovy vektor ve smeéru paprsku,
jako r vektor smétrujici z pocatku souradnic do prislusného bodu trajektorie a e,
budiz vektor kolmy k roviné pohybu paprsku (zvoleny tak, ze vektory e, e, a e,
tvori kladné orientovanou bazi). Jelikoz vektor n mé konstantni jednotkovou ve-
likost, plati d(m- n) = 0, tedy n-dn = 0. Navic n x dn = e, sin(dy) =~ e. dy,
odkud plyne n x dn = e, dy. Vynasobenim této rovnosti vektorové vektorem n
zleva a vyuzitim znamé identity a x (b x ¢) = b(a - ¢) — c(a - b) dostaneme
n(n-dn) —dn(n-n) = n x e, dp, neboli dn = —n x e, dyp. Odtud pak ihned
obdrzime

dn ng 3M 3
— =-nXxe —— =———nXxe;Cos a.
ds ds r
Vyuzijeme-li dale zfejmé rovnosti n X r = re, cos a, ziskdAme dosazenim
dn 3M

2
=———mnx(nxr)nxr|”.
=S (nxn)lnxr
Vyhodou této vektorové rovnice je, ze plati obecné a nejen pro pohyb v jediné
zvolené roviné. Doplnime-li ji o druhou rovnici, kterd popisuje, jak se pii pohybu

meéni vektor r, tedy 4
r

1= n
dostaneme soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic pro neznamé vekto-
rové funkce n(s) a r(s), které miazeme snadno fesit napiiklad nékterou z Rungeo-
vych-Kuttovych metod. Ziskdame tak rovnou trajektorii paprsku parametrizovanou
drahou s.

Mizeme tedy prikrocit k samotnému raytracingu, jehoz princip byl popsan
v zadéani. Jednoduse za¢neme s polohovym vektorem r(0), ktery je roven poloho-
vému vektoru pozorovatele, a smérovym vektorem n(0), ktery predstavuje smér
pozorovatelova pohledu. Pak fesime vyse uvedenou soustavu ODR a sledujeme,
jestli paprsek nezasahl povrch nékterého z objekta, které jsme si do 3D scény
umistili. Jestlize ano, vykreslime na pfislusné misto promitaci roviny bod (jeho
barva miize byt odvozena napit. z barvy, struktury a osvétleni zasazeného bodu ob-
jektu). Jestlize paprsek nic nezasahl ani po pfedem zvoleném maximalnim poctu

Y
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vypocetnich kroki, bod nevykreslime (nebo vykreslime bod s barvou pozadi®®).
Stejné tak, pokud paprsek zmizel pod horizontem ¢erné diry (tj. jeho vzdalenost
od ni se zmensila pod hranici 2M).

Princip algoritmu, ktery jsme pouzili my, je jednoduchy. Kazdy z objektt
ve 3D scéné je reprezentovan urcitou realnou funkci f v tfirozmérném prostoru.
Kladna hodnota funkce znamena, ze prislusny bod je vné objektu, zaporna ozna-
¢uje vnitini body objektu (pro kouli o poloméru 2 a stfedu v bodé (1,2,3) by
takova funkce mohla byt napt. f(x,v,2) = (x — 1)* + (y — 2)* + (z — 3)? — 4).
Pii numerickém integrovani soustavy ODR tedy opakované pocitdme hodnotu
funkce f v bodé r. Pokud je kladna, pokracujeme ve vypoctu. Jakmile zméni
znaménko, vime, ze paprsek narazil na objekt. Vratime se tedy o krok nazpatek,
zmen§ime krok (napf. na polovinu) a postupujeme déle. Tuto proceduru opaku-
jeme, dokud neni krok mensi nez pozadovana presnost, s jakou chceme pruisecik
paprsku s povrchem objektu najit.

Nas program jsme obohatili o nékteré spise kosmetické drobnosti, jako je moz-
nost stinovani objektu podle libovolné rozmisténych svételnych zdroji (nepodi-
tame vsak se stiny, které vrhaji samotné objekty, s odrazy ani s ohybem svétla ze
zdroju v gravitac¢nim poli — feSeni podobnych detailti neni pro nas ucel nezbytné)
¢i naneseni textury na objekt.

Vykreslovali jsme vzhled scény
sestavajici ze Zemé, v jejimz okoli
se vznasi cCerna dira. Pritom jsme
samoziejmé nebrali v potaz fakt,
ze by nase draha planeta byla sla-
povymi silami od takto masivniho
objektu v okamziku roztrhana na
kousky (nasim cilem je pouze zna-
zornit deformaci vzhledu objekti
v okoli velmi masivniho télesa).
Také jsme neuvazovali frekvencni
posuv v gravitacnim poli, ktery by
zpusobil zménu barvy prichazejiciho

svétla.

V jedné ze simulaci jsme pozoro- Obr. 78. Vzhled scény slozené ze Zemé se
vatele posadili do pocatku sourad- stfedem v bodé (0,0, —3) a polomérem
nic a Zemi do bodu o souradnicich 0,4 a ¢erné diry o stfedu (—0,2;0; —1,5)
(0,0, —3). Jednotka délky je zvolena, a poloméru 0,02 z hlediska pozorovatele
tak, ze polomér Zemé je roven 0,4. v pocatku

Do bodu (—0,2;0; —1,5) jsme umis-
tili ¢ernou diru o poloméru 2M = 0,02 (to odpovidad cca stondsobku hmotnosti

65) Ta ovSem nemusi byt konstantni. Muzeme predpokladat, ze se paprsek dale pohybuje
rovnomérné (provedli jsme velky pocet vypocetnich kroku, predpokladame tedy, ze se
paprsek nachédzi nékde daleko od centra), a vypoéitame, kde protne ndmi zvolené vzdalené
objekty. Témi mutze byt naptiklad krajina, hvézdné nebe apod.
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Slunce — fatélni dusledky pro Zemi i pozorovatele zfejmé netfeba zduraznovat).
Pozorovatel se diva proti sméru osy z, tedy primo k Zemi. Znac¢né pokriveny obraz,
ktery uvidi, je znazornén®® na obrazku 78.

Zavérem jesté drobné doznani. Zatajili jsme pred vami jednu nepfesnost na-
seho modelu. Sférické souradnice, ve kterych popisujeme pohyb paprsku, jsou
pouze matematicky zavedené objekty. Ve velké vzdalenosti od cerné diry sice maji
stejny vyznam jako ,,obycCejné“ sférické souradnice, ¢im vice se vSak priblizujeme
k horizontu udalosti, tim vice se od nich lisi. Sférické soutadnice, které jsou ze
své definice souradnicemi v plochém casoprostoru, nemizeme v jejich ptivodnim
vyznamu prenést do casoprostoru zaktiveného. Jednim z disledkt této kompli-
kace je, ze pri prechodu od nami pouzitych ,sférickych“ souradnic do soutradné
soustavy pozorovatele stojiciho v ur¢ité vzdalenosti®” R od &erné diry musime
vzdélenosti v radidlnim sméru vydélit faktorem 1 — 2M /R, zatimco vzdélenosti
v tangencialnim sméru ztstavaji stejné. Striktné vzato tedy nami ziskané obrazky
nejsou zcela presné, protoze smérovy vektor paprsku je tieba pred zacatkem vy-
poctu netrivialné pretransformovat z pozorovatelovych souradnic do globalnich
(podobné jako v pripadé specidlnérelativistického raytracingu uvedeného jako pti-
klad v poslednim dilu seridlu). Oprava vSak nastésti spo¢iva pouze v preskalovani
obrazkd pravé zminénym faktorem /1 — 2M/R. Ten se navic pro naSe obrazky
lisi od jednicky jen tadové o setiny.

Chaotické dvojkyvadlo

Z pohybovych rovnic dvojkyvadla jsme si vyjadrili U1 a s jako funkce V1, U2,
Y1 a ¥2. Pritom jsme zvolili mi1 = ma, l1 =12 (tedy p=1/2ax=1)aw =1.

Soustavu ODR jsme fesili Rungeovou-Kuttovou metodou ¢tvrtého radu. Tato
metoda je pro vétsinu aplikaci dostatecné presna, v pripadé chaotickych systémi
vSak ani ona nedokaze poskytnout zcela spolehlivé vysledky. Pokud bychom chtéli
skutecné precizné simulovat chovani dvojkyvadla, bylo by tfeba pouzit néktery
ze sofistikovanych algoritmid navrzenych specialné pro feseni pohybovych rovnic
(napf. tzv. symplektické integrdtory). Nas ale spiSe nez konkrétni stav kyvadla po
urcité dobé zajimaji statistické aspekty jeho casového vyvoje. Miizeme se tedy
spokojit i s ,,méné presnou“ metodou.

Pr1i kazdé simulaci jsme nejdfive ndhodné nastavili polohu jednoho kyvadla
(zvolili jsme ndhodné ¥1 a ¥2 z intervalu [0,2w)) a pocatecni rychlosti jsme po-
lozili rovny nule. Uhly 9] a ¥ pro druhé kyvadlo jsme pak nastavili na ki, resp.
ko-nasobek thla 91, resp. 92, kde

ki =14+ ¢esina, ko =14 ¢ccosa.

66) Dalsi obrazky i program raytracing _console.pas, kterym byly vytvofeny, muzete
najit na FYKOSich webovych strankach.

67) Dalsim prikladem zvrhlého chovani prostoru v obecnérelativistickych situacich je to,
ze i samotny pojem vzdalenosti prestava byt tim, ¢im se zda. Pokud naptiklad zmé-
fime vzdalenost mezi dvéma body pomoci radiolokace, dostaneme jiny vysledek nez pri
»fyzickém* méfeni pomoci tuhych tyci.
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Tato procedura zajisti, aby relativni odchylka poloh obou dvojkyvadel byla pri-
blizné rovna danému ¢ a pritom byla ndhodné rozdélena mezi thly 91 a 92 podle
nahodného parametru a. Pro na$ vypocet jsme zvolili ¢ = 5-107'° (jde tedy
skutecné o velmi malou odchylku).

Po nastaveni poc¢atecnich podminek jsme provadéli simulaci obou kyvadel (po-
uzili jsme integraéni krok dt = 2-10~*) a pribézné sledovali hodnotu odchylky

d= (9 — 1)+ (92 — 95)% + (D1 — 97)2 + (Do — ¥5)2.

Simulaci®® jsme zastavili po dosazeni ¢asu t = 36, piipadné pokud d piekrocilo
hodnotu 1.

Jestlize se vzdalenost obou kyvadel ve fazovém prostoru skutecné zvétsuje pri-
blizné exponencialné, pak hodnota veli¢iny log d roste zhruba linearné. Zavislosti
log d(t) ziskanou vypoctem jsme tedy prolozili pfimku pouzitim metody nejmen-
Sich ¢tverch a zaznamenali jeji smérnici (kterd souvisi s Lyapunovovym exponen-
tem).

Cely vypocet jsme opakovali 50 000krat a vypoctené smérnice jsme znazornili
ve formé histogramu (viz obrazek 79).

Cetnost

6000 1

5000 1

4000 1

3000 J_

2000 1

1000 1

-

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Smeérnice primky

Obr. 79. Histogram smérnic pfimek prolozenych zavislostmi log d(t)

Vidime, ze typicky se hodnota smérnice pohybuje v fadu desetin. Maximalni
hodnota je priblizné 0,6. V histogramu se sice vyskytuji i vyssi hodnoty, ale jejich

68) Program chaos_dvojkyv.pas naleznete na FYKOSich webovych strankéch.
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zastoupeni je zanedbatelné. Uvédomme si také, ze pouzitd metoda trpi nékolika
tézko odstranitelnymi neduhy — napiiklad zavislost log d(t) je linearni jen v dlou-
hodobém primeéru, pro presn€jsi urceni smérnice by tedy bylo tfeba provést mno-
hem delsi simulaci (pokud mozno v ¢asovém tuseku fadové vétsim, nez je typicka
perioda pohybu dvojkyvadla). To ovSem neni mozné, pravé protoze je studovany
systém chaoticky. Aby si obé dvojkyvadla zustala po celou dobu vypoctu blizka,
musime jejich poc¢atec¢ni podminky volit co nejblizsi, tedy € musi byt co nejmensi.
Zde ovsem narazime na omezené moznosti pocitacové aritmetiky. Jestlize € prilis
zmensime, nebude pouzity realny datovy typ schopen zachytit takto malé rozdily
v polohéach obou dvojkyvadel.

Ziskany vysledek tedy je nutné zatizen chybou, kterou musime urcitym zpu-
sobem odhadnout. Provedeme jen velmi hruby odhad podle charakteru ziskaného
histogramu. Hodnoty smérnice okolo 0,5 jsou jiz ziejmeé zastoupeny statisticky vy-
znamné, zvolime tedy chybu cca 0,1 a za maximalni hodnotu smérnice vezmeme
0,6 +0,1.

Nyni jiz zbyva jen urcit hodnotu maximéalniho Lyapunovova exponentu. Vzda-
lenost dvojkyvadel ve fazovém prostoru se, jak vime, méni s casem priblizné jako
Aexp(At). Veli¢ina d je v8ak druhou mocninou této vzdalenosti, a jeji logaritmus
se tedy méni jako

log d(t) ~ 2(log A + Atloge) .

Smeérnice, které jsme pocitali, jsou tedy rovny 2Aloge. Odtud jiz jednoduse
zjistime, ze maximalni Lyapunovtuv koeficient je

)\max - (0,7 :l: 0,1) .

Podivejme se, co to znamena. Maximalni Lyapunoviv koeficient nam udava
miru predvidatelnosti systému. Co kdyz si sestrojime dvojkyvadlo a chceme pred-
vidat, jak se bude pohybovat, kdyz jej vypustime z dané polohy? Na jak dlouhy
¢asovy usek budeme moci udélat spolehlivou predpovéd?

Predpokladejme, ze mame k dispozici zazracné experimentalni vybaveni, které
nam umozni pii urcovani pocatecni polohy soupetit s dosud nejpresné€jsim mére-
nim vubec, kterym je urceni frekvence hyperjemného prechodu v atomu rubidia
na 15 platnych cislic. Nase dvojkyvadlo se tedy stane nepredvidatelnym priblizné
po uplynuti ¢asu 7T, pro né€jz

exp(\T) ~ 10"°.
Odtud dostaneme T =~ 50. Vzhledem k tomu, Ze jsme na pocatku zvolili w =

= 1, odpovida tento casovy tsek asi osmi kmitim dvojkyvadla, coz neni nikterak
oslnivy vysledek.
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Podzimni soustredéni v Chrasticich

Soustfedéni se konalo od 20. do 27. fijna 2007 v Chrasticich na Jesenicku.
Legenda meéla nazev ,,Other Side“.

Organizatori

Jan Bednar, Pavel Brom, Peter Greskovic¢, Zdenék Kucka, Jan Lalinsky, Lukas
Malina, Ales Podolnik, Jan Prachar, Marek Scholz, Lukas Stritesky, Petr Sykora,
Tomas Tintéra.
Uéastnici

Jana Baxova, Katarina Baxova, Jan Bogar, Petr Cagas, Lukas Cimpl, Michael
Hakl, Jan Hermann, Zuzana Chlebounova, Tereza Jetrabkova, Airidas Korolko-
vas, Simona Lankova, Lukas Ledvina, Michal Maixner, Jakub Marian, Dalimil

Mazac¢, Jakub Michalek, Marek Necada, Alzbéta Pechova, Tereza Steinhartova,
Peter Vanya, Martin Vyska.

Fotky
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Jarni soustredéni v Zasece

Jarni soustfedéni FYKOSu probéhlo v tydnu od 4. do 11. kvétna 2008 v re-
kreacnim stredisku Zaseka severné od Velkého Mezifici.

Organizatori
Jan Bednar, Pavel Brom, Martin Formanek, Tomas Jirotka, Michael Komm,

Zdenék Kucka, Lukas Malina, Ales Podolnik, Jan Prachat, Marek Scholz, Krystof
Touska.

Uéastnici

Jana Baxova, Zuzana Bogarova, Zuzana Docekalova, Stanislav Fort, Jan Her-
mann, Katefina Honzakova, Zuzana Chlebounova, Tereza Jerabkova, Miroslav
Klimos, Karel Kolar, Airidas Korolkovas, Michal Koutny, Pavel Maly, Ondfej
Maslikiewicz, Marek Necada, Veronika Pastykova, Alzbéta Pechova, Lucie Po-

spisilova, Petr RysSavy, Tereza Steinhartova, Dana Suchomelova, Josef Tkadlec,
Martin Vyska.

Legenda

Se zrychlujicim technickym pokrokem v nejblizsim tisicileti lidstvo pokrocilo
uz tak daleko, ze dokaze clovéka vyslat napii¢ mezihvézdnym prostorem. Na sou-
stfedéni se tcastnici ocitli v roli posaddky kolonizac¢ni lodi Vanguard 2, ktera méla
za ukol osidlit vzdalenou planetu podobnou Zemi.

Let probihal hladce az do dosazeni cilové slunecni soustavy. Pii pristani doslo
ke kolizi s neznamym vesmirnym télesem a vétSina potfebného vybaveni byla
znicena, takze kolonisté museli zacinat doslova z niceho. Soustfedéni v nékolika
etapach (jednotlivych dnech) sledovalo vyvoj spoleénosti, jejimz cilem bylo dat
védét Zemi, ze spésné pristali.

V prvnich letech po ztroskotani bylo hlavnim problémem preziti expedice,
osadnici se museli vyporadat nejen s extrémy pocasi, ale i riznymi nemocemi. Po
zvladnuti téchto problémi se pocet lidi zacal zvétsovat a bylo nutné néjak vyresit
obzivu. Nastésti se na planeté vyskytovala domestikovatelna zvirata, a tak byl
dan zaklad fungujici spole¢nosti.

Zvladnuti prvotnich obtizi zabralo néjakou dobu, coz ale nesmélo ohrozit pu-
vodni cil vypravy. Zachovaly se nékteré tseky databazi z vesmirné lodi a bylo
je potieba zajistit a zkompletovat. Clovék ale takovou psychickou zatéz nevydrzi
dlouho, a proto je mu potieba zajistit i néjakou zabavu. Nestaci ale pouze archivo-
vat, zkuSenosti se musi i predavat, a proto si viidcové kolonista pripravili nejednu
tézkou zkousku.

Kolonie se rychle rozrista a uz ji pomalu prestava stacit ptivodni oblast ztros-
kotani, a tak se do vSech smértd vydavaji objevné vypravy a zakladaji se nové
osady a mésta. A ¢im vétsi je osidleni, tim vice potfebuje surovin a potravin.
Zv1ast co se tyce mineralt a rud, je planeta ponékud chudé, a tak se objevuji
nejruzné€jsi podvratné zivly, které se snazi vydélat pasovanim.

Neshody nad pfirodnim bohatstvim od skryté podpory pasSerakti preristaji
pres mensi potycky az k bojim o nalezisté. Kolonie se rozdélila na dvé poloviny
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s nejasnymi hranicemi, zato jasnymi cily — odiiznout tu druhou od zdroji bohat-
stvi. Zatimco se na fronté bojuje, v zazemi védci zkoumaji pozustatky databank
z vesmirné lodi a snazi se ziskat néjakou vyhodu nad souperem. A co nevymysli
védci, ukradnou tajni agenti nepratelské strané.

Po pfemozeni paseraky podporujicich organizaci se jesté neddvno zneptratelené
strany opét spojily ve hledani zptisobu, jak kontaktovat Zemi. Valecna snazeni
postrcila vyzkum o néjaky kus dopredu a nyni probihaji experimenty ze vsech
fyzikalnich obort. Poté, co astronomové odhali neznamy priblizujici se objekt,
snahy eskaluji.

Spolecnost vyspéla do moderni podoby, a tak se védci pri snaze o zkoumani pri-
létajiciho télesa museji zavdécit mocnym korporacim a primyslovym magnatim,
aby na né méli dostatek financnich prostiedkt. Nakonec je jejich snaha tspésna
a podafi se jim sestrojit vykonny vysila¢ a odvysilat zpravu. Zanedlouho také
dostanou odpovéd — nezndmy objekt je pruzkumné lod ze Zemé. Ptivezla s sebou
jesté vykonnéjsi vysilac¢, kterym hned dala védét domu. Az zprava doleti, budou
jisté oslavovat.

Fotky

Odpocinek na hrazi nadrze Mostisté
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Tyden s aplikovanou fyzikou

Po lonské aspésné akci jsme poradali v tydnu 31. 3. — 4. 4. 2008 druhy ro¢nik
akce Tyden s aplikovanou fyzikou, jejimz cilem je privést exkurze na nejriznéjsi
primyslova a védecko-vyzkumna pracovisté v CR. Akce se ztcastnilo 23 vybra-
nych nejlepsich fesiteld seminéare.

Pondéli 31. brezna — Den s experimentalni fyzikou

V pondéli 31. 3. se castnici TSAF mohli setkat s dalsimi kamarady a souperi
pri tradi¢ni a vétsi akci s nazvem Den s experimentalni fyzikou. Zucastnilo se ho
celkem 55 osob vcéetné pedagogického doprovodu a pratel resiteli i organizatort.
Akci zahajil proslovem prof. Zdenék Némecek, dékan MFF, a dr. Alena Havlickova
z OVVP. Naplni Dne potom byly dopoledni exkurze do laboratori MFF UK na
Karlové (spinové echo a opticky koherentni procesor v Praktiku III a IV, dale
pikosekundovéa laserova laboratof, elektronovy mikroskop a pokusy z mechaniky
nazivo ve spolupraci s KVOF, kdy si ticastnici pfimo mohli osahat fyziku, mj. napt.
chovani setrva¢niku. Odpoledni program probéhl v Ustavu jaderného vyzkumu
a Ustavu jaderné fyziky AV CR v Rezi u Prahy, kde jsme méli p¥ilezitost vidét
otevieny reaktor (v odstavce) s Cherenkovovym zafenim a dalsi experimentalni
zarizeni, jako napt. urychlovace.

Utery 1. dubna

Az v atery 1. 4. (kvtli mistnim pfedpistiim a omezeni poc¢tu) uc¢astnici TSAF
mohli zhlédnout reaktory a dozvédét se spoustu zajimavosti ohledné vyuziti jader-
ného zareni na obou typech reaktori s odliSnym vykonem. Po volném odpolednim
programu v Praze nasledovala navstéva nového tokamaku COMPASS-D prakticky
ihned po jeho slavnostni inauguraci na UFP AV CR na Slovance. Vyuzili jsme je-
dinecné prilezitosti detailné si prohlédnout jesté rozestavéné zarizeni, urcené ke
studiu chovani plazmatu. Lektori nas zavedli do rtznych technickych mistnosti
a zevrubné nas seznamili s aktualni problematikou jaderné fuze.

Streda 2. dubna

Ve stredu 2. 4. probéhl vylet pfimym rychlikem do Turnova, kde jsme mohli
navstivit spole¢nost Crytur (vyroba a opracovani krystalti pro nejriznéjsi apli-
kace), nasledné Vyvojové optické dilny UFP AV CR (pfiprava precizni optiky pro
potteby tstavit AV CR a historie dilen) a poté pro zajemce Muzeum Ceského raje,
Lidovou hvézdarnu v Turnové ¢i podniknout vylet do prirody.

Ctvrtek 3. dubna

Ve c¢tvrtek 3. 4. jsme si opét privstali, abychom stihli ranni vlak z Prahy.
Tentokrate jsme zamirili na severozapad, po tzv. bustéhradské draze rychlikem do
chmelem oplyvajiciho Zatce. Jako po cely tyden i dnes bylo zatazeno, prali jsme si
tedy aspon, aby neprselo. Jenze toto nase prani nebylo zcela vyslySeno, takze jsme
se krasné omyli kyselymi aprilovymi destiky. Nas vlak dorazil do stanice Pocerady,
kde jsme vystoupili. VSe podle planu. Kratkou prochazkou do elektrarny jsme
poznali, Ze energetika zdejsimu regionu dobre prospiva — nové chodniky, rozvody
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kabelové televize ¢i vkusné opravené domky jsou zrejmym diikazem spokojeného
Zivota ve stinu uhelné elektrarny spolecnosti CEZ.

V aredlu jiz zhruba padesatileté, avsak stale ¢iperné poceradské elektrarny nas
viele uvitali zodpovédni pracovnici a vyklad, kterého se nam dostalo, byl nadmiru
zajimavy. V duchu hesla ,netajime nic* jsme se na vlastni oc¢i presvédcili o hluc-
nosti prace turbogeneratort i drticek uhli. Elektrarna s instalovanym vykonem
1000 MW spolyka denné zhruba tii stovky vagéontt mosteckého uhli. Jakkoliv toto
¢islo bere dech, elektfina z tohoto provozu je nezbytna pro udrzeni stability tolik
nachylné elektrické rozvodné soustavy.

Po obédé v zavodni jidelné jsme pokracovali prohlidkou odsitfovacich jednotek
a technologického zazemi elektrarny. Pohled na obrovité kotle vyvolaval dojem
pekelného prostredi, i kdyz jsme se pochopitelné nikam nepropadli. Celé prohlidka
se odehrala ve velmi pratelském duchu, jakoz i rozlouceni, po némz jiz nasledoval
pochod na nedalekou zZelezni¢ni zastavku. Béhem prestupu v Mostu jsme si vSimli
tamni zvlastnosti. Vlak do stanice Hrob odjizdi dle informac¢niho panelu v 15:67.

Krajské mésto Usti nad Labem nés opét pfivitalo destém, namisto prochézky
centrem jsme vsSak zamifili na jih, proti proudu feky. Cesta primyslovou ctvrti
nebyla zrovna prijemnad, zfejmé proto jsme pro navrat volili druhy breh.

Mal4a vodni elektrarna Stiekov se nachazi primo pod stejnojmennym hradem,
tvoricim nezaménitelnou dominantu mésta. Pochazi z roku 1935 a sestava ze tii
Kaplanovych turbin, které jsou vsak jedinymi prvky z doby vzniku. Dnesni pro-
voz je plné automatizovany, vSe ridi pocitac a clovék vykonava pouze kontrolni
a servisni ¢innost. Protoze jde o ,Cistou“ elektfinu z obnovitelnych zdroji, jede
strekovska elektrarna vzdy na plny vykon. Prestoze exkurze probéhla velice rychle,
pokud bychom vzali v potaz velikost aredlu, museli bychom timérné tomuto stra-
vit v PocCeradech aspon cely tyden, ne-li vic. Tiebaze jde o nejvétsi malou vodni
elektrarnu, vejde se celd do pomérné malého domku nad fekou. Rekli bychom
houseboat.

BohuzZel nam zrovna neplula zadna lod na Prahu, takze jsme museli i zbytek
cesty stravit ve vlaku, ale bylo to svezeni pirekvapivé rychlé. Skoro se nam nechtélo
VEFit, ze jiz vidime Rip, posléze Mélnik a konec¢né i Hradéany.

Zavér a podékovani

Na patecni program byl planovan vyjezd do Plzné s prohlidkou Muzea plzenské
Skodovky a zavérec¢nou exkurzi do Plzeniského pivovaru. Bohuzel na posledni chvili
SKODA Plzen exkurzi zrusila, proto jsme akci ukonéili predéasné, pfipadné asi 10
zajemcd mohlo ve skupiné navstivit prazskou ZOO.

Radi bychom podékovali zaméstnancim MFF UK, jmenovité dr. Petru
Némcovi a dr. Jaroslavé Cerné za uvodni predndsky a demonstrace, dale
Ing. J. Madlovi, prof. P. Malému, doc. F. Trojankovi a dr. N. Zaludové za
realizaci svych exkurzi. Velké podeékovani patii téz dr. Vladimiru Wagnerovi,
hlavnimu koordinatorovi exkurzi v Rezi, a Michaelu Kommovi za zajisténi ex-
kurze k tokamaku.

Lektori na vSech pracovistich se nam velice ochotné vénovali a dokazali zodpo-
védét vSechny nase dotazy, vétsinou i odbornéjsiho charakteru. Tak letosni TSAF
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navazal na tuspéch lonské prvni akce a predlonské exkurze do CERNu a predpo-
kladadme jeho pokracovani i v pristich letech.
Za finanéni podporu dékujeme Skupiné CEZ.

Fotky
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FYKOS/ Fyziklani 2008

FYKOSIi Fyziklani je soutéz v reSeni prikladt z fyziky pro studenty strednich
skol, ktera se konala 30. ledna 2008 v budové Matematicko-fyzikalni fakulty Ke
Karlovu 3 v Praze.

Pravidla soutéze

Soutéze se zucastnuji druzstva s nejvyse 5 Cleny. Samoziejmé druzstvo mize
tvorit i méné Clent, ale zadné zvyhodnéni nebude poskytnuto. Na zacatku soutéze
dostane kazdé druzstvo 7 prikladid. Za kazdy spravné vyreSeny priklad dostane
druzstvo novy priklad. Za spravné vyteseny priklad se povazuje priklad se sprav-
nym vysledkem. Samotna soutéz probiha 3 hodiny. Pfi feseni ptikladii muzete
pouzivat kalkulacku a MFCH tabulky.

Vysledky
1. G Jana Keplera (Praha) 94 bodu
Karel Pajskr, Jakub Michdlek, Tomads Zeman, Tomds Nosek, Jakub Topfer
2. PCG Karlovy Vary 91 bodu
Jan Humplik, Michal Fecik, Martina Novdkovd, Martin Kos, Lukds Ledvina
3. G J. K. Tyla (Hradec Kralové) 85 bodu
Jakub Zagjic, Pavel Vitvar, Martin Michalek, Tereza Steinhartovd, Katefina Zdahotovd
4. G Spitalska & Trutnov 84 bodi
Karel Kold+, Vlastimil Dort, Jakub Cervenka, Krystof Hlinomaz, Hana Sustkovd
5. G Nad Aleji (Praha) 63 bodu
Martin Vyska, Jakub Marian, Matéj Peterka
6. G Christiana Dopplera (Praha) 58 bodu
Helena Svobodova, Lukds Drdpal, Viadislav Slama, Pavel Maly, Michael Hakl
7. Jiraskovo G v Nachodé 57 bodt
Petr Poldk, Karel Jara, Jan Dunddlek, Viadimir Lambert, Jaroslav Starek
8. G Matyase Lercha (Brno) 56 bodu
Lucie Pospisilovd, Jan Stribrny, Ondrej Kruml, Veronika Klevarovd, Kamil Vrbica
9.-10. G Mlada Boleslav A 53 bodu
Richard Polma, Lenka Fortovd, Adéla Gajdovd, Stépdnka Malypetrovd, Jindvich Hes
9.-10. G Pisnickad (Praha) 53 bodu
Marek Vandas, Tomads Hrebejk, Michal Klisky, Tereza Havlenovd, Jan Kudldcek
11. G Jaroslava Vrchlického (Klatovy) 51 bodu
Jakub Klemsa, Karel Kovarik, Jaroslav Mandik, Pavel Bdrta, Jaroslav Zimmermann
12. G Brno-Reckovice A 47 bodu
Alexzander Sldvik, Zdenék Faraka, Petr Svéda, Helena Paschkeovd, Véra Pavlickovd
13. G Budgjovicka (Praha) 40 bodu
Radek Doubrava, Karel Kalvoda, David Miler, Filip Foglar, Michael Svator
14. G Mlada Boleslav B 39 bodt
Zuzana Jantosovd, Miroslav Erben, Jan Vindrek, Jaromir Simdné
15. G Dr. Véaclava Smejkala A (Usti n L.) 38 bodii

Adam Michdlek, Romana Pavlikovd, Vojtéch Tuma, Jan Koren, Matous Novdk

189



FYKOS, XXI. rocnik

16.-17. G Zabteh 37 bodu
Jan Havlicek, Petr Vagner, Lukds Krasula, Ivo Faltus, Martin Valny

16.-17. G Jana Nerudy (Praha) 37 bodu
Matéj Kriz, Lukas Horak, Martin Pospisil, Vojtéch Kovarik, Ondiej Pelech

18.-20. G Opatov A (Praha) 35 bodu
Jirt Lzicar, Antonin Hanus, Anna Pergelovd, Tomds Chaloupka, Martin Jelinek

18.-20. G Sternberk 35 bodl

18.-20. G Jihlava 35 bodi
Marek Necada

21.-22. G Ivana Olbrachta (Semily) 33 bodi
Tomas Posepny, Jan Soukup, Barbora Mdkova, Petr Fejfar, Michal Viach

21.-22. G Ricany 33 bodt
Jan Berdnek, Matous Machacek, Jaroslav Petr, Zdenék Houfek, Libor Laichman

23.-24. G Brno-Reckovice B 31 bodi
Jaromir Bacovsky, Katerina Kldnovd, Jakub Bdrta, Radek Hrbdcek

23.-24. G Hlohovec 31 bodi
Matej Dzuro, Jakub Kmet, Vladimir Krajéo, Veronika Drgoriovd, Samuel Skoda

25. G Pierra de Coubertina (Tabor) 30 bodu

Stanislav Fort, Tomas Volf, Josef Janousek, Petr Hudecek, Lubomir Qulehle

Ve vysledkove listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkova listina vcetné
bodovant jednotlivych uloh je na nasich webovych strankdch.

Fotky

Zcela zaplnéna poslucharna M1
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Poradi nejlepsich resitell

Poradi nejlepsich resitelu

jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Jakub Muichadlek G Jana Keplera, Praha 109
2. Airidas Korolkovas KTU gymnasium, Kaunas, Litva 105
3. Lukas Ledvina PCG Karlovy Vary 80
4. Jan Hermann G Cesky Krumlov 75
5. Marek Necada G Jihlava 51
6. Prabhat Rao Pinnaka Kv Picket 48
7. Peter Ondac G Humenné 42
Kategorie 3. rocCnik
jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 110
2. Karel Kolar G Spitalska, Praha 105
3. Michal Koutny G Masarykovo nam., Ttebic 102
4. Hana Sustkovd G Trutnov 102
5. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava 72
6. Alzbéta Kadlecovad G Jana Keplera, Praha 56
7. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 51
8. Jana Figulova G Ludovita Sttra, Trenéin 47
9. Zuzana Chlebounovd G M. Kopernika, Bilovec 44
10. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 44
11. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha 43
12. Michal Maixner G Zilina - Vl¢ince 42
13. Katarina Bazxova G TLudovita Sttra, Trenéin 41
14. Alzbéta Pechovad SPS strojnicka Vsetin 40
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Kategorie 2. rocCnik(

jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Zuzana Docekalova G Ostrava - Hrabtvka 116
2. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 113
3. Tereza Steinhartovad G J. K. Tyla, Hradec Kralové 112
4. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 101
5. Jdn Bogar G Ludovita Stura, Trenéin 90
6. Tereza Jerabkova SPS a SOU Letohrad 78
7. Veronika Pastykovad G J. Ortena, Kutna Hora 69
8. Jana Bazovd G Ludovita Stara, Trené¢in 58
9. Katerina Honzdkovd G Jana Keplera, Praha 57
10. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 48
11. Michal Miller G Jevicko 47
12. Petra Knazekova G Ludovita Sttra, Trenéin 36
Kategorie 1. roCniki
jméno skola 3
Student Pilny MFF UK 200
1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 56
2. Zuzana Bogarova G Ludovita Stura, Tren¢in 48
3. Ondrej Maslikiewicz SPS Hronov 45
4. Barbora Drozdova G Ludovita Stura, Tren¢in 41
5. Tomds Bartoneék G O. Havlové, Ostrava - Poruba 27

Ve vysledkovych listindch jsou pouze nejlepsi resitelé. Kompletni vysledkové listiny

véetné bodovani jednotlivych uloh jsou na nasich webovych strankdch.
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ALES PODOLNIK A KOLEKTIV
Fyzikalni korespondenc¢ni seminar
XXI. ro¢nik — 2007/08

Predmluva: Tomas Jirotka

Namety uloh:
Marek Pechal (L4, LS, ILS, IILS, IV.S, V.E, V.S, VLS),
Jan Prachai (LP, LE, IL2, ILE, IV.1, VL1, VL.P, VLE),
Martin Formének (V.1, V.2, V.3, V.P), Pavel Brom (1.3, IIL.E, IV.4),
Jén Lalinsky (1.2, IL3, IV.E), Ales Podolnik (IIL1, IIL.2, IV.P),
Jakub Benda (V.1, V.4), Pavel Motloch (III.3, IV.2),
Marek Scholz (II1.4, IV.P), Lukas Sttitesky (II.S, IIL.S),
Roman Fiala (II.1), Jan Hradil (III.P), pan Janata (IV.3),
Jan Jelinek (VI.4), Tomas Jirotka (I.1), Martin Vyska (I1.4),
Lenka Zdeborova (II.P)

Autori resent uloh:
Marek Pechal (IS, IL.S, IIL.S, IV.S, V.S, VLS),
Jan Jelinek (II1.3, IV.1, V.2, VI.1), Ales Podolnik (II.1, II1.2, V.3, VL.P),
Marek Scholz (IL3, IIL.4, IV.E, VI1.3), Jakub Benda (1.2, ILP, V.4),
Peter Greskovi¢ (IIL.E, IV.3, VI.4), Jan Prachar (III.1, V.1, VL.LE),
Martin Formének (I.P, V.P), Tomas Jirotka (LE, IV.P),
Daniel Simsa (I1.2, IV.2), Krystof Touska (1.3, V.E),
Pavel Brom (IV.4), Zdenék Kucka (VI.2), Jan Lalinsky (II.P),
Jifi Lipovsky (III.P), Lukas Malina (I.1), Pavel Motloch (II.4),
Pavol Pseno (I.4), Lukas St¥itesky (IIL.S)

Seridl o pocitacové fyzice: Marek Pechal, Lukas Stritesky
Legenda jarniho soustredeni: Ales Podolnik

Tyden s aplikovanou fyzikou: Pavel Brom, Tomas Jirotka

Sazba: Toméas Jirotka
Obrdzky a grafy: Jan Prachaf, Marek Pechal, Tomas Jirotka, Jakub Benda

Jazykové korektury: Pavel Brom

Fyzikalni korespondencni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastifesen Oddélenim
pro vné&jsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematika a fyziku.
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Jaderné hratky
Navody na pokusy

Mnoho lidi si mysli, ze jadernd fyzika je strasné obtizny a komplikovany obor
a ze bez dlouhého a narocného studia se neda pochopit. Tuto zdanlivou slozi-
tost a nepochopitelnost zplsobuje fakt, Zze atom, a obzvlasté jeho jadro, jsou
nepredstavitelné mali¢ké, a z tohoto divodu se mohou chovat zcela jinak nez
véci, které jsou bézné kolem nds a které mizeme pozorovat. Atom i atomové
jadro miizeme zkoumat neprimo. V brozure najdete ndvody na pokusy a mo-
delovéni fyzikdlnich déji. Veskeré pokusy i hry jsou proveditelné s pomiickami
bézné dostupnymi v kazdé domdcnosti nebo skole.

Brozura je soudasti vzdélavaciho programu Svét energie a miZzete si ji spolu
s dal$imi zajimavymi materidly objednat na www.cez.cz/vzdelavaciprogram.

SKUPINA CEZ






