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20. roénik, tloha II. S ... &astice se spinem 1/2 (6 bodd; prameér 5,25; fesilo 16 studenti)
Céstice se spinem 1/2 (napt. elektron) se miize nachdzet ve dvou stavech projekce spinu

na osu z. Bud spin mif{ nahoru, pak se nachdzi ve stavu |1), ¢ dolu, to je ve stavu ||).

Tyto dva stavy tvori bazi dvoudimensionalniho Hilbertova prostoru popisujici pravée c¢astici se

spinem 1/2.

a) Napiste, jak vypadd operator identity na tomto prostoru v feci vektort |1) a |]).

b) Najdéte vlastni vektory/g Vla/s\:ﬁni Cisla majic S1, S2 a:?g.

¢) Méte zadédny operdtory S+ a S— ve tvaru S, = |1)(l|, S— = |1)(1]. Najdéte jejich vyjddieni
v bazi vektoru |T) a ||) a urcete, jak ptisobi na obecny vektor |¢) = a|1) +b|]). Jak vypadaji
vlastni vektory téchto operatoru a jaka jsou vlastni ¢isla?

d) Definujme vektory

_ L _ L
V2 V2

Ukazte, ze tyto vektory tvoii bazi na nasem Hilbertové prostoru, a najdéte vztah mezi
koeficienty a, b v rozkladu |1) do ptivodni bdze a koeficienty ¢, d v rozkladu |¢) = ¢|®)+d|®)
do nové baze.

e) NapiSte tvar operdtord spinu §1, S, a S5 v bazi vektortt |®) a |®). Urcéete jejich vilastni
¢isla a vektory.

|®) an+1w) 1o (n =1

Zadal autor seridlu Jarda Trnka.

a) Vime, ze vektory |1) a ||) tvofi na nasem dvoudimenziondlnim Hilbertové prostoru bazi,
operator identity bude mit tedy podobu

=+ DA

V této bazi bude mit tento operator samoziejmé podobu jednotkové matice.
b) Ukolem je nalezeni vlastnich vektorti a vlastnich &isel spinovych matic S;, tj. fesit rovnice

(5)-2(2)

VyfeSenim téchto algebraickych rovnic dostaneme normované vlastni vektory

1S, = 1/2) = % (}) 7 |Sl,>\:—1/2>:% <_11> ,

152, A = 1/2) :% (i) L ISe A =—1/2) = % (711) ,
sia=1/2= (o) = Isa=-12=(7) =

Symbol A samoziejmé znac¢i prislusné vlastni ¢islo. Vidime, Ze pro vSechny matice jsou
tato vlastni ¢éisla pouze +1/2. To odrazi fakt, Zze pfi méfeni spinu v libovolném sméru
muzeme vzdy dostat jako vysledek pouze tyto dvé hodnoty a nic jiného. Zkratka bud spin
miii nahoru, nebo doli. Castéji znac¢ime vlastni ¢islo stejné jako operator, tedy napiiklad

1S3 = 1/2) = [1).
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¢) Maticové vyjadreni operdtorit S a S_ v bézi vektort |1) a ||) najdeme z definice
_ (184D (1S4 (TINCLTY (T 0 1
= ((lIS+IT> <lIS+\l>) <<m><m> <lIT><lH>) (0 0> ’
_(IS-I1) (18- 10 (THYCITY LTI 00
5= (<ll57|T> <¢|Sfu>) (<i|l><T|T> <m><m>> (1 0) ‘

Na obecny vektor |¢) = a|T) 4 b|]) plisobi takto

Sel)y = (L) =bl1),  S-|) = [T} = all).

Vidime tedy, Ze operator S, ¢len a|l) Gplné ,zahazuje“, naopak ¢len b|]) jaksi ,povysi“
na b|1). Opravdu tento operator zvysuje tfeti komponentu spinu o jednotku, tj. |]) = |S5 =
= —1/2) zvedne na |T) = |S3 = 1/2). Vektor |) ale uz nemda kam zvedat, takze ho vynuluje.

Operator S_ se chovéa pfresné opacné, tj. snizuje kvantové Cislo prislusejici Ss o jed-
notku — méni |1) na ||), vektor ||) v8ak uz nemé na co zménit, tak ho vynuluje. Operatory
§+ aS_ proto nazyvame posunovact operatory. Tento koncept je obecny a plati pro stav
s libovolnym spinem®, nap¥. pro &4stici se spinem 2 by platilo

SiS3=1)=[S3=2), 5.[S5=0)=|S5=—1) apod.

Vektory odpovidajici maximalni, resp. minimalni hodnoté kvantového Ccisla S5 se samo-
zFejmé pusobenim §+, resp. S_ nuluji, tj. §+|S3 =2) = §,|Sg = —2) = 0. Vratme se
k nasemu prikladu.

Stejny vysledek piusobeni posunovacich operatori bychom dostali vynasobenim naleze-
nych matic a obecného vektoru

0 1 a\ (b 00 a\ (0
0 0/\v/) \o/’ 1 0J\b) \a/)°
Je dobré si uvédomit, ze oba postupy (maticovy a operdtorovy) jsou naprosto ekvivalentni.?

Nalezeni vlastnich vektort a vlastnich ¢&isel téchto operdtori (matic) je tloha velmi
trivialni, nicméné dava pozoruhodné vysledky

sea=0=(g) =, Is-a=0=(7)=mw.

Ke kazdému z operatoru existuje pouze jeden vlastni vektor, ten druhy by byl identicky
nulovy®. Jediny vlastni vektor a nulové vlastni &islo jsou signély toho, Ze ani jeden z t&chto
operatort nepredstavuje pozorovatelnou velic¢inu.

d) Dva vektory tvofi na Hilbertové prostoru bazi, pokud jsou na sebe kolmé. To pro |®) a |®)
splnéno je.

(®O) = 3 ((11) = (L) + U = (1) =

1) Dokonce se netyka pouze spinu, ale libovolné pozorovatelné.
2) Pro matematic¢téji zalozené ¢tendfe mohu doplnit, Ze algebra operatori je homomorfni s grupou
regularnich matic GL(n), tj. kazdy operator lze vyjadfit jako matici.

3)  Tomu by pak odpovidalo libovolné vlastni ¢islo, ale mluvit o ném u nulového vektoru postrada
smysl.
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Ve staré bazi ma obecny vektor rozklad [¢) = a|l) + b|]). Do néj chytfe vlozime identitu
ve tvaru I = |®)(®] + |©)(®|. Potom dostaneme

¥) = a (| + 0} (@D 1) + b (@) {(] + [©)(O]) 1)
(a(@[1) +b(@[1)) [®) + (a(®[T) + b{OI1)) |©) -

Skalarni souciny vektoru staré a nové baze maji hodnoty

1 1
@ =@ =©n="272, ©lh=-7%.
Po dosazeni vyjde
|w>:a+b|®>+afb|®> N c:a+b d:aib

V2 V2 V2 V2

e) Poslednim tkolem bylo vyjadfit matice spinu v bazi vektori
,brute force* vychézi z definice

,_ ((®lSie) (®Si|e)
s=(ge o)

®) a |®). Piimocary postup

K operétoru S; vloZime z obou stran identitu ve tvaru I = YT + [1){!l] a dosadime za
znamé hodnoty.

, 1[0 i ,_1(1 0 ,_1(0 1
Sl_i(—i 0)’ 52_2(0 —1)’ S3_2<1 0)'

K takto ziskanym maticim pak osvédéenym postupem urc¢ime vlastni ¢isla a vlastni vektory.

sia=12 = (1), isia=-ym =5 (1),
sia=1/2= (o) issa=-12=(1).

1S5, = 1/2) :% (i) LIS A=—1/2) = % (_11) .

Pozorny ¢tenar lehko nahlédne, Ze matice S2 a S3 se prohodily a matice S;1 se kom-
plexné sdruzila. Vlastni vektory a vlastni ¢isla se oproti ptivodnimu p¥ipadu nezménily (jen
prodélaly stejnou zaménu jako jejich matice). Matice Sj je v této bazi diagonalni, coz znadi,
Ze |®), resp. |®) jsou jeji vlastni vektory prislusné vlastnim hodnotam 1/2, resp. —1/2.

Pavel Motloch si vsiml velmi vyznamného jevu. Libovolny vektor vyjadfeny v nové bazi
muZeme na zékladé vysledkt tlohy d) vyjadfit pomoci staré baze jako

¢\’ 1 1 1 a
(1) =50 2)6)
kde carkou explicitné zdiraznujeme, ze se jedna o novou bazi. Vyse zminénou matici na-
zyvame matici prechodu mezi starou a novou bazi. Libovolnou matici vyjadfenou v nové

-3-
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bazi miizeme potom zapsat pomoci jeji podoby ve staré bazi jako A’ = UAU ™!, kde U je
ona prechodova matice. V nasem pfipadé je vyjadreni ¢, d pomoci a, b stejné, jako by tomu
bylo naopak (obecné to tak byt nemusi), tj.

1 /11N
=3 4) -

Vyjadieni matic S; pak dostaneme velmi jednoduSe prostym vynasobenim tii matic S; =

= US;U™Y, co# je podstatné méné prace nez v tradiénim piistupu.

Kratce k doslym fesenim. Byl jsem velmi mile prekvapen, Ze vétSina z vas vyresila vSechny
ulohy spravné ¢i jen s nepodstatnymi chybami. Bonusovy bod za pékné feseni by si tim padem
zaslouzilo mnoho z vas, ¢imz by ale ztracel sviij vyznam. Dostal ho tudiz pouze Pavel Motloch
za chytré vyfeseni posledni tulohy. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz
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