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Mili resitele!

Posilame vam zadani tloh pfedposledni série. Snad aspon jedna tiloha se vam zalibi. Uspésni
resitelé lonského ro¢niku od nas také jako odménu dostavaji rocenku 19. ro¢niku.

V avodu letdku bychom také chtéli vyzvednout a pochvalit skvélé vykony nasich fesiteld
v celostatnim kole Fyzikalni olympiddy. Konkrétné se jedna o Pavia Motlocha, Dalimila Ma-

zace, Jana Hermanna, Lukdse Ledvinu, Jakuba Bendu a dalsi. Doufame, Ze vam feseni naseho
seminare alespon ¢astecné pomohlo k tomuto tspéchu.

Honza Prachar

Zadani V. serie

Termin odeslani: 16. dubna 2007

Uloha V.1 ... smrt klaviristy

Z okna vyskové budovy vypadl klavir i s klaviristou, ktery po celou dobu padu hral zdé-
sené A. O k pater pod timto oknem odpocival nebohy umyvac¢ oken. Jak velké je k, jestlize
posledni, co umyvac slysel, bylo Ais, tedy tén o pultén vyssi? Rychlost zvuku v daném vzduchu
je 347m-s~ !, vyska jednoho patra je 3,1 m.

Uloha V.2 ... kapitan Kork opét zasahuje

Denik kapitana Korka: ,,Hvézdny cas 51824,2. Budoucnost hvézdné flotily je znovu ohro-
zena. Romulani se nas pokouseji znicit. Zautocila na nas jejich nova bitevni lod typu Karusel
s laserovym otacivym délem. Doktor Spok rozhodl, Ze neni mozno se s nimi utkat a musime
zaujmout vyhodnéjsi postaveni co nejdale od nepritele. Nas palubni védecky pracovnik bohuzel
ale zrovna spi a my ho nechceme budit. Jsme zfejmé odsouzeni k zadhubé. .. “

Poradte kapitanovi, jaky manévr ma provést, aby unikl jisté zkaze. Hvézdna lod Enterprise
ma tvar koule o poloméru R, na zacatku je ve vzdalenosti r9. Délo Karuselu se otaci ihlovou
rychlosti w a strili vzdy do mist, kde jeho laserovy senzor zjisti pritomnost Enterprise. Jakou
nejmensi rychlosti se mize Enterprise pohybovat, aby Karuselu jesté unikla?

Uloha V.3 ... odporova rada

Vzijte se do role teditele firmy, kterda chce jako prvni na svété zacit vyrabét rezistory
pro vSeobecné pouziti. Na zakladé prizkumu trhu bylo zjisténo, ze poptavka po rezistorech je
rovnomeérné rozdélena v rozmezi 1 {2-10 MS2. Z technickych divodi vsak muzete vyrabét pouze
konec¢né mnozstvi, feknéme 169, raznych rezistori.

Pokud zakaznik pozaduje rezistor s hodnotou R, a vy mu nabidnete rezistor s hodnotou R,
bude ,mira jeho nespokojenosti“ déna vztahem (1 — R,/Ry)?. Otéazkou je, jaké hodnoty od-
poru musi mit vami vyrabénych 169 rezistori, aby byla stfedni nespokojenost vSech zakaznikt

minimalni. Pro jednoduchost reknéme, ze prvni a posledni rezistor z vasi nabidky musi mit
hodnoty 12 a 10 M.
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Uloha V .4 ... exhumace darecku od Buffala

Buffalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V méstecku Clay
County mu konec¢né prisel na stopu. Strhla se prestielka. Buffalo si v§iml sudu pIlného petroleje
na voziku mezi sebou a Jessiem. ,,Jak dostat sud k Jessiemu, abych ho mohl zapalit,“ rozmysli
Bill.

Jessie prostrelil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal stiikat petrolej. Buffalo se trefil presné
do poloviny sudu a strili znovu. Vyfeste, s jakym pocatecnim zrychlenim se bude pohybovat
vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé. Predpokladejte, ze hybnost kulky je
nulova, a tfeni zanedbejte.

Do jaké vysky by se musel Buffalo trefit, aby petrolej strikal nejdale?

Uloha V.P ... co je to za okna?

Nedavno si nechal jeden z organizatori doma vymeénit okna. Misto starych dievénych prisla
nova plastova s dvojitymi skly. Okna se dodavaji v né€kolika variantach podle toho, jestli je
prostor mezi skly evakuovan anebo naplnén nékterym ze vzacnych plynt. Navrhnéte zptisob,
jak zjistit, kterou variantu organizatorovi dodali, ovSsem bez trvalych nasledkd na oknech.

Uloha V .E ... levotodivy svét

Zmérte optickou aktivitu roztoku glukdzy v zavislosti na jeho koncentraci. Opticka aktivita
je staceni roviny linearné polarizovaného svétla p¥i priichodu danou latkou. Uhel otoéeni je
pfimo imérny délce drahy, kterou paprsek v latce urazil, a zavisi také na vinové délce svétla.
Pokuste se zjistit/vymyslet /vzpomenout, ¢im je optickéd aktivita na molekuldrni trovni zpuso-
bena.

Méreni optické aktivity se pouziva k zjisténi koncentrace cukru v roztocich. Je tato metoda
spolehliva? M4 kazdy cukr stejnou optickou aktivitu?

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro reSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
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Reseni lll. série

Uloha III.1 ... obloZeny létajici tali¥ (} body; primér 3,37; vesilo 27 studentii)

Na zamoiském parniku pripravuje pro posadku jidlo kuchatr Thomas. Na podavani taliiti
ma Sikovné zarizeni. Pruzinovy drzak udrzuje vrchni talit porad ve stejné vysce. Vzdalenost
mezi talifi je 1 cm. A protoze je more bourlivé, sloupec 25 taliiti pékné kmita. Jaka je frekvence
téch kmiti? Uloha je ndpad Jana Hradila.

Uvodem popisme, jak celé slozité zafizeni vypada. Jde o pruzinovy oscilator,
na jehoz hornim konci jsou umistény talife. Jestlize je lod v klidu a nehoupe y*:
se, cely tento mechanismus ma za kol udrzovat nejsvrchnéjsi talit stale ve
stejné vysi bez ohledu na celkovy pocet talifti. Je zfejmé, Ze pruzina musi byt
dostatec¢né dlouhd, aby byla schopna i posledni (nejspodnéjsi) talif vyzvednout

do patri¢né vysky. —
v ’ ’ v 7 ’ . 7y -y
Z ptredchoziho odstavce snadno usoudime, Ze odebranim jednoho talife se =
pruzina roztahne prave o jeho vysku y. Pritom sila, ktera pruzinu stlacovala, se =
zmensi o tihovou silu pusobici na talir, tedy mg. Déale oznac¢me tuhost pruziny =
V4 . /7 /7 /1v”’ /7 / /7 Ve v . / g
pismenem k. Potom rovnice rovnovahy této dilci tihové sily a sily pruznosti ma =
tvar mg = ky, odkud snadno vyjadfime tuhost pruziny k = mg/y. —
Uhlova frekvence vlastnich kmitt pruzinového oscilatoru je dana vztahem Obr. 1.

Zatizeni na

L podavani
W=\ talir.
Nm'’

kde N je pocet talitd a soucin Nm jejich celkova hmotnost. Po dosazeni a drobné tpraveé jiz

snadno zjistime, ze
g
W=,/
\/ Ny’

odkud je patrné, ze vysledek neni na hmotnosti talifi viibec zavisly. Frekvence kmitt nasledné
vychazi
w 1 g 1 9,81

= = |/ Z = /2" Hz~1.0Hz.
f = o T\ Ny T an\ 25001 12 LOH2

Pokud si navic povSimneme, ze 1/g/(m-s~2) ~ n, muzeme cely vysledek pro zadané hodnoty
urcit z hlavy.

Jestlize nyni vypluje lod i s kuchafem Thomasem na $iré more, bude sloupec pétadvaceti
talifd kmitat s vlastni frekvenci 1 Hz. V dloze totiz neslo o to, aby zminéné zatizeni vyrovnavalo

houpani lodi, které jsme proto mohli z nasich ivah vypustit. Tomés Jirotka

byrot@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.2 ... pfistani na Titanu (5 bodi; primér 3,10; resilo 20 studentii)

V patek 14. ledna 2005 na povrchu Titanu hladce pristala sonda Huygens, pojmenovana
po objeviteli Titanu. Materska sonda Cassini ji nesla k Saturnu 7 let. Jedna se dosud o nej-
vzdalené€jsi pristani umélé sondy v déjinach.

Pristavaci modul o ¢isté hmotnosti (bez paliva) m, vybaveny reaktivnim motorem, se vzna-
Sel v klidu nad povrchem mésice (gravitacni zrychleni je zde g). Mél k dispozici palivo o hmot-
nosti My — m a zasobu energie o velikosti Ey, kterou vyuzival k urychlovani paliva (rychlost
a mnozstvi paliva vypuzovaného z motoru lze libovolné ménit). Jaka je maximalni doba, po
kterou se sonda mohla vznaset v konstantni vysce? Poradte Fidicimu stiedisku, jakym zpiiso-
bem by mélo naprogramovat rychlost a mnozstvi vypuzovaného paliva, aby této maximalni
doby dosahli. Ulohu vymyslel Marek Pechal.

Oznacme okamzitou hmotnost paliva vypuzovaného z modulu za jednotku casu jako u,
velikost jeho okamzité rychlosti pak v. Je-li v ¢ase t hmotnost modulu i s palivem rovna M
a modul se nehybné vznasi, je jeho hybnost nulova. V case t 4+ dt bude hybnost soustavy
modul-palivo rovna pvdt, protoze béhem doby dt bylo vypuzeno palivo o hmotnosti wndt
rychlosti v a modul je (podle pfedpokladii) stale nehybny. Zména hybnosti soustavy je tedy
rovna pvdt, to se vsak ma podle Newtonova druhého pohybového zakona rovnat impulsu
pusobici sily, tj. M gdt. Srovnanim pak dostaneme

puv = Mg.

Protoze nas zajima, jak se spotfebovava palivo a energie, bylo by vhodnéjsi mit misto
okamzité rychlosti paliva ve vzorci okamzity vykon, tedy energii spotiebovavanou na jeho
urychlovani za jednotku ¢asu. Tu ozna¢me obvyklym zptisobem jako P. Snadno nahlédneme,
ze plati P = %,LLUQ. Vyjadrime-li odtud v, pak dosazenim do predchozi rovnice dostavame

V2Pu=>Mg.

Pro dosazeni maximalni mozné doby vznasSeni je nejvyhodnéjsi, kdyz modul spotiebuje
veskerou zasobu paliva i energie. Pokud by totiz na konci procesu zbylo néjaké palivo a nezbyla
zadna energie, mohli bychom vybrat néjaky ¢asovy interval v priibéhu vznaseni, v némz bychom
ponékud zvysili mnozstvi paliva vypousténého za sekundu (avSak tak, aby stéle jesté néjaké
na konci zbylo). Potom bychom ovSem pro zachovani konstantniho tahu motoru museli béhem
tohoto okamziku o trochu snizit vykon P, a tak bychom usporili energii, kterd by spolu se
zbytkem paliva umoznila prodlouzit dobu vznaseni.

Jednou z moznosti, jak popsat priibéh procesu, by tedy mohlo byt udani zavislosti mnozstvi
zbylé energie na hmotnosti modulu (nebo naopak, to vSak v dalsim postupu p¥ili§ nehraje roli),
tedy urcité funkce E(M), pro kterou plati E(Moy) = Eo a E(m) = 0 a kterd musi byt zfejmé
rostouci. Da se ze znalosti pribéhu této funkce urcit celkova doba vznaseni T'7 Vskutku ano,
a to nasledujicim zptusobem. Provedeme-li derivaci F(M) podle ¢asu (Casové derivace budeme
znadit teckami), dostaneme pomoci pravidla o derivaci slozené funkce E’(M)M. Derivace zbylé
energie podle casu je vSak zifejmé rovna zaporné vzatému P, stejné tak jako casova derivace
hmotnosti modulu podle ¢asu je az na zaporné znaménko rovna p. Dostaneme tak rovnost P =
= E'(M)u. Dosazenim do vyse odvozené podminky vznaseni s ohledem na rovnost p = -M

pak ziskdme
- dM
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Metodou separace proménnych dostaneme pro dobu vznaseni (v podstaté jen mechanicky osa-
mostatnime d¢ a vlozime integra¢ni znaménka na obé strany rovnosti)

2F ( T Mo JoE" (M
CREOD [T o 7o [ZEOD
0 Mg

MO m

Snazime se tedy maximalizovat ur¢ity integral volbou vhodné funkce E(M), splnujici na-
vic jisté podminky, které jsme jiz uvedli. Zrejmé muiizeme pii hledani extrému sméle zahodit
multiplikativni konstanty a hledat tak pouze maximum integralu

v VEUD

m

(2)

Uloha, kdy hleddme funkci, pro kterou néjaky integralni vyraz nabyva extrémni hodnoty, je
asi pro vétsinu z vas nanejvys podezrelad. Na stfedni skole nic takového nepotkate, ackoliv jde
o velmi uziteény typ tloh.' Vzhledem k nesmirné uzite¢nosti tohoto postupu mi snad ti, kdo
jej znaji tfeba z Feynmanovych prednasek, odpusti drobné opakovani.

Takovéto ulohy se fesi v principu podobné jako hledani extrému funkce. To, Ze jsme na-
sli extrém, zjistime tak, ze pokud se o kousek pohneme libovolnym smérem, hodnota funkce
se ,vice méné“ nezméni. My budeme s nasi funkci také malinko hybat (variovat ji) pri¢ita-
nim néjaké pomérné libovolné zvolené malé funkce a budeme sledovat, jak se méni hodnota
integralu.

Dosadme tedy do naseho integralu misto E(M) soucet E(M) + n(M), kde n(M) bude ona
mala funkce. Dostaneme tak

J R I

M

m

Protoze funkci f(z) miZzeme v okoli zvoleného bodu xy pomérné dobfe aproximovat vyrazem
f(x) = f(xo)+f (xo)(x—x0) (je to jako nahradit graf funkce jeho te¢nou v bodé xo), dostaneme

odtud pro \/E'(M) + n/(M) ptiblizny vyraz /E' (M) +n'(M)/2\/E' (M

Zmeéna hodnoty integralu zptsobena prictenim nasi malé funkce je tedy priblizné rovna

/MMdM
m  2M\/E'(M)

Integrace per partes pak dava

n(M)
2M \/E'(M)

Yo d 1
_/m M) g <2M E’(M)) -

m

Vsimnéme si vSak, ze hodnoty F(M) jsou v bodech m a My pevné dané a funkce n(M) v nich
tedy musi byt nulova. To ovSem vynuluje prvni ¢len v tomto vyrazu.

Hledame-li extrém pivodné uvazovaného integralu (2), musi byt jeho zména jistym zpuso-
bem malé bez ohledu na volbu funkce n(M). Neni nic pfimocaiejsiho, nez zkusit, zda nékdy

1) Kdo nékdy nechtél védét, pro¢ ze viech kiivek dané délky ohranic¢uje nejvétsi plochu pravé kruznice?

5
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.....

registruji, ze se tak skute¢né stane, pokud bude vyraz pod integralem v odvozeném vyjadieni
zmény identicky nulovy. Protoze jsme v8ak funkci n(M) mohli zvolit tak, Ze sama neni nulova
nikde (samoziejmé kromé obou krajnich bodi), musi byt

d 1 _
it \aar/eon)

To uz je obycejna diferencialni rovnice, jejimz integrovanim a dpravou dostaneme nejprve

1 /
aeee B M)
a nasledné pak .
EM)=A— ——.
(M) NP

Integrac¢ni konstanty A a C zvolime tak, aby bylo E(My) = Eo a E(m) = 0. Dostaneme pak
hledanou funkci

E(M) = % (1- %) , (3)
B(0) = - Mf(’_]‘ﬁTMQ. (4)

Nakonec vypocitame zavislost vsech podstatnych veli¢in na case. Dosazenim (4) do (1)

a upravou ziskame
N = gy Mo—m
o g 2E0Mom '

Tuto rovnici dotfesime separaci proménnych

1 . 1 4t Mo—m
M) Mo N 2EoMom

Odtud také miizeme dostat dobu 7" polozenim M = m.

. 1 2E0(Mo — m)
T = g\/ Mo : (6)

/ mMoEO

Zderivovanim podle ¢asu najdeme vztah pro veli¢iny P a u.

Dosazenim (5) do (3) ziskdame

Ey Tg> Mg 1
P(t) = =2 t) = .
W=7 =05 AT My 2E0)
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Vyuzitim vztahu P = % puv? dostaneme

2E)y

v(t) = TgM

+gt. (8)

Vztahy (5) az (8) davaji vSechny podstatné informace o idedlnim pribéhu vznaseni modulu,
které jsme hledali.

Jisté jste si vsimli, ze jsme nedokazovali, Ze pro nalezenou funkci uvazovany integral (tedy
doba vznéseni) nabyva skuteéné maximélni hodnoty. Intuitivné mtzeme tento nazor podeptit
faktem, ze hodnota integralu (2) je shora omezena?, a tedy by mél byt jediny nalezeny extrém
maximem. Matematicky zcela spravny diikaz by byl pravdépodobné docela zdlouhavy. Tento
problém ve svém origindlnim FeSeni (zalozeném ovSem na ponékud odliSném principu, nez jaky
zde byl popsan) velice hezky vyftesil Tomds Tintéra. Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III. 3 ... vzdalenost vizualni dvojhvézdy (4 body; primeér 3,15; fesilo 27 studentii)

Z redukovanych hvézdnych spekter slozek dvojhvézdy (podle pritomnych spektralnich car,
z nichz zadnéa v tomto pripadé neméni svou polohu v ¢ase) jsme urdili spektralni tiidy obou
hvézd a nasledné odhadli jejich hmotnosti na 2 a 3 hmotnosti Slunce. Z pozorovani daleko-
hledem s ohniskovou vzdalenosti 3 m vime, ze slozky skutecné obihaji v neménné vzdalenosti
5 tthlovych minut od sebe jednou za 50 let.

Dokazete z téchto informaci urc¢it vzdalenost dvojhvézdy od Slunce? Pokud ano, uvedte,
jak jste jednotlivé informace pouzili, anebo nepouzili, a vysledek vhodné zaokrouhlete. Také
okomentujte, jaky vliv na néj ma nepresna znalost tidaji, zejména hmotnosti.

Pri astronomickém pozorovani vymyslel Pavel Brom.

Hvézdy o hmotnostech M; a M2 na sebe gravitacné pusobi. Vime, ze spektralni cary v case
nemeéni svoji polohu. Z toho mtzeme odhalit, ze se hvézdy pohybuji v roviné kolmé na spojnici

Vvieyv

Vv

v presném znéni vypocteme vzdalenost R mezi hvézdami. Vzdalenost dvojhvézdy od Slunce
potom urc¢ime pomoci goniometrickych funkci v trojahelniku.

Postupujme podrobné a odvodme tieti Kepleruv zdkon. Na kazdou hvézdu ptisobi gravita¢ni
sila a odstrediva sila. Obé sily musi byt v rovnovaze

%Mle _ M1w27°1, %Mle

—_——% _— s = M2w2T2 s
(r1 4 72)° (r1 4 72)*

2)  Uzijeme Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, podle niz plati

(2 F@g(e)dz) < [° (@) de - 4 g (2) da,

tedy v nasem pripadé

([ 5 ) < [ wanar [ o~ (2 1))

m m m My
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kde w = 2x/T a T = 50let. Po jednoduchych tpravach dostaneme

- %MQ 3 %Ml
w2 (1 + MQ/M1)2 .

2 2 9 T2
w2 (1 + My /M)

Dostavame vzdalenost hvézd od sebe

z(M1+M2)T2)1/3

R=7“1+7“2=< 13

coz je treti Keplerav zakon v presném znéni.
Oznacime-li ¢ uhel, ktery sviraji slozky dvojhvézdy pfi pozorovani,
plati pro vzdalenost x dvojhvézdy od Slunce

R/2 _ R _R

Tr = ~ ~ v
tg(p/2) tgy ¢ Zemé
. : y 1 ) - Obr. 2.
kde maly thel ¢ je v radidnech. Po ciselném dosazeni vychazi x = Pozorovani
= 2,4-10"2%km = 16000AU, coz je Sestnictina vzdalenosti nejblizsi o
. N L » ’ ) ) dvojhvézdy ze
hvézdy od Slunce. V nasem zadani se vyskytla mensi chyba. Uhlova vzda- Zemé

lenost méla byt zadana jako 5 vtefin, nikoliv 5 minut. Po dosazeni ¢ = 5"
vyjde vzdalenost od Slunce z = 1,4-10'* km = 151y.

V feseni jsme nepotiebovali idaj o ohniskové vzdalenosti dalekohledu. Z informace o spekt-
ralnich carach jsme zjistili postaveni dvojhvézdy vzhledem k Zemi. Z hmotnosti slozek a periody
obéhu jsme urcili vzdalenost slozek dvojhvézdy od sebe. Konecné vzdalenost dvojhvézdy od
Slunce jsme stanovili ze znalosti o thlové vzdalenosti jejich slozek.

Hmotnost systému vystupuje ve vztahu pod treti odmocninou. Tedy relativni chyba urceni
hmotnosti se na celkovy vysledek pfenasi z jedné tfetiny. Ostatni veliciny (thel a ¢as) jsme
schopni mérit velmi presné, takze se v celkové chybé také vyrazné neprojevi.

Vétsina doslych feseni byla spravna. Nekteti resitelé opomenuli diskutovat vliv chyby urceni
hmotnosti a témér nikdo neuvedl, jak jednotlivé zadané informace pouzil/nepouzil pfi FeSeni

1lohy. ¥ ¥
oy Zdenek Kucka
zdenek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II1.4 ... topeni Alberta Einsteina (5 bodi; primér 3,50; vesilo 16 studenti)

Albert Einstein se v dichodovém véku (narozdil od svych vrstevniki Stourajicich se v za-
hradce) zamyslel nad riznymi paradoxnimi jevy. V zimé si vsiml, ze kdyz ohfiva vodu v topeni
primo ohném, ucinnost je velmi mala.

Napadlo ho vyzkouset jiny postup. Vzit idealni tepelny stroj a pouzit kotel a venkovni
vzduch jako teplou a studenou lazen. Praci, kterou z tohoto stroje ziska, pak vlozit do jiného
idealniho tepelného stroje, ktery bude odebirat teplo vzduchu a predavat jej vodé. Jestlize jsou
teploty kotle, vody a vzduchu Ty, T> a T3, jaka je ucinnost ohfevu vody? Nedochazi nahodou
k poruseni druhého termodynamického zakona? Ulohu navrhl Matous Ringel.

Hned na zacatku upozornim, ze se v feseni nebudeme drzet korektni znaménkové konvence,
protoze by se text pravdépodobné trochu zneptehlednil. Teplu i praci prisoudime vzdy kladné
znaménko bez ohledu na to, zda je stroj ziskava ¢i uvolnuje. Vyznam kazdé veliciny bude
ziejmy z kontextu.

8
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Popisme struc¢né situaci a zavedme znaceni. Ohen predava kotli teplo Q. Stejné velké
teplo Qin,1 z kotle odebira prvni tepelny stroj a teplota vody v kotli zfistava tudiz stala. Céast
tohoto tepla Qous,1 prejde do studené lazné (vzduchu) a zbytek pfijatého tepla se pfeméni
v praci Wout,1. Mlizeme tedy psat

Qin,l - Qout,l - Wout,l .

Druhy stroj odebira teplo Qin,2 studené lazni (vzduchu) a pfijiméa praci Win, 2. Ziskané teplo
a prace se pfemeéni v teplo Qous,2, které stroj odevzda teplé lazni (vodé). Plati tedy

Qin,2 + VVin,Q - Qout,Q-

Zajima nas, zda je Qout,2 vE€tSi nez Qin,1 potazmo Qo.
U¢innost prvniho stroje je definovéana jako pomér vykonané prace Wout 1 a piijatého tepla
p Je ] J p y p , p11) p
Qin,1. Ucinnost idealniho tepelného stroje (Carnotova cyklu) je déana pouze teplotami lazni
a plati

_ Vg(?ut,l _ TlT 13 ' 9)
in,1 1

Druhy stroj je uplné stejny jako prvni, jen s tim rozdilem, ze vSechny déje probihaji v opac-

ném smyslu a stroj pracuje jako tepelné cerpadlo. Opét muizeme definovat t¢innost® stejnym

zpusobem jako u prvniho stroje. Nyni to bude pomér prace prijaté a tepla odevzdaného teplé

lazni

m

Wing  Ta—1T3

, = 10
g Qout,? T2 ( )
Dale vime, ze veskerou praci, kterou prvni stroj vykona, preda druhému stroji,

Win,2 — Wout,l . (11)

Z rovnic (9), (10) a (11) jiz snadno vyjadiime pozadované teplo Qous,2, které druhy stroj
preda vodé v topeni

Qout,2 == E in,1 - (12)
M2

Celkova u¢innost naseho systému je tedy n = n1/n2. Podle (9) a (10) zfejmé plati 71 > 12,
a muzeme tedy Tict, ze se slozit€jsi zpusob ohrivani vyplatil.

Ovérme jesté, zda nedochazi k poruseni druhého termodynamického zakona. Jedna z jeho
formulaci 1ika, ze neni mozné, aby teplo prechazelo z chladnéjsiho télesa na teplejsi bez vy-
konani dodatecné prace. V nasem pripadé vsak prvni stroj pracuje zcela regulérné a ,vyrabi“
praci, kterou odebira druhy stroj pracujici jako tepelné cerpadlo, a jisté tedy nedochazi k sa-
movolnému prechodu tepla z chladnéjsiho vzduchu do teplejsi vody. Tepelného cerpadla se
v soucasnosti ¢im dal hojnéji vyuziva k vytapéni domi. Nepouziva se ovsem klasicky tepelny
stroj — vyuziva se podobného principu jako u bézné chladnicky. Cerpadlem se prohani pracovni
kapalina mezi studenou a teplou lazni, pricemz ve studené lazni je docileno vypareni pracovni
kapaliny a v teplé lazni jeji nasledné kondenzace, ¢imz se prenasi teplo a tepla lazen se ohtiva

na ukor studené. Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

3)  Mame na mysli G¢innost Carnotova stroje. Uéinnost tepelného &erpadla je prevracend hod-

nota 1/m3.
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Uloha III. P ... akrobat na lyZich (4 body; primeér 3,56; tesilo 32 studentii)

Jisté znate lyzarskou disciplinu akrobatické skoky. Lyzar po rozjezdu z kopce najizdi na
miistek a skace do vzduchu. Pred dopadem zvladne skokan provést nékolik vruti a salt. Vy-
svétlete, jak to lyzar déla — co musi udélat, aby se zacal otacet tak, jak chce. Jak vyvratite
tvrzeni, ze podle zakona zachovani momentu hybnosti se musi skokan po celou dobu skoku
otacet kolem stejné osy a stejnou rychlosti?

Problém vrtal hlavou Honzovi Pracharovi pri sledovdni zimni olympiady.

Vskutku jde o problémovou ulohu, takze toho moc nevypocitame a budeme spise kvali-
tativné uvazovat. Udélame malou analyzu toho, jak se véci (i lidé) pohybuji a proé. Jak to
tedy lyzar déla? Co musi udélat, aby se otacel tak, jak chce? Je to velmi obtizna otazka, pro-
toze prisné vzato se lyzar neotaci — jeho pohyb je mnohem komplikovanéjsi. Rozeberme proto
nejdrive nékteré jednodussi pripady.

Ptedstavme si nasledujici situaci.* Hledime na mirny zasnézeny kopecek, nad hlavou mame
modrou oblohu. Najednou se od kopecku odrazi lyzar a vyléta do vzduchu. Uz pri odrazu se
pohybu). Ruce mé rozpazené a v okamziku skoku je pro lepsi odraz vzpazi. Aby za kopcem
dopadl opét na lyZe, musi se néjak otocit, ale béda! Lyzaf ma jen malou thlovou rychlost,
takze pravdépodobné neuspéje a nejspis spadne na nos. Lyzai proto musi udélat néco, aby
svou uhlovou rychlost zvétsil a dostal se do spravné polohy ptri dopadu. Lyzar v nejvysSsim
bodé pritahne ruce k télu a taky nohy k zadku. Skutecné to pomahd, zacne se rychleji otacet,
a kdyz uz je blizko spravné vertikalni orientace, opét ruce a nohy roztahne, otaceni se zpomali.
Pfi dopadu miize lyzaf pruzit nohama a také rukama (dopad zmirni pfi prudkém $vihu rukama
dold). Podstata je tedy jednoduchd — ve spravny cas se stdhnout, zrychlit rotaci a ve druhy
spravny okamzik se zase roztahnout. Pravého FYKOSaka ovSem takovéto vysvétleni nemiize
uspokojit. Pro¢ se lyzatr zacne otacet rychleji, kdyz pritdhne ruce a nohy k télu, a naopak
pomaleji, kdyz je roztahne?

Méjme téleso, které se otaci tithlovou rychlosti w kolem osy stalého sméru prochéazejici
hmotnym stiedem vici niz m& moment setrvacnosti J. Ze skoly znate druhou impulzovou vétu
ve tvaru M = JAw/At; ten plati, pokud J je konstantni a méni se jen thlova rychlost. Pokud
se méni také J, spravny vztah zni
A(Jw)

At

Plati tedy, ze moment hybnosti Jw télesa, na néz nepisobi zadné momenty sil vzhledem k ose
otaceni, je konstantni.

Lyzar je rovnéz téleso, ale nikoliv tuhé. Otaci se porad ve stejné roviné a jedina sila, ktera
na néj pusobi, je tihova sila, kterd ma ptisobisté v tézisti, a ma tedy nulovy moment vzhledem
k ose rotace. Pokud chce lyzar zvysit svoji rychlost otaceni, zmensi sviij moment setrvacnosti J;
uhlova rychlost se pak musi ve stejném pomeéru zvysit, aby byl moment hybnosti L = Jw
konstantni.

V diskutovaném skoku lyzar rotoval porad kolem stejné osy, kolmé na rovinu pohybu.
V takovém pripadé je vektor thlové rychlosti rovnobézny s vektorem momentu hybnosti L =
= Jw.

Dalsi situace vypada takto — lyzar pfi jizdé v boulich najizdi na mistek, pii odrazu se
natoci, leti, rotuje kolem podélné osy svého téla. Pak roztahne nohy s lyzemi co nejvice do

M =

4)  Situaci najdete na strance http://wuww.fotosearch.com/EYW806/ev02127/ jako video sekvenci.
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stran, jeho rotace se zpomali (uz vime proc), to aby vypadal co nejlip a nejneuvéfitelnéji
v nejvyssim bodé, pred dopadem nohy vrati dol, zrychli svou rotaci a efektné dosedne na
svah.

Zajimaveéjsi je pripad, kdy se lyzar odrazi tak, ze ziska rotaci kolem obecné osy prochazejici
jeho télem. Existuji totiz skoky, pri kterych zlistava témér rozum stat, kdy akrobat rotuje kolem
proménné osy, proménnou rychlosti a v proménném tvaru (napf. trojité salto s péti vruty Alese
Valenty). Jak je to mozné? Neodporuje to nahodou zdkonu zachovani momentu hybnosti? Ten
tvrdi, Ze vektor L je béhem pohybu ve vzduchu konstantni, pokud celkovy momenty vnéjsich
sil puisobicich na lyzare je nulovy. Podminka zakona je splnéna, nebot tihova sila (jedina vnéjsi

Vv

kdyz w méni jak velikost, tak smér? Jsou proto dva zakladni dtavody.

1. Uz pro volné tuhé téleso se zjistilo, Ze moment hybnosti vzdy nemifi stejnym smérem jako
thlova rychlost. Uhlova rychlost se méni jak v prostoru, tak viéi télesu.” Akrobat toho miize
vyuzit a pockat, az bude ve spravné poloze, a pak udélat néjaky pohyb (napi. nohama nebo
rukama).

2. Clovek neni tuhé téleso. Pokud chce, miize zménit svoji konfiguraci, a diky tomu je dokonce
mozné, aby clovek zménil svou orientaci v prostoru bez toho, aby néjaky moment hybnosti
meél! Predstavte si, Ze jste pravé v nejvyssim bodé vyskoku ve vzduchu, bez jakéhokoliv
momentu hybnosti ¢ili bez otaceni, a chcete se otoéit o 180°. Jak to udélate? Ze to nejde?
A co kdybyste zkusili otacet obéma upazenyma rukama ve stejném sméru? Otocite se
v opa¢ném sméru!®

Lidské télo tedy neni tuhé téleso a i diky tomu je mozné s nim provadét nejriznéjsi akroba-
tické vykony. Kazdy akrobat se mize otacet, jak chce, pokud je moment hybnosti stale stejny.
Jednoduchy priklad — predstavme si vzprimeného akrobata ve vzduchu, jak rotuje kolem své
podélné osy z. Vektor momentu hybnosti miri stejnym smérem. Pokud vsak udéla spravnou
sérii pohybt, mtize dostat své télo do roviny xy kolmé na vektor momentu hybnosti. Osa rotace
je na konci stejnd (pfi zméné nebyla); moment setrvacnosti a thlova rychlost se zménily ve
stejném poméru. Problémem pak uz je se jen naucit tu ,spravnou sérii pohybu“, coz urcité
neni trivialni a vyzaduje trénink.

Akrobati na lyzich skdcou kombinaci salt (rotace kolem vodorovné osy) a vruta (rotace ko-
lem podélné osy téla). Tu prvni ziskava lyzaf spravnym odrazem a koriguje ji natdhnutim anebo
stazenim rukou a nohou. Tu druhou ziskava lyzar taky pri odrazu, poméaha si ale rukama —
svihne s nima pfi odrazu a dal tuto rotaci ovliviiuje pohybem rukou. Celou souhru pohybii je
tézké pochopit, natoz pak popsat. Podivejte se na vlastni oéi, jak to Ales Valenta déla”.

Nekteri resitelé si uvédomili, Zze na akrobata vlastné ptisobi vzduch, a tedy moment hybnosti
se nezachovava. Striktné vzato ano, ale v kazdé realné situaci pusobi velké mnozstvi vlivi
a musime si uvédomit, zda jsou podstatné. Pokud se podivate na takovy skok, jisté dojdete
k zavéru, ze tak rychlou rotaci (a tak velké zmény) nemohou byt vyvolany jen odporem vzduchu.
Podstatny je tu pravé vklad akrobata — rozjezd, skok a celkova koordinace pohybfi.

Vyskytl se také casto nazor, ze akrobat dokéze ménit svou thlovou rychlost, protoze jeho
rota¢ni energie ziskana odrazem Jw? /2 je konstantni. To vSak neni pravda, pfi zmenseni mo-

5)
6)

Koho zajimaji tyto a jiné vlastnosti tuhého télesa, doporucuji Feynmanovy prednasky z fyziky I.
Za tento napad dékuji Tomdsi Bzduskouvs.
7) http://www.youtube.com/watch?v=Io2W-kGONws
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mentu setrvacnosti lyzar prekonava odstredivou silu a jeho prace se spotfebuje na zvyseni jeho
rotacni energie.

P#i zamysleni se nad touto tlohou jsem klikl taky na zajimavy odkaz®. Na videu je hezky
ukazano, ze co se pohybovych moznosti tyce, clovek neuznava zadné meze.

Jan Lalinsky
jano@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.E ... Planckova konstanta (8 bodi; primeér 5,33; vesilo 24 studenti)

Navrhnéte a dostatecné teoreticky zdiivodnéte metody k experimentalnimu urceni Planc-
kovy konstanty, které se daji realizovat doma, prip. s vybavenim ve skolni laboratori, a alespon
jednu z nich provedte. VSechny veli¢iny, které je mozné experimentalné urcit (zvazte uziti sta-
tistiky), co mejpresnéji zmérte a spravné vyhodnotte velikost této fundamentalni konstanty
s prislusnou experimentalni chybou.
Napovéda: LED dioda s ochrannym rezistorem stoji cca 5 Kc.

FExperiment k serialu navrhl Pavel Brom.

Experimentalni urceni fundamentalni konstanty, jakou je Planckova konstanta, je obecné
obtizné a v Teseni se nevyhneme slozité diskusi vysledk méreni. Hlavni motivaci k zarazeni
ualohy bylo téma serialu, které nam na odlehcené turovni dovoli vysvétlit potfebnou teorii.
Uplatnime metodu doporuéenou v zadéani (uziti LED diody), a proto se nejprve vénujme teorii
polovodi¢a®.

Teorie

Elektrony v atomech vyhovuji Pauliho vylucovacimu principu — zadné dva elektrony se
stejnym spinem nemohou mit stejnou energii (pfesnéji stejnd kvantova ¢isla). A tak elektrony
obsazuji energetické hladiny postupné od té nejnizsi. Pri nulové teploté zadnou hladinu ne-
vynechaji, az po urcitou energetickou mez jsou vSechny hladiny zaplnéné nad ni jsou hladiny
neobsazené.

V pevnych latkach se setkavame s pozoruhodnym jevem. Energetické hladiny elektroni
jsou u sebe neuvértitelné blizko, elektrony mohou prakticky nabyvat spojité kazdé energie (to
je dusledek toho, ze v pevné latce je elektrontt neuvéritelné moc). Existuji vSak intervaly energii,
které jsou zakdzané. Zadné elektrony nemohou mit energii z téchto intervalt. Zavislost energie
elektronu na vlnovém vektoru nazyvame pasové schéma (pasova struktura), nebot povolené
a zakazané energie tvori , pasy“.

U polovodicu je konfigurace elektronu pravé takova, ze mezi posledni obsazenou (ji odpo-
vida energie Fy) a prvni neobsazenou hladinou (energie E.) je zakdzany pas — tzv. gap, jeho
sitka je By = Ec — Ey. NejvySsimu obsazenému pasu pri nulové teploté fikdme valencni pas
a nejvyssimu neobsazenému pasu fikdme vodivostni pas (conducting band). V redlnych polovo-
dicich za béznych podminek (napft. nenulova teplota, vliv pfimési) dochazi k difuzi elektront —
nékteré obsazené hladiny se vlivem tepelného pohybu uvolni a nékteré neobsazené se zaplni.

Pasovou strukturu néjakého polovodice nelze vypocitat analyticky, ale pouze numerickymi
metodami na pocitaci. Priklad takto vypocitané pasové struktury polovodice typu III-V ga-
lium-arsenid vidite na obr. 3.

8)
9)

http://www.neufstream.com/tag/acrobatics/video/x1740z_worldsbesttrickers02
O polovodicich si mtizete vice precist v seridlu 13. ro¢niku FYKOSu.
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energie
FEx
E. EL
Eg
(100) E, (111)
vinovy vektor
tezké diry
Eso lehké diry
split-off pas

Obr. 3. Pasova struktura GaAs. Pri teploté 300 K je
E, =142eV, E1, =1,71eV, Ex =1,90€V,
Fso =0,34€V.

Ve vodivostnim pasu E > FE. muze elektron libovolné zvySovat svou energii (napf. v elek-
trickém poli), protoze v jeho sousedstvi je dostatek neobsazenych hladin. Naopak ve valenénim
pasu E < E, je elektron vazany, okolni energetické hladiny jsou obsazené a nemize na né
snadno preskocit. U vodicii se valenc¢ni a vodivostni pas tésné dotykaji, tedy pouhym tepelnym
pohybem se elektron mtize uvolnit do vodivostniho pasu a vést elektricky proud. U polovodict
se elektron muze dostat z valenc¢niho do vodivostniho pasu absorpci dostatecného mnozstvi
energie napt. absorpci fotonu o energii F,

E, <FE=hv= he ,
A

kde h je Planckova konstanta a dale c¢ rychlost, v frekvence, A\ vinova délka svétla v daném

prostiedi (mtzeme predpokladat vakuum). Polovodice a izolanty se lisi velikosti zakazaného

pasu (izolanty jej maji nejsirsi, orienta¢né vétsi nez napt. 5eV). Ruzné typy polovodic¢u se pak

lisi opét sirkou zakazaného pasu Ej.

Uzivané LED diody jsou vyrobené pravé z polovodice Ga-As, ktery ma primy prechod.
To znamena, Ze postaci absorpce/emise fotonu bez nutnosti dodat/odebrat hybnost elektronu.
(V pasovém schématu na obr. 3 to znamend, ze minimum F. se nachazi pfimo nad maxi-
mem F,.) LED (light-emitting diode) vyuziva opa¢ného preskoku z vodivostniho do valenc-
niho pasu (jev se nazyva spontanni emise), pfi¢emz je vyzaren foton o energii £ > E. Nejprve
je samoziejmé nutné potiebnou energii elektronu dodat k preskoku do vodivostniho pasu; jiz
zminény proces tepelnych kmitd je nedostacujici, proto potirebnou praci W miize vykonat
elektrické pole zptisobené prilozenym napétim U

W:Eg:eU, (13)
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kde e je absolutni hodnota naboje elektronu. S uvazenim vztaht vyse dostavame obecné ne-

rovnost h

TCZeU = th-UA. (14)
Emitovanou vlnovou délku A i napéti U miZeme v principu zméfit (hife najit v katalogu sou-
¢astek). Jak vime, aby LED zacala svitit, je na ni nutné pfivést ur¢ité minimalni napéti, jehoz
existenci jiz umime vysvétlit rovnosti (13). V idealizovaném pfipadé muzeme piedpokladat, ze
napéti U odecCteme pri jeho zvysovani pravé v okamziku, kdy LED zacne svitit, a potom by
méla nastat rovnost. Vsechny predpoklady vSak nezapomeneme okomentovat v diskusi.

Postup

K experimentu budeme potiebovat LED diodu, resp. nékolik rtznych barevnych diod
s ochrannym rezistorem na pouzité napéti (aby jimi podle Ohmova zdkona neprotékal proud
nad cca 10mA) a jako zdroj baterii s napétim vétSim nez minimalni nutné napéti. K regulaci
napéti zapojime proménny rezistor s vhodnym odporem jako potenciometr. Z méridel si obsta-
rame voltmetr. K urceni vinové délky je nejvhodnéjsi spektrometr nebo monochromator, diky
némuz muzeme promérit celé spektrum a poznatky o jeho priibéhu vyuzit do diskuse. Jinak se
musime spoléhat na idaj vyrobce, resp. katalog. Experiment je nejvhodnéjsi provadét v temné
komorte k co nejpresnéjSimu nastaveni napéti potenciometrem. K odectu se bude hodit lampa
¢i svitilna.

K baterii pripojime potenciometr a jezdec presuneme k jednomu konci. Na tento konec
a jezdec pripojime voltmetr a paralelné k nému ochranny odpor s LED diodou pfi spravné
polarité v sérii. Experiment provadime pokud mozno za tmy; potenciometrem zvySujeme na-
péti, dokud nezpozorujeme slabou emisi svétla. Nastavené napéti U zaznamename, a jelikoz
jde o subjektivni méfeni, jeho nastaveni a odecteni provedeme jesté nékolikrat pro statistické
zpracovani. Postup zopakujeme pro dalsi diody s jinymi barvami. Nechceme-li se spoléhat na
udanou vlnovou délku, promérime emisni spektrum pouzité LED diody na spravné zkalibro-
vaném spektrometru (monochroméatoru).

Vysledky méreni
Experiment byl proveden vecer za dostatecné tmy a pri teploté 22 °C. Byly méfeny cervenad,
zelend a bila LED dioda presné podle uvedeného postupu. Jako voltmetr byl pouzit digitalni

multimetr s chybou méreni 0,01 V. Nameérené hodnoty napéti U pro vsechny diody vcetné
vysledki statistického zpracovani shrnuje nasledujici tabulka.

Nameérené hodnoty napéti a statistické zpracovani.

Dioda | Uy [V] Uz [V]|Us [V][Us [V]|Us [V]|U [V][e(U) [V]
Gervend| 1,51 | 1,49 | 1,46 | 1,49 | 1,48 |1,486| 0,018
zelena | 2,07 | 2,06 | 2,06 | 2,05 | 2,05 |2,058| 0,008
bilda | 2,21 | 2,19 | 2,19 | 2,21 | 2,18 |2,196| 0,013

Emisni spektrum diod bylo studovano na monochrométoru SPM 2 (Carl Zeiss Jena), jehoz
vyuziti nam laskavé umoznilo optické praktikum MFF UK — dékujeme. Monochromator byl
kalibrovan na spektru rtutové vybojky. Pofizend spektra nalezneme v grafech na obr. 4 a 5.
U cervené a zelené diody byl navic zkoumén vliv napéti na diodé (tzn. svitivost diody) na
jeji spektralni charakteristiku. Z grafu vidime, ze nastavené napéti, resp. svitivy vykon ma
zanedbatelny vliv na pribéh spektra. Graf na obr. 5 uvadi vybrané spektralni charakteristiky
vSech diod.
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Obr. 5. Spektrum vsech diod (bilé, zelené
a Cerveneé).

Obr. 4. Spektrum zelené diody pfi riznych
napétich.

Vyhodnoceni métreni komplikuje okolnost, ze spektrum diod neni zdaleka monochroma-
tické. Jakou vinovou délku tedy vidime v okamziku nastaveni a odecteni napéti U?! Ze spektra
urc¢ime jednak vlnovou délku A\ maxima charakteristiky, jednak krajni vinovou délku Ay Cerve-
ného konce spektra (kde fotony maji nejmensi energii), kterou mizeme okem spatiit. Odectené
hodnoty s odhadem chyby méfeni (radéji nadsazené) uvadéji nasledujici tabulky. Ze zaokrouh-

Experimentalni hodnoty min. napéti a vlnové délky maxima spektralni charakteristiky.

Dioda |U [V]|AU [V]| A [nm] | AX [am] [ A [107°* J-s] | Ah [1073% J-s] | rel. chyba [%)]
Cervena | 1,49 0,02 630 10 5,01 0,15 29
zelena | 2,06 | 0,02 | 530 17 5,83 0,24 4,2

bila 2,20 0,02 465 20 5,46 0,28 9,2

Experimentalni hodnoty min. napéti a krajni vilnové délky charakteristik.

Dioda |U [V]|AU [V] | Xo [nm] | AXo [nm] [ A [107°% J-s] | Ah [1073% J-s] | rel. chyba [%]
Cervena | 1,49 0,02 660 10 5,25 0,15 2,9
zelend | 2,06 | 002 | 590 20 6,49 0,28 4.4

bila 2,20 0,02 530 30 6,23 0,41 6,6

lené hodnoty minimalniho napéti mohla byt vypoc¢tena experimentalni hodnota A Planckovy
konstanty s ptislusnou chybou (zde lze dobfe vyuzit zdkon o s¢itani malych relativnich chyb).
Viz téz diskuse.

K posouzeni spravnosti experimentu miizeme zobrazit experimentalni hodnoty A, Ao v za-

vislosti na U. Podle (14)
_he 1A

Moo= 2. =2
T U T U

kde koeficient A mtizeme stanovit fitovanim a z ného vyhodnotit Planckovu konstantu

h="%.4. (15)

Zpracovani je uvedeno v grafech na obr. 6 a 7. Pro srovnani je doplnén teoreticky prubéh
zavislosti pro dnesni tabelovanou hodnotu Planckovy konstanty.
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Fitovani provedené programem gnuplot 4.0 dava pro zpracovani v grafu na obr. 6 vysledek
A = (1000 £ 50) nm-V, odkud podle (15) vychézi

h = (5,333 +£0,246) - 10" °*J.s, zaokrouhleno h = (5,3+0,3) 10 °*Js.
Pro hodnoty v grafu na obr. 7 vysledky jsou A = (1090 & 80) nm-V a
h=(58+04) 10" Js.

850

T 850 T
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Napéti [V] Napéti [V]

Obr. 6. Fitovani exp. bodu pfi odectu Obr. 7. Fitovani exp. bodu pfi odectu
v maximech spektralnich charakteristik. v krajich spektralnich charakteristik.
Diskuse

Grafické zpracovani vysledki v grafech na obr. 6 a 7 vypovidd mnoho o spolehlivosti naseho
meéreni: Zmeérene body nevykazuji dobre ocekdvanou teoretickou zdavislost, proto zvolenou me-
todu muzeme doporucit nanejvys pouze jako orientacni meéreni! Jen v jediném zméreném bodé
(zelena LED dioda) jsme se v rdmci chyby méreni pfiblizili skuteéné hodnoté Planckovy kon-
stanty. Rozumnym zavérem z naseho méfeni mize byt nap¥. aritmeticky pramér 5,7 - 10734 J-s
vSech hodnot (z obou metod odec¢tu vinové délky) a radéji nadsazend chyba méteni (kterou
si nemtizeme dovolit zaokrouhlit na vice nez jednu platnou cislici — vétsi presnost nemutizeme
garantovat!). Minimalni absolutni chyba ma hodnotu 0,8 - 107* J-s, aby zahrnovala vSechny
zméfené hodnoty, lépe vSak 1-1073*J-s s ohledem na chyby méfeni jednotlivych vysledkd.
Podle chyby zaokrouhlime vysledek.

Za dostatecné presné miizeme povazovat méreni minimalniho napéti pro emisi svétla dio-
dou, jehoz relativni chyba se pohybuje okolo 1 %. Jednoznac¢né nejvétsim problémem je urceni
vinové délky svétla, kterou v okamziku odectu napéti pozorujeme a ktera je pro malou inten-
zitu tézko méritelna. Jeji hodnotu jsme odhadli pfi vyssi intenzité vyzarovani a za castecné
ovéreného predpokladu, ze pribéh spektra diody neni prili§ ovlivnén vyzarovacim vykonem.
Presto nelze rozhodnout o tom, zda pozorujeme vlnovou délku v maximu charakteristiky ¢i
krajni vlnovou délku u cerveného konce spektra. Zejména z tohoto divodu bylo nadsazeni
chyby mé¥eni dilezité. Tabelovani hodnota Planckovy konstanty je p¥iblizné 6,63 - 1073* J-s.

Vsechny vysledky vyhovuji teorii, tzn. nerovnosti (14). Odchylku od teoretické hodnoty mi-
zeme zdtvodnit jednak nepresnosti v urceni vinové délky emitovaného svétla, jednak slozitosti
teoretického popisu redlnych LED diod, zejména miuzeme zpochybnit rovnost v (13), kterou
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jsme predpokladali pro vyhodnoceni. Jiné metody k méreni Planckovy konstanty mohou vyu-
zivat dobfe znamy fotoefekt ¢i Heisenbergovy relace neurcitosti (specialni optické experimenty
s difrakci na Stérbing).

Zaver

Podafilo se experimentalné odhadnout hodnotu Planckovy konstanty (obecnéji jeji mi-
nimalni hodnotu) A = (64 1)-107%* J.s. Pfinos této tlohy spoéivad piedevsim v pochopeni
¢innosti LED diody (napf. ve spektru bilé diody si vSimnéme excita¢niho piku a potom lu-
miniscen¢niho piku, ktery samoziejmé nesmime uplatnit k vyhodnoceni) a zejména vyuziti
grafického zpracovani k ovéfeni spolehlivosti méfeni, resp. pouzitého teoretického popisul!
Poznamky k doslym resenim

Vétsina resiteld si vybrala stejnou metodu méreni, kterou vesmeés tispésné realizovala, a do-
sla k podobné vychylenym vysledktim. Ti, kdo uzili vlnovou délku deklarovanou vyrobcem, se
lépe priblizili tabelované hodnoté, coz lze zdivodnit tak, ze idaj je pocitan pravé z tabelované
hodnoty Planckovy konstanty. Bohuzel vsak malo z vas se do hloubky zamyslelo nad pri¢inami
jistého nesouhlasu, néktefi opét pozapomnéli na standardni zpracovani métreni a uvedeni chyb
vysledki a jejich spravné zaokrouhleni, tzn. garanci presnosti merent.

Pavel Brom
paja@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.S ... impulsmoment (6 bodii; primeér 4,00; tesilo 12 studenti)

a) Dokazte, ze z komutacni relace [ T, jj | = ieijk Tk plyne kompatibilnost operatoru Js s ope-
ratorem JZ.
b) Definujme posunovaci operatory

Je=J1+ils.
Vypocitejte komutacni relace [j+, j_], [33, jiA]’ [ji, 32]

c) Na zakladé téchto vztahu dokazte, ze vektory Ji|j,m) jsou vlastnimi stavy operatorii J?
a J3 a plati pro né

T (Teljim) =35+ D(T=lim),  Ts(Jxljsm)) = (m+1)(T+|jm)).
d) (Bonus) Z predchoziho vyplyva, ze
Teljym) = o™ (m)ljym + 1), T-|jm) =~ (j,m)ljm - 1),

kde a*) (j,m) jsou koeficienty zvislé na j a m. Urcete je.
Rada: Uzijte relace (Jj[)]L = Jx a toho, ze pokud operator piisobi napravo jako A, tak
nalevo pusobi jako hermitovsky sdruzeny A', tj.

(al (Alb)) = ((alAT)[b).
Zadal autor serialu Jarda Trnka.
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Na zacatku si jako pomocny vztah odvodime dtlezitou vlastnost komutatoru

~2

~D o~ —~

~ ~ ~2 ~ ~ ~ o~ o~ ~ ~2
Jj —JjJi = (JZJJ —JZJJJz)—i—(JzJ]Jz —JjJi) -

~ o~

<)

Tato vlastnost se nazyva linearita.

~2

~ ~2 ~2 ~
a) Kompatibilita operatoru J3 s kvadratem impulsmomentu J = ). J; znamena [J3,J | =
= 0. Z linearity komutatoru plyne

~ ~ =2 ~ a2 P N ~ o~ ~ s A ~ s A
[J3,J°] = [J3, J1) + [Js, Jo) + [J3, J3) = J1[Js, J1] + [T, J1]J1 + J2[Js, J2] + [J3, J2]J2,
kde jsme vyuzili toho, Ze operator Js komutuje s libovolnou funkci sebe sama. Komutac¢ni

relace nam davaji L R L R
[J3,J1] =1J2, [J3,J2] = —iJ1.

Po dosazeni pak dostaneme
~ ~2 ~ ~ A~ ~ o~ ~ ~
[Jg, J ] =iJ1Jo +1JoJ1 —1J2J1 —1J1J2 = 0.
~2 ~
Naprosto stejnym postupem bychom dostali, Ze stejné tak komutuji s J 1 operatory J;

a J 2.
b) Uziti komutac¢nich relaci

[J1,Jo) =1Js,  [J2,ds]=iJ1,  [J1,JTs] = —iJa
a linearity vede po jednoduchych vypoctech na
[T, T ] =[J1 +iJa, J1 —ids] = [J1, 1] +i[Ja, J1] — i[J1, Ja] + [J2, T2] = 275 .
Obdobné dostaneme pro dalsi dva komutéatory
Js,Je]=+Js, [J=,J]=0.

~2 —~
c) O vektoru |j, m) vime, Ze je vlastnim stavem operatoru J , resp. J3 prislusny vlastni hod-
noté j(j + 1), resp. m, tj.

=2, . .y . = .
Jlj,m) =30 +Dljm),  Jslj,m) =ml|j,m).
Definujme ted novy stav |1)+) = J+|j, m). Ptsobeni operatoru J * dava
=2 25 552 . Iy . /.
J W) =J Jiljym) = JxJ |j,m) = J=[i(G+ DIj,m)] = (G + DY),

~2 o~ ~
kde jsme vyuzili vztah [J , J+| = 0 ziskany v ikolu b). Podobné pro ptsobeni operatoru J3
mame

Tsls) = JsJxljym) = (Jads £ T1)|j,m) = Teml|j,m) £ J4|j,m) =
= (m+1)J|j,m) = (m+1)|s).

18
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—~ ~2 o~
Vidime tedy, ze vektory |¢+) = Ji|j, m) jsou skuteéné vlastnimi vektory operatora J , Js,
které prislusi stejné hodnoté j jako vektor |j,m), ale jinym hodnotdm m, konkrétné tteti
komponentu impulsmomentu méni (posouvaji) o jednic¢ku. L

d) Jako pomocny vztah si chytfe rozepiSeme soucin operatord Jy.J_.

~ = I R R O T T T T B RS
JyJ_ = (Jl +1J2)(J1 — 1J2) =J, —iJoJ1+iJ1Jo+Jo=J;1 + Iy — l[Jl,Jz] =
~2 ~2 —~
=Ji+J2+ Js.
. L. A2 A2 A2 a2 L
Jisté plati, ze J; + J, = J — J3, coz po dosazeni da
JyJ_=J —Jz3+ Js.
Predkladana rada v zadani nebyla zddnym hlubokomyslnym tvrzenim, ale méla vas vést

k vypoctu maticového elementu

<.77m|*]+ |.]7 >7

a to dvéma zpusoby. Prvni uzije prave ziskané relace
PRGN a2 a2~ .
Gym| 4 T-|g,m) = (j,m|] — T3+ Js|j,m) = j(j + 1) —m* +m.

V druhém zpiisobu uplatnime radu a vyjadiime vysledek pomoci koeficientis o™ (5, m).
Porovnanim pak pro né ziskdme explicitni vztah. Doted jsme se zabyvali pouze pfipady,
kdy operator pusobil vlevo. Tady je vsak vyhodné nechat zaptisobit J_ nalevo, ale J +
napravo. R

<j7 m|‘]+ - <.]7m - 1|CV(_)(], m)*

Pro maticovy element tedy mame
<j7 m|J+J— |Ja m> = |O£(_) (.]7 m)|2 :

Porovnanim vysledkii z obou zpiisobli vypoctu dostaneme

a7 (G,m) =G+ 1) —m(m—1).

Obdobné poditanim maticového elementu (7, m|j _J +|4, m) dospéjeme k vyrazu

o (j,m) =i +1) —m(m+1).

Na zavér bych se chtél omluvit za ponékud technictéjsi tlohu, ale feseni i podstatneé slozitéj-
Sich problémn se casto i na toto redukuje a jista zrucnost je v tomto pripadé nutna. Podékovani
patii Pavlu Motlochovi za ochotné zaslani TEXovskych zdrojovych souboru svého feSeni (autor
si chtél ptivodné pongkud ulehéit praci). Zel bohu rychlejsi myslenkové pochody Pavlova feseni
se moc neslucovaly s pedagogickym cilem, ktery vzorové reseni sleduje.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 5: Skladani impulsmomenti

V této kapitole seridlu se budeme vice vénovat mimoradné dulezitému operatoru — impuls-
momentu. Leccos jste uz o ném slyseli v predchozich dilech, ale mnohé zajimavé skutecnosti
jsme vam zatajili.

Dva impulsmomenty

Jiz jsme se seznamili s komponentami operatoru impulsmomentu J; i a jeho kvadratem J*. J?
Ukazali jsme, Ze je mozné najit vektory, jez jsou vlastnimi stavy J 3 a J2. To bylo zptisobeno
tim, Ze [J 3,J 2] = 0. Tyto vlastni vektory jsme oznacovali jako |j, m) a platilo pro né

J2j,my =3+ Dlj,m),  Js|j,m) =mlj,m),

kde j je celé ¢i polocelé cislo a m probiha hodnoty —j, —j5 +1, ..., 7. Jako priklad jsme uvadéli
operator spinu S, kde j = s znacilo primo spin castice.

Zajimavy problém vznikd v pripad€, kdyz mame k dispozici dva nezavislé impulsmo-
menty IO a7 (2>, které splnuji obvyklé komutacni relace

TV, TV =gV, [P, TP =ieind P
Protoze jsou nezavislé, nesmi zalezet, v jakém poradi je mérime, tj. musi spolu komutovat
7)) F(2)y _
[J; s ]=0.

Priklad systému se dvéma nezavislymi impulsmomenty je systém se dvéma casticemi. Kazdy
z impulsmomenti pak mize popisovat spin jedné z ¢astic. Vznika otéazka, jak to vypada s bazi
tohoto prostoru. Vlastni vektory impulsmomentu J J® oznaéme |71, m1), naopak pro impulsmo-
ment J méame vlastni vektory |72, m2). Pokud by v systému byla jen jedna ¢astice se spinem,
ktery by popisoval operator J JD | baze by byla tvofena vektory |ji1,m1). Nezavislost obou
impulsmomenta vSak znamena, ze cely prostor je direkinim soucinem podprostort, které od-
povidaji .7(1), resp. J@_ Plati tedy, ze cely Hilbertiv prostor se da napsat jako H = H;1 Q@ H 2.
Znamena to tedy, ze bazi tvori vektory

|jimaijama) = |jima)|jamaz) .

Pro lepsi predstavu uvazme systém dvou castic se spinem % Kazda c¢astice se miize nachazet

ve dvou vlastnich stavech |s = 1,53 = 1), |[s = 1,53 = —1). Potom cely systém obou ¢astic se

muze nachazet ve ¢tyrech stavech

s = 5,887 = s = 3,587 =3,
50 = 588" = 3)Is® = 3,557 = —3),
|3(1) _ %,sél) _ —%>|s(2) _ %,8(2) _ %>,
s = 3,557 = —3)s@ = 5,5 = -3).
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Prvni stav odpovida tomu, Ze prvni i druhé castice méa spin nahoru, atd. Jednoduse receno,
bazové vektory direktniho soucinu prostorid dostaneme jako soucin vsech moznych kombinaci
(ve spravném potadi) bazovych vektora jednotlivych prostort.

Otazkou je, jak na tyto vektory ptisobi operatory impulsmomentt prvni a druhé castice.
Odpovéd je jednoduchd — na ,svoji“ ¢ast vektoru stejné jako v pripadé, kdyby tam zadny
druhy impulsmoment nebyl, a na druhou c¢ast vektoru piisobi jako identicky operator. To zni
logicky. Mérim-li na systému dvou c¢astic spin jedné z castic, tak je mi uplné jedno, v jakém
stavu se nachazi druha castice. Presnéji

JV =11, J® =19J9
tedy

~ 2
TV 51, ma) g2, ma) = g1 (1 + 1)|j1, ma) gz, ma)

mi|ji, m1)|jz2, ma),

J2(j2 + 1)|j1, m1)|j2, m2),

)

5011, ma) g2, mo

j<2)2|j17 ma)|jz2, me
)

) =
) =
) =
) =

T |jr,ma) 2 mz) = maljr, ma)|j2,ma).

(2)
+

Je dobré také definovat operatory j$ ) a , které maji znamé vlastnosti

T g1, ma)ljz, ma) = o™ (G1,ma)|jr, ma £ 1)]j2, ma) ,

(+

jf)|j1,m1>|j2,m2> =« )(j2=m2)|j17m1>|j2’m2 +1),

kde o) (4, m) jsou koeficienty, jez jste hledali v tiloze ke tietimu dilu serialu

+Y), . —
B (,m) =G +1) —m2Fm.
Jako lehké cviceni mtizete dokézat, ze operatory

Jwzoog@r o gw
spolu vSechny navzajem komutuji a tvori iplnou mnozinu pozorovatelnych na celém prostoru.
Vektor |j1,m1)|j2, m2) je proto plné uréen zadanim cisel ji, j2, m1 a ma.

Zbyva jesté dodat, kolik vlastné vektoru |ji,m1)|j2, m2) je, tj. jakd je dimenze pFislusného
Hilbertova prostoru. Vime, Ze vektora |ji1,m1) je 251 + 1, vektora [j2, m2) je 2j2 + 1. Z toho
jiz jasné plyne, Ze dimenze celého prostoru je (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Celkovy impulsmoment

Na celém Hilbertové prostoru ma smysl definovat operator celkoveho impulsmomentu
J=J0 L 7@

V pripadé systému dvou spinovych castic jsou vlastni ¢isla tohoto operatoru moznymi hodno-
tami celkového spinu. Jako dalsi jednoduché, byt trochu zdlouhavé cviceni si muzete dokazat,
ze operatory

7 T, T a4 J@°
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spolu také komutuji a tvori také tiplnou mnozinu pozorovatelnych. To tedy znamena, ze bazi
celého prostoru lze vytvorit i z vektori

19, m, 41, J2)
pricemz plati
T2\j,m, v, d2) = 55 + Dljsm, gu,g2) - Jalgim, g, j2) = mlj,m, ji, da)
TV g m, jr,ga) = g1 G+ Dljomagnga), TD7 g myjn,ga) = oGz + DI, my . o) -
Je ucelné také definovat posunovaci operatory /J\i,
Telj,m, g, j2) = o (G, m)lg,m £ 1, 41, ja) -

Uvédomme si, ze vektor |j,m, j1, j2) jiz nelze nikterak rozdélit na dvé ¢asti. V tomto ptistupu
popisujeme systém jako celek, ne jako systém dvou nezavislych castic.
Zasadni otazkou je, jak od jednoho popisu prejit ke druhému, tj.

j17j27m17m27|j17m1>|j27m2> - jam7j17j2)|j7m7j17j2>'

vvvvvv

vlastniho ¢isla m operatoru J3, tak zde je situace jednoduchéa. Z definice vime, ze plati

Ta = T+ 70,
tedy pro vlastni ¢isla mame m = mi + ma.

Pro kvantové ¢islo j takto jednoduché pravidlo nemame. Zde velmi zalezi na tom, do
jakého sméru impulsmomenty JU a J® mii{. Velmi vagni tvrzeni k4, ze pokud maji stejny

smér, kvantova cCisla j; a j2 se scitaji, tj. j = j1 + j2. Pokud naopak miri opac¢né, tak se
odecitaji, a protoze j musi byt vzdy kladné, mame j = |ji — j2|. AvS8ak mohou se slozit
i jinym zptsobem. Dale vime, ze m = —j,—j + 1,...,7 je celé & polocelé ¢&islo (protoze

m1, ma jsou celd ¢i poloceld), takze i ¢islo j musi byt celé ¢i polocelé. Z toho plyne, ze
pokud skladdme impulsmoment, jemuz odpovidaji cela vlastni ¢isla, s jinym impulsmomentem,
kterému odpovidaji polocela, tak celkovy impulsmoment musi byt polocely (neb pfislusné m =
= m1 +m2 je polocelé). VSechny tyto indicie vedou k zavéru, ze celkovy impulsmoment j mize
nabyvat hodnot
J=d1+Je,d1+Jje—1,..., |51 — jol.
To tedy znamend, ze vektoru |j1,m1)|j2, m2) nelze ptitadit jeden vektor |j, m, j1, j2), ale Ze se
bude jednat o linearni kombinaci riznych vektort, tj.
Jitia
1, m1)|j2, m2) = Z cjlg, m, g1, j2) -
J=l71—72|
Tento vztah zapisujeme ve formalnéjsi podobé
Jitia J
Jroma)lje,me) = > > (41,42, ma, mald,m)|g,m, g1, da)

J=lj1—ga| m=—3
kde jsme pridanim sumy pres m zahrnuli i vektory, které nesplnuji podminku m = m; +
mea. Logicky pak koeficient u nich stojici bude nulovy.'® Cisla (j1, j2, m1, ma|j, m) pak uréime

10)  Toto (na prvni pohled) zesloziténi nedélame tiplné samouéelné. Koeficienty (51, j2, m1, mal|j, m)

maji totiz spoustu pé&knych vlastnosti narozdil od c;.
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standardnim zptsobem jako skalarni soucin vektoru baze s rozkladanym vektorem
(j17j27 mi, m2|j7 m) - <.77 m7j17j2|j17 m1>|j27 m2>

a nazyvame je Clebschovy-Gordanovy koeficienty (zkrdcené C-G). Diky relacim ortogonality
plati i opacny vztah

|J7m]1732 Z Z 317]27m1 m2|j7 )’j17m1>|j27m2>‘

mi=—J1 Ma=—7Js

7 predchoziho je jasné, ze C-G koeficienty jsou nenulové, pokud je splnéna tzv. trojuhelnikova
nerovnost'! mezi j, j1 a jo a zaroven plati m = mi + mao.

Jako ilustrativni pi‘iklad vezmeme systém dvou &astic se spinem i 5, Jez jsou ve stavech

popsanych vektory [j1 = ,m1 = %) a |jo = % mo = ——> Pro rozklad do baze |j, m, j1, j2)
pak muizeme psat
sts j
’%7%>‘%7_%>: Z (%,%7%7_%’J7m)‘jam7;7;>_
j=lz—3lm==1J
= (% %’% 2|0 0)|0 0’ 2 2> + (%7 %7 %7_%”70)'1707 éa ;>a

kde jsme uzili toho, ze C-G koeficient je nula, pokud m # mi 4+ mz. Vidime, ze prechod od
baze |j1,m1)|j2, me2) k bazi |j, m, j1,j2) (¢i naopak) se prakticky redukuje pravé na nalezeni
prislusnych C-G koeficient.

Hledani Clebschovych-Gordanovych koeficientu

Uvedeme nejprve obecny postup a pak ho aplikujeme na jednoduchy pripad. Predpokla-
dame nejprve, ze mame systém s kvantovymi Cisly j, m, ji, j2 a ve stavu |j, m, j1, j2).

1. Pro nejvétsi hodnotu j = 71 + j2 a maximalni moznou hodnotu m = j; + j2 je v rozkladu

pouze jeden vektor, odpovidajici mi = j1, m2 = j2 (opét maximalnim hodnotdm mi a ms2).

g1+ J2, 1 + J2, 1, J2) = |j1, 91) g2, g2) -

Z toho vidime, ze pro prislusny C-G koeficient plati
(J1, 72, J1, J2|51 + J2, 1 + j2) = 1.
2. Vztah posunovacich operatoru celého systému a dvou podsystémai je
Ji=J1+idy =T + TP 117 +i73 = JO + T@
Zapusobime ted operatorem J_ na vektor |71 + j2, 71 + J2, J1, j2)
|1+ g2y d1 + 2, 1, d2) = (T + T, )z, da)
o' (ju + G2, ga + J2)la + ey jr + G2 — 1, G2) =
= o' (1, g)ldn dr = Dl g2) + a7 (G, )1, 1) g2, g2 — 1)

1) To znamena, ze |j1 — j2| < j < j1 + jo.
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tedy

o7 (41, 41)
a=)(j1 + g2, 51 + Jo

j1 + j2, j1 + jo — 1,41, j2) = ) 71,71 — 1)|J2, J2) +

o' (ja, j2)
o) (41 + J2, 71 + J2

) 71, 912,92 — 1) .
Pokud pouzijeme rozpis pomoci C-G koeficientli, dostaneme

j1 + J2, 1 + J2 — 1,41, 42) = (41,72, 91 — 1, jalj1 + j2, 51 + j2 — 1)|Jj1, 1 — 1)|j2, 42) +
+ (J1, 72,71, 42 — 171 + J2, 1 + J2 — 1)|1, 41) |2, g2 — 1) .

Porovnanim poslednich dvou vztahti lehko urc¢ime prislusné C-G koeficienty.

. 'V dalsim kroku zapiisobime opét posunovacim operatorem J_ na ziskané vektory a vysledek

opét porovname s rozpisem do C-G. Takto to budeme délat znova a znova (v kazdém kroku
snizujeme m o jednotku), az dospéjeme do nejnizsiho stavu m = —(j1 4 j2). Rozpis tohoto
posledniho vektoru do baze |[ji,m1)|j2,m2) ma jen jeden ¢len ze stejného duvodu, jako je
to u prvniho vektoru (s nejvétsim m).

j1 + J2, —J1 — J2, g1, J2) = |91, —Jj1)|d2, —3d2) -

Dalsim zapiisobenim posunovaciho operatoru J_ se prislusné vektory anuluji.

. Tim jsme vycerpali vSechny koeficienty pro j = j1 + j2. V dalSim snizime o jednotku

velikost 7, tedy j = j1 + j2 — 1. Maximalni hodnota m je ted m = j1 + j2 — 1. Situace je
zde o trochu komplikovan€jsi nez v predchozim pripadé, protoze plati

71+ 72 — 1,1 + 52 — 1,41, 52) = Alj1, 51 — 1)|j2, j2) + Blj1, j1)|j2,j2 — 1) .

Méame zde dva neznamé koeficienty A a B, které je nutné urcit. Jedna podminka plyne
z faktu, ze vektor |ji + j2 — 1,41 + j2 — 1,71, j2) musi byt kolmy na vSechny ostatni,
jinak by |7, m, j1,j2) netvorily bazi. Testovat kolmost na vSechny vektory by byl nesmysl
a nic by to nedalo kromé jednoho. Onen vyvoleny ma stejnou hodnotu m, ale rtiznou
hodnotu j, jedné se o vektor |ji + j2,j1 +j2 — 1, j1, j2). Ten pouzijeme proto, Ze jeho rozvoj
do |j1,m1)|j2, m2) obsahuje stejné vektory. Druhd podminka plyne z normalizovatelnosti
vektoru |j, m, j1, j2). Protoze |j1,m1)|j2, m2) normalizované jsou, dostaneme A%+ B? =1.

Tudiz skuteéné mame dvé rovnice pro A a B. Jakmile zname rozklad pocatec¢niho vek-
toru [j1 + j2 — 1,51 + j2 — 1, j1, j2), uréime prislusné C-G koeficienty a pokracujeme dale
ptsobenim J_ jako v predchozim bodu. Opét projdeme celou procedurou az na konec. Ve
chvili, kdy dojdeme k poslednimu vektoru [j1 + j2 — 1, —(j1 + j2 — 1), j1, j2), dalsim piso-
benim posunovaciho operatoru opét vektory vymizi. Pro j = j1 4+ j2 — 1 jsme opét tedy
dostali rozvoje vSech vektort, a tudiz i vSechny C-G koeficienty.

. A podobné bychom pokracovali dale. Nasadili bychom j = j; +7j2—2 a vektor s nejvétsim m.

Ten by jiz obsahoval t¥i ¢leny v rozvoji do |j1, m1)|j2, m2). Jednu podminku bychom dostali
opét z normalizovatelnosti vektoru. Dalsi dvé podminky by pak vychazely z uziti kolmosti
na dva vektory se stejnym m, tj.

|71 + J2, j1 + j2 — 2,41, 72) , j1 4+ g2 — 1,51 + j2 — 2, j1, Jo) -
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A tak dale. Timto zptsobem tedy obdrzime vsechny C-G koeficienty s danym j; a j2.

Jesté je nutné uvést jednu poznamku. Obcas se miizeme dostat do problémt se znaménkem
u konstant A, B (C,...), které nemusi byt z nasich podminek plné uréeno. Uzivana konvence
pro C-G koeficient je

(J1, J2, J1,J — J1ljj) > 0.
Vratme se ted opét k prikladu dvou ¢astic se spinem % a doresme ho do konce. Mame tedy
J1 = % a jo = % Postupujme presné podle uvedené procedury.
1. Vezméme nejprve j = j1 + j2 = 1 a m = j = 1. Prislusny C-G koeficient potom je
1,1,3.5) =13353 = (G353l =1

2. Zapusobenim J_ dostaneme

1 (2
Jo|1,1, 35y = (TW 4 T4 Ly L Ly
a1, 1))1,0, 5 L) =a (& DL =Dy L Ly o(E 4L Lyl Ly
V211,03, 3) =13, -5 3) + 15 5 —3)

3. Vezmeme ted ziskany vektor

_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1
|1 07 29 2> - \ﬁ|§7_§>|§a§>+ 7§|§7§>|§7_§>7

coz jsme ale mohli vytusit i bez vypoctu.
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4. Nasadime ted vektor pro j = j1 + j2 — 1 = 0. Nejvétsi mozné m (zaroven jediné) je m = 0.
Rozpis pro né€j méa podobu

|0 0727%> A|_ __>|272>+B|2’2>|%’_%>'

Kolmost na vektor |1,0, +, +) vede ke vztahu

5 27 2
0=1(1,0,%,10,0,1,1) = A+ B,
kde jsme uzili toho, ze vektory |j1,m1)|j2, m2) jsou na sebe kolmé. Normalizace dava pod-

minku A% + B? = 1. Reseni téchto dvou rovnic je A = :I:l/\/§, B = IFl/\/ﬁ. Znaménko
urc¢ime za chvili. Rozvoj pomoci C-G dava

0, O’ 27 2> - (%’ ;’_5’ §|0 O)l_ __>|%’ %> + (%’ %’ %7_%|0)0)|%a %>|%7_%> .
Po porovnani a zohlednéni znaménkové konvence dostaneme
(%)%7_%7%“)30):_%7 (%)%7%7_%“)30):%

Timto je procedura vypoctu C-G koeficientti u konce.

Mzeme tedy jiz presné urcit rozvoj dvoucasticového stavu, ktery jsme na zacatku zadali.

[2:=2)5:2) = 5510,0,5,3) + J511,0,5,3).

Na otazku, s jakou pravdépodobnosti bude mit tento systém celkovy spin 1, bychom tedy
odpoveédéli

Uloha V.S ... spin-orbitalni interakce R
Elektron je castice se spinem % popsanym operatorem S. Kromé spinu vSak mize mit i or-

bitalni moment hybnosti popsany operatorem La kvantovym ¢islem [. Celkovy impulsmoment

castice je pak definovan jako R

J=S+1L.

Predpokladejte, ze se elektron nachézi v druhém excitovaném stavu (I = 2).

a) Urcete mozné velikosti celkového impulsmomentu j a kolikrat jsou tyto hodnoty degenero-
vany, tj. kolik vektoru |l,l3)|s, s3) odpovida danému j.

b) Pokud jsou projekce na tfeti osu s3 = % a ls = —1, stanovte, jaky celkovy spin j a jeho
projekci j3 na treti osu miizeme namérit, a urcete prislusné pravdépodobnosti.
Zajimavym jevem je samointerakce elektronu sama se sebou, a to pravé prostrednictvim

jeho impulsmomentti. Pfesné feceno spin interaguje s orbitalnim momentem hybnosti. Tato

spin-orbitalni interakce je popsana hamiltonidnem

H=a(S-1),
kde a je konstanta a tecka predstavuje skalarni souc¢in dvou vektoria'2. V dusledku této interakce

se energetické hladiny elektronu rozstépi v zavislosti na jeho spinové konfiguraci.

c) Pokud je energie elektronu bez spin-orbitalni interakce Ey a orbitalni moment hybnosti [ =
= 2, urcete vzdalenost rozstépenych energetickych hladin.
d) S jakou pravdépodobnosti tyto energie namérime?

12)  Operatory Sal jsou samoziejmé i vektory.
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Kategorie Ctvrtych rocnik(

Poradi resitelil
po lll. serii

jméno skola 1234PES III % X
Student Pilny MFF UK 4 545 4 8 6 36 100 101
1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 4 545 4 8 6 36 101 94
2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 4 2 45 4 6 1 26 76 71
3. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha 4 — 4 - 4 8 6 26 86 69
4. Pavel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek 4 553 4 8 6 35 97 56
5. Tomds Tintéra G Ch. Dopplera, Praha 4 6 - - 4 8 6 28 98 55
6.—7. Frantisek Pribyl G Milevsko 4 2 2 2 3 2 2 17 49 48
Pavol Pseno G Ruzomberok 454 - 4 - 5 22 96 48
8. Martin Formdnek G Uherské Hradisté - - - - - - = 0 79 42
9. Ondrej Bogdr G Ludovita Sttra, Trené¢in 4 2 3 - 4 3 - 16 75 39
10. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy 4 4 2 3 8 - 21 77 37
11. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litomérice - = - - - - 0 81 29
12. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. - - - - - - = 0 64 27
13. Tomds$ Bzdusek G Piestany - - - - - - - 0 100 23
14. Michal Pavelka G Strakonice - - - - - 4 - 4 48 21
15. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici - - - -3 - 3 79 19
16. Petr Sdcha G Tachov - - - - - - - 0 60 15
17. Ales Pilgr - - - - - - - 0 83 10
18. Hana Jirku G Terezy Novakové, Brno - - - - - - = 0 58 7
19. Martin Judiny G Ludovita Stura, Trenéin - -3 - - 2 - 5 42 5
20. Matyds Rehdk G Nymburk - - - = — 0 36 4
21.—22. Pavel Kunsta G Milevsko - - - - - - - 0 25 2
Jaroslava Lavkova ~ G Poprad - - - - - - = 0o 22 2
Kategorie prvnich roCnikii
jméno skola 1234PES III % X
Student Pilny MFF UK 4 545 4 8 6 36 100 101
1. Jdn Bogdr G Ludovita Stura, Trenéin - 13-4 2 - 10 63 46
2. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin - 313 6 0 13 52 44
3. Jana Bazovd G Ludovita Sttra, Trené¢in - -3 -3 3 - 9 68 32
4. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad -2 2 - 4 - - 8 62 8
5. Simona Lankovad G Havlickav Brod - - - — 0 28 5
6.—7. Lumir Gago SPS Hronov - - - - - = = 0 67 4
Tomas Kohlschtter SPS Hronov - - - - - - 0 40 4
8. Vojtéch Mrdzek G Milevsko - - - = = - = 0 50 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 545 4 8 6 36 100 101

1. Dalimil Mazac G Jana Keplera, Praha 4 6 45 4 8 6 37 90 91

2. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha 4 2 - -3 7 - 16 82 64

3. Jan Hermann G Cesky Krumlov 4 3 45 4 - 4 24 81 62

4. Lukads Ledvina PCG Karlovy Vary 4 5 35 4 — 21 82 59

5. Marek Necada G Jihlava 4 — 45 4 — — 17 88 58

6. Jakub Michdlek - - - - - - 0 90 35

7. Pavel Trudic SPS Hronov 1 -3 -3 6 - 13 76 34

8. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 01113 - - 6 45 29

9. Airidas Korolkovas 4 3 43 4 8 — 26 87 26

10.—11. Tomds Talanda G Tisnov 4 - - -3 6 - 13 75 24

Jan Valdasek G Ch. Dopplera, Praha 4 215 — — — 12 78 24

12. Lucie Pospisilovad G Matyase Lercha, Brno - - - - - - - 0 88 22

13. Juraj Hartman Jirdskovo G Néachod 4 - - - - - = 4 69 18

14. Zdenéek Vais G Boskovice - - - - - - - o 77 17

15.-16. Jakub Marian G Litomérickd Praha - - - - - - - 0o 52 12

Pavel Motal SPS a SOU Kuiim - -—=--3 -0 3 28 12

17. Iva Kocourkovd G nam. TGM, Zlin - - - = - - = 0o 78 11
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 545 4 8 6 36 100 101

1.—2. Helena Paschkeovad G Terezy Novakové, Brno 33 22 - 8 - 18 56 48

Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 3545 4 — 6 27 94 48

3. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 1 -4 - 3 8 16 53 42

4. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 4 21 -4 2 - 13 51 36

5. Peter Vanya G Ludovita Stura, Trenéin 2 0 3 4 2 - 11 44 31

6.—7. Katarina Bazovd G Ludovita Stura, Trenéin 4 - 3 - 3 2 - 12 69 25

Zuzana Chlebounova G M. Kopernika, Bilovec - — 3 - 3 81 25

8. Alzbéta Pechovd SPSS Vsetin 1 - -2 - - - 3 69 20

9. Dana Suchomelovd G Ludovita Stura, Trenéin - - 3 - - 3 75 18

10. Jana Figulovd G Ludovita Stura, Trené¢in e 3 50 14

11. Jan Sedek SPS Hronov - - - - 4 - - 4 69 11

12. Lenka Bendovd G Ludovita Stura, Trenc¢in - - - = - - = 0 8% 10

13. Radek Kricek G Décin - - - - - - - 0 45 9

14. Dmytro Mishchuk SPS Hronov - - - = = - = 0 22 6

15.—16. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - — — — — -— 0 100 3

Richard Polma G Mlada Boleslav - - - = = - - 0o 43 3

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikt a fyzikd.
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