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FYKOS, XX. rocnik

Predmluva

Mily ctenari,
v rukou drzi§ rocenku XX. ro¢niku Fyzikalniho koresponden¢niho seminare (FY-
KOSu) MFF UK, ktery probéhl ve skolnim roce 2006/07.

FYKOS je nejstarsi a nejvétsi fyzikalni korespondencéni soutéz pro stiedni skoly
u nas. Seminar organizuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze a zaméstnanci Ustavu teoretické fyziky. Snazime se vyhledévat studenty se
zajmem o prirodni védy, techniku a hlavné o fyziku. Nasim cilem je rozvijet talent
a fyzikalni mysleni, protoze ¢loveék, ktery se umi nad (nejen fyzikalnimi) problémy
zamyslet a citi touhu dobrat se k n€jakému feseni, se v zivoté dobte uplatni.

V pribéhu roku resitelé pravidelné obdrzi zadani sedmi tloh, z nichz je jedna
experimentalni. Zadavané tulohy nejsou vibec podobné tém, které se pocitaji ve
$kole v hodinach fyziky. Resiteli nesta¢i dosadit zadané hodnoty do znamého vzo-
recku, tlohu musi vyresit vlastnim davtipem, nékdy musi hledat analogie ¢i teorii
Seni posilaji béznou postou ¢i elektronicky organizatoriim seminare. Ti tlohy opravi,
okomentuji, oboduji a zaslou zpét acastniktim spolu s komentari, ve kterych se re-
Sitelé seznami se vzorovymi fesenimi a dozvi se o chybach svych vlastnich postupt.
Na zakladé bodovani je sestavovana pribézna vysledkova listina a na konci kazdého
ro¢niku jsou nejlepsi resitelé nalezité odmeénéni.

Resitelim béhem roku spolu se zadanim posildme nékolikastrankovy text (tzv.
seriadl na pokracovani) z vybrané partie vysokoskolské fyziky (letos to byla kvan-
tova fyzika), kterou se jim snaZime co nejlépe piiblizit. S timto textem se FeSitelé
v pribéhu roku seznamuji, pochopeni textu si ovéruji na prikladech. Kazdé zadani
doprovazi jedna tuloha, ktera se tematicky vaze k serialu.

Kromeé zasilani zadani a feseni porada seminaf radu dalsich akci. Zejména to jsou
dvé tydenni soustiredéni, bez kterych si FYKOS snad nelze ani predstavit. Probihaji
vzdy na jafe a na podzim, zucastni se jich asi 30 nejlepsich resiteli. Napln sou-
stfedéni tvori prednasky z mnoha obort fyziky a matematiky. Odpoledne tcastnici
experimentuji — seznamuji se s pripravenymi fyzikalnimi experimenty, méri a zpra-
covavaji vysledky. Jako odpocinek slouzi tymové fyzické hry v prirodé.

Dalsi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém ve spolupraci s jednotlivymi
katedrami MFF UK, Akademii véd CR a Ustavem jaderného vyzkumu umoziujeme
nasim fesSitelim navstévu nékolika pracovist, kde se déla opravdova fyzika.

Letos se nam navic podarilo pripravit dvé nové akce. Jednak Fyziklani, coz je
soutéz v treseni prikladi pro péticlenné tymy ze stfednich skol. O soutéz byl ve-
liky zdjem, na nasi fakultu piijelo 21 tymif ze skol v Cesku, ale i na Slovensku.
Dale probéhl Tyden s aplikovanou fyzikou, v ramci kterého jsme navstivili nékolik
pritmyslovych pracovist v Cesku.

Na nasSich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz mohou nejen resitelé se-
minare sledovat aktualni déni. Kromé zadani a feseni tiloh ze soucasného i minulych
roc¢nikd zde naleznete priitbézné aktualizovanou vysledkovou listinu, fotky a repor-
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Predmluva

taze ze soustfedéni i jinych akci, diskusni férum, podrobné informace a pravidla pro
pripojeni se k seminafi a jesté mnohem vice, ostatné posudte sami.

Tato roc¢enka obsahuje kompletni zadani a feSeni teoretickych i experimentalnich
uloh. Zadani jsou zamérné oddélena od reseni, chceme tim ponouknout kazdého cte-
nate, aby pred nalistovanim stranky s reSenim stravil alespon chvili nad zadanim
a rozmyslel si, jak by danou tlohu fesil on. Dalsi ¢asti je Serial o kvantové fyzice,
ktery je doplnén tilohami. Na konci se nachazi kratké povidani o soustredénich a dal-
sich akcich a seznam nejlepsSich resitelti tohoto roc¢niku.

Pokud té FYKOS zaujme natolik, Ze by ses chtél stat ucastnikem nebo se pouze
na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, nevahej a napi§ ndm. Jsme
nepretrzité k dispozici na e-mailu fykos@mff.cuni.cz, pripadné také na postovni
adrese a telefonu.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 504 (Doc. Pavel Krtous, Ph.D.)
www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

A jak vypadal XX. ro¢nik o¢ima statistiky? FYKOSu se zucastnilo 69 fesitelt

vvvvvv

nizatofi opravili celkem 901 jednotlivych tuloh.

Poradi skol

Nazev skoly Pocet resitelu Prameér Celkem
G Ludovita Stura, Tren¢in 9 41,9 377
G Ch. Dopplera, Praha 5 59,8 299
G Jana Keplera, Praha 2 80 160
G Jana Nerudy, Praha 1 143 143
G Konstantinova Praha 1 112 112
G Terezy Novakové, Brno 2 50,5 101
G Cesky Krumlov 1 100 100
G Nad Aleji, Praha 1 94 94
G Jihlava 1 89 89
G Lesni ¢tvrt, Zlin 1 87 87
PCG Karlovy Vary 1 86 86
G Frenstat pod Radhostém 1 71 71
G P. Bezruce, Frydek-Mistek 2 32,5 65
SPS Hronov 5 12,6 63
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Zadani teoretickych dloh

Hluboky vesmir, 2225

Federace dostala zpravu, ze v sektoru 0056 dochazi ke shlukovani tajemné hmoty
s podivuhodnymi vlastnostmi. Hmota je temnd, nebot viibec neinteraguje s elektro-
magnetickym zarenim, jeji Castice interaguji pouze gravitacné. Federace tudiz vy-
slala malou dvouclennou védeckou lod na pruzkum. Béhem cesty se vSak porouchal
pocitac¢ a lod narazila do asteroidu, coz ji vychylilo z kurzu.

Posadce se povedlo nouzoveé pristat na neznamé planeté tridy M. Béhem samo-
volného padu se zahrival trup lodi vlivem kontaktu s atmosférou. Z rychlosti padu
urcila posadka gravitacni zrychleni na planeté 0,5¢.

Planetu pokryvaly hlavneé lesy s neuvéritelné vysokymi stromy. Trikorderovy scan
urcil, ze se velmi podobaji listnatym stromtim na Zemi a dosahuji nejvétsi mozné
vysky. Ackoli se chlubily listim, mély stejné Sisky jako pozemské jehlicnany, véetné
struktury a funkce.

P1i dalsim prizkumu planety ¢lenové posadky narazili na humanoidy, ktefi oby-
vali stromy a mohli by je transportovat do hornich pater lesa, odkud by Sel poslat
nouzovy signal. Tameéjsi humanoidi pouzivali k vysilani signalti barevné kaminky;,
které propousti svétla rtiznych barev, a kdyz se svétla jednotlivych kaminkt zkom-
binuji, davaji dalsi barvy.

Po vyslani signalu z vysky stromu brzy dorazila vesmirna lod USS Odyssey
a vyzvedla trosecniky. Ti pak do 16. rijna 2006 poslali zavéry z mise velitelstvi
hvézdné flotily na Zemi.

Uloha I.1 ... tajemna hmota

Tajemna hmota je homogenni a izotropni oblak plynu na pocatku v naprostém
klidu. Tento oblak o celkové hmotnosti M ma presné tvar koule. Zjistéte, jak se
(lokalné) v objemu oblaku bude ménit hustota pfi gravita¢nim kolapsu. Okomentujte
rychlost hrouceni v okamziku, kdy bude vSechna hmota tésné pred zhroucenim do
jednoho bodu. (fesent str. 14)

Uloha I.2 ... srazka s asteroidem

Urcete, jaky thel po srazce svirala trajektorie asteroidu a védecké lodi. Pred
srazkou byl kulovy asteroid v klidu a mél stejnou hmotnost jako lod. Uvazte, ze lod
chrani stity, které maji kulovy tvar. (fesent str. 18)

Uloha I.3 ... michani barev kaminkii
Vysvétlete, pro¢ zkombinovanim svétel ze dvou barevnych kaminkt dostanou
védci jinou barvu, nez kdyz pfimo smichaji dvé barvy, které kaminky maji.
(feSent str. 19)



Zadant teoretickych uloh

Uloha I.4 ... kapitaniv denik

Pfispéjte nécim zajimavym do deniku védecké vypravy (obrazkem ¢i jingm umé-
leckym vytvorem, dobrodruznou ptrihodou v délce denniho hlaseni, fyzikalnim po-
zorovanim, ... ). (Tesent str. 19)

Uloha I.P ... vyska stromii
Odhadnéte vysku stromt na planeté. Uvazte vSechna mozna hlediska, kterd mo-
hou vysku stromu ovlivnit. (Tesent str. 21)

Uloha II.1 ... Ceiikova pila

Cerikova pila se nachézi na soutoku fek Vydry a Kifemelné na Sumavé. Pojme-
novana je podle obchodnika s dievem Ceika Bubenicka, ktery zde pilu v 19. stoleti
postavil. Na jejim misté nyni stoji vodni elektrarna, ktera je stale v provozu a patii
mezi technické paméatky.

Vodni elektrarna vyuziva vyskovy rozdil hladin nad a pod turbinou 10 m, vykon
elektrarny je 96 kW. Voda je na turbinu pfivadéna vantroky', které jsou Siroké 1m,
a voda v nich saha do vysky 1,5m. Pti pozorovani proudici vody jsme odhadli, ze
uprostied vantrok@t ma proud vody rychlost 1 m-s~'. Odhadnéte, jakd je téinnost
elektrarny. (fesent str. 24)

Uloha I1.2 ... drtivy dopad
Pokuste se najit libovolny vztah mezi rychlosti meteoroidu dané hmotnosti tésné
pred dopadem na povrch Zemé a polomérem vzniknuvsiho krateru.
(Tesent str. 25)

Uloha I1.3 ... osvétleni stolu
Navrhnéte rozmisténi zarivek na stropé pracovny, ktery je ve vysce 3m nad

deskou stolu tak, aby intenzita osvétleni na plose stolu nekolisala vic nez o 0,1 %.
(resent str. 27)

Uloha I1.4 ... jak je daleko Slunce?

Vratte se zpatky do 18. stoleti do doby, kdy jesté nebyla zndma konstanta v New-
tonové gravitacnim zdkoné ani vzdalenost Zemé od Slunce ¢i jinych planet. V té
dobé Edmond Halley (astronom, ktery poznal, ze kometa pozorovand v roce 1682 je
stejné jako ta v letech 1456, 1531 a 1607) navrhl uréit vzdalenost Slunce od Zemé
promeérenim prechodu planety Venuse pres slunecni kotouc. Prechody Venuse se bo-
huzel odehravaji nepravidelné. Piichézeji v parech po osmi letech, ale potom k nim
nedochazi sto let i déle a za Halleyho zZivota nedoslo k zadnému.

Myslenka nezapadla, doutnala, a kdyz se blizil dalsi prechod v roce 1761, védecky
svét byl piipraven. Védci se vydali do sta mist na svété (mj. na Sibif, do Ciny, Jizni
Afriky, Indonésie). Byl to prvni védecky podnik v historii zaloZeny na mezinarodni
spolupraci.

Po navratu méric¢a se dospélo k zavéru, ze métreni prechodu bylo v podstaté ne-
zdarem. Ironii je, ze jednim z problému byl prilis velky pocet pozorovani, ktera se

1) Vantroky jsou dievéna stavba — koryto obdélnikového priifezu, kterym je pfivadéna,
voda na mlynské kolo.
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¢asto ukazala jako protikladna. Uspésné méfeni Venusina pfechodu naopak usku-
tecnil kapitan James Cook v roce 1769 z jednoho slunného vrchu na Tahiti. Po jeho
navratu méli astronomové dostatek informaci, aby vypocitali, Ze pramérna vzdale-
nost ze Zemé ke Slunci ¢ini zhruba 150 miliéni kilometr.

Na vas je, abyste tak jako Edmond Halley vymysleli, jak lze z méreni prechodu
Venuse urcit vzdalenost Zemé od Slunce. Samoziejmé neznate jina nez tehdejsi data:
polomér Zemé a dobu obéhu Zemé a Venuse kolem Slunce z astronomickych pozo-
rovani. (fesent str. 29)

Uloha I1.P ... tf'epani ¢ajem
Vysvétlete, pro¢ kdyz zatfepeme sypanym cajem v plechovce, zistanou veétsi
kousky listkii spise nahoie nez dole. ReSeni miizete obohatit vlastnim pozorovanim.
(Tesent str. 31)

Uloha III. 1 ... obloZeny létajici talir

Na zamoiském parniku pripravuje pro posadku jidlo kuchar Thomas. Na poda-
vani taliftt ma Sikovné zarizeni. Pruzinovy drzak udrzuje vrchni talitf porad ve stejné
vysce. Vzdalenost mezi talifi je 1 cm. A protoze je more bourlivé, sloupec 25 talifa
pekné kmita. Jaka je frekvence téch kmita? (Tesent str. 32)

Uloha III. 2 ... pristani na Titanu

V patek 14. ledna 2005 na povrchu Titanu hladce pristala sonda Huygens, po-
jmenovana po objeviteli Titanu. Materska sonda Cassini ji nesla k Saturnu 7 let.
Jedna se dosud o nejvzdalenéjsi pristani umeélé sondy v dé€jinach.

Pfistavaci modul o ¢isté hmotnosti (bez paliva) m, vybaveny reaktivnim moto-
rem, se vznasel v klidu nad povrchem mésice (gravita¢ni zrychleni je zde g). Mél
k dispozici palivo o hmotnosti M a zasobu energie o velikosti Ey, kterou vyuzi-
val k urychlovani paliva (rychlost a mnozstvi paliva vypuzovaného z motoru lze
libovolné ménit). Jakd je maximalni doba, po kterou se sonda mohla vznaset v kon-
stantni vysce? Poradte fidicimu stiedisku, jakym zpusobem by mélo naprogramovat
rychlost a mnozstvi vypuzovaného paliva, aby této maximalni doby dosahli.

(fesent str. 33)

Uloha III. 3 ... vzddlenost vizualni dvojhvézdy

Z redukovanych hvézdnych spekter slozek dvojhvézdy (podle pfitomnych spekt-
ralnich ¢ar, z nichz zadné v tomto pripadé neméni svou polohu v ¢ase) jsme urcili
spektralni tridy obou hvézd a nasledné odhadli jejich hmotnosti na 2 a 3 hmotnosti
Slunce. Z pozorovani dalekohledem s ohniskovou vzdalenosti 3m vime, Ze slozky
skutecné obihaji v neménné vzdalenosti 5 thlovych vtefin od sebe jednou za 50 let.

Dokéazete z téchto informaci urcit vzdalenost dvojhvézdy od Slunce? Pokud ano,
uvedte, jak jste jednotlivé informace pouzili, anebo nepouzili, a vysledek vhodné za-
okrouhlete. Také okomentujte, jaky vliv na néj ma nepresna znalost idaji, zejména
hmotnosti. (tesent str. 37)
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Uloha III.4 ... topeni Alberta Einsteina

Albert Einstein se v dichodovém véku (narozdil od svych vrstevniku $tourajicich
se v zahradce) zamyslel nad rtznymi paradoxnimi jevy. V zimé si v8iml, ze kdyz
ohtiva vodu v topeni primo ohném, acinnost je velmi mala.

Napadlo ho vyzkouset jiny postup. Vzit idealni tepelny stroj a pouzit kotel a ven-
kovni vzduch jako teplou a studenou lazen. Praci, kterou z tohoto stroje ziska,
pak vlozit do jiného idealniho tepelného stroje, ktery bude odebirat teplo vzduchu
a predavat jej vodé. Jestlize jsou teploty kotle, vody a vzduchu Ti, T a T3, jaka je
uc¢innost ohfevu vody? Nedochazi ndhodou k poruseni druhého termodynamického
zakona? (Tesent str. 38)

Uloha III. P ... akrobat na lyZich
Jisté znate lyzarskou disciplinu akrobatické skoky. Lyzaf po rozjezdu z kopce
najizdi na miustek a skace do vzduchu. Pred dopadem zvladne skokan provést nékolik
vrutl a salt. Vysvétlete, jak to lyzatr déla — co musi udélat, aby se zacal otacet tak,
jak chce. Jak vyvratite tvrzeni, ze podle zakona zachovani momentu hybnosti se
musi skokan po celou dobu skoku otacet kolem stejné osy a stejnou rychlosti?
(Tesent str. 40)

Uloha IV .1 ... nakupujeme mineralky

Urcité jste si v super(hyper)marketu vSimli, Ze plastova lahev oblibeného napoje
se pri rozjeti pohyblivého pasu pokladny zacne otacet a k pokladni ji casto musite
postrcit az rukou. Pro¢ to tak je?

Zkuste analyzovat nasledujici modelovy pripad. Lahev je poloZena na pas osou
kolmo na smér pohybu pasu a ldhev i pas jsou v klidu. Nahle se pas rozjede kon-
stantni rychlosti v = 10 cm-s~*. Jakou v¥slednou rychlosti se bude pohybovat ldhev?
Nejdrive analyzujte, jak se budou chovat riazné idealizace — jako treba tuhy valec.
Pak si uvédomte, ze lahev je plnd napoje, ktery se nerad otaci. Pro jednoduchost
uvazujte viskozitu napoje za nulovou, pak se zamyslete nad tim, jak do hry vstoupi
viskozita. (fesent str. 42)
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Obr. 3 Obr. 4

Uloha IV .2 ... Svestkové vino v ¢iné

V oblibené ¢inské restauraci na Vinohradech davaji kazdému hostu k uc¢tu jako
pozornost svestkové vino. Napoj nalévaji do malych keramickych misticek s dvojitym
dnem (viz obr. 1). Horni dno je sklenéné a je pod nim vidét obrazek sedici Citianky
(viz obr. 2). Po vypiti vina obrazek Cianky zmizi (viz obr. 3). Podrobné vysvétlete,
pro¢ se tak stane. Prazdné misticka s vypouklym sklenénym dnem je vyfocena na
obrazku 4.

Barevné a kvalitnéjsi obrazky najdete na nasich webovych strankach.

(fesent str. 44)

Uloha IV .3 ... dostavba Temelina

Odhadnéte tloustku vody potifebnou k odstinéni zafeni z jaderného reaktoru
s vykonem 980 MW v planovaném novém bloku JE Temelin. Z celkové energie uvol-
néné pii Stépeni jadra uranu pfipadne zhruba 82 % na kinetickou energii fragment,
6 % odnesou neutrina, po 6 % maji neutrony a gama fotony.

Ndpoveda. Pravdépodobnost, Ze castice projde materidlem do hloubky d, je pri-
blizné rovna e~ °"?, kde n = N/V je hustota molekul materiadlu (v nasem p¥ipadé
pocet molekul vody v 1 m3) a o je ucinny prufez (cross section) pro absorpci ¢astice
na molekule. U¢inny priifez ma rozmér plochy (¢asto se uziva jednotka barn =
—= 100 fm?) a zavisi na energii ¢astic. Hodnoty tc¢innych priifezii se pokuste najit na
internetu nebo v prislusnych tabulkach. (fesent str. 44)
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Uloha IV .4 ... Kochova vlocka

Urcete moment setrvacnosti Kochovy vlocky zhotovené z homogenniho plechu
vzhledem k ose kolmé na jeji rovinu a prochéazejici jejim stredem. Uvazujte, ze vlocka
ma hmotnost m a priumér a.

Kochova vlocka je atvar vznikly iterativnim lepenim vzdy tfikrat mensich rov-
nostrannych trojihelnikt na strany predchoziho atvaru (viz obr. 5). Primérem Ko-
chovy vlocky rozumime vzdalenost vrcholl jejich protéjsich cipi.

(Tesent str. 47)

Obr. 5. Prvni ¢tyfi iterace pri vytvareni Kochovy vlocky

Uloha IV .P ... mastny papir

Jisté jste se jiz setkali s tim, kdyz kapka oleje ukapla na papir. Z bilého papiru
se razem stal papir prisvitny. Vysvétlete, ¢im to je. Najdéte ve svém zivoté pripady,
kdy se uplatnuje stejny jev, avSak tfeba v uplné jiné situaci. (fesent str. 50)

Uloha V.1 ... smrt klaviristy
Z okna vyskové budovy vypadl klavir i s klaviristou, ktery po celou dobu padu
hral zdésené A. O k pater pod timto oknem odpocival nebohy umyvac¢ oken. Jak
velké je k, jestlize posledni, co umyvac slysel, bylo Ais, tedy tén o pultén vyssi?
Rychlost zvuku v daném vzduchu je 347m-s~*, vyska jednoho patra je 3,1 m.
(TeSent str. 52)

Uloha V.2 ... kapitan Kork opét zasahuje

Denik kapitana Korka: ,,Hvézdny cas 51824,2. Budoucnost hvézdné flotily je
znovu ohrozena. Romulani se nas pokouseji znic¢it. Zauatocila na nas jejich nova bi-
tevni lod typu Karusel s laserovym otac¢ivym délem. Doktor Spok rozhodl, Ze neni
mozno se s nimi utkat a musime zaujmout vyhodnéjsi postaveni co nejdale od ne-
pritele. Nas palubni védecky pracovnik bohuzel ale zrovna spi a my ho nechceme
budit. Jsme zfejmé odsouzeni k zahubé. ..«

Poradte kapitdnovi, jaky manévr mé provést, aby unikl jisté zkaze. Hvézdna
lod Enterprise mé tvar koule o poloméru R, na zacatku je ve vzdalenosti r9. Délo
Karuselu se otaci ahlovou rychlosti w a strili vzdy do mist, kde jeho laserovy senzor
zjisti prfitomnost Enterprise. Jakou nejmensi rychlosti se miaze Enterprise pohybovat,
aby Karuselu jesté unikla? (Tesent str. 53)

Uloha V.3 ... odporova rada

Vzijte se do role reditele firmy, ktera chce jako prvni na svété zacit vyrabét re-
zistory pro vseobecné pouziti. Na zakladé prizkumu trhu bylo zjisténo, ze poptavka
po rezistorech je rovnomérné rozdélena v rozmezi 1 2-10 M(Q. Z technickych divodu
vSak miizete vyrabét pouze konecné mnozstvi, feknéme 169, riiznych rezistoru.
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Pokud zakaznik pozaduje rezistor s hodnotou R, a vy mu nabidnete rezistor

s hodnotou R,, bude ,mira jeho nespokojenosti“ dana vztahem (1 — R,/R.)>.

Otazkou je, jaké hodnoty odporu musi mit vami vyrabénych 169 rezistort, aby

byla stredni nespokojenost vSech zakazniki miniméalni. Pro jednoduchost feknéme,
ze prvni a posledni rezistor z vasi nabidky musi mit hodnoty 1 a 10 MS2.

(resent str. 54)

Uloha V .4 ... exhumace darecku od Buffala

Buffalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V més-
tecku Clay County mu konec¢né prisel na stopu. Strhla se prestrelka. Buffalo si vsiml
sudu plného petroleje na voziku mezi sebou a Jessiem. ,, Jak dostat sud k Jessiemu,
abych ho mohl zapalit,” rozmysli Bill.

Jessie prostielil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal stiikat petrolej. Buffalo se
trefil presné do poloviny sudu a stfili znovu. Vyfeste, s jakym pocateénim zrych-
lenim se bude pohybovat vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé.
Predpokladejte, ze hybnost kulky je nulova, a tfeni zanedbejte.

Do jaké vysky by se musel Buffalo trefit, aby petrolej strikal nejdale?

(Tesent str. 57)

Uloha V.P ... co je to za okna?

Nedavno si nechal jeden z organizatori doma vymeénit okna. Misto starych die-
vénych prisla nova plastova s dvojitymi skly. Okna se dodavaji v nékolika variantach
podle toho, jestli je prostor mezi skly evakuovan anebo naplnén nékterym ze vzac-
nych plynti. Navrhnéte zptsob, jak zjistit, kterou variantu organizatorovi dodali,
ovSem bez trvalych nasledku na oknech. (Tesent str. 58)

Uloha VI.1 ... tri vadlce déda vsSevéda
Zjistéte, za jakych podminek bude soustava tii valcti na ob-
razku 6 v klidu a nerozkutali se. Hustota materidlu valci je p,
spodni valce maji polomér R, horni valec ma polomeér r, délka
7 véalcl je l. Soucinitel tfeni je mezi vSemi povrchy stejny.
Obr. 6 (Tesent str. 61)

Uloha VI.2 ... podivna atmosféra

Okolo planety o poloméru R se nachazi atmosféra, jejiz index lomu se méni
s vyskou podle vztahu n = ng — ah. Zjistéte, v jaké vysce h nad povrchem planety
se svételny paprsek vyslany tecné k povrchu bude pohybovat po kruznici okolo
planety. (Tesent str. 63)

Uloha VI.3 ... &étverak ¢étverec

Obvod na obrazku 7 vznikne spojenim nekoneéné mnoha draténych ctverci,
pficem? kazdy nasledujici je v/2-krat mensi. Drat, ze kterého je obvod vyroben,
o délce rovné strané nejvétsiho ¢tverce ma odpor R. Urcete odpor obvodu mezi
krajnimi body vlevo a vpravo. (fesent str. 64)
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Uloha VI.4 ... zakrytova dvojhvézda
Magnituda jisté zakrytové dvojhvézdy se méni se

¢tyrdenni periodou v této posloupnosti:
vedlejsi minimum m = 3,5, @
maximum m = 3,3,
hlavni minimum m = 4,2,
maximum m = 3,3.

Vétsi slozka této dvojhvézdy ma také vyssi tep-
lotu nez jeji privodce. Za predpokladu, ze Zemé lezi
v obézné roviné dvojhvézdy, vypocitejte magnitudy
jednotlivych slozek a pomér jejich délkovych roz-
meért. Prevodni vztah mezi magnitudou m hvézdy a osvétlenim F, které zptisobuje,
je

Obr. 7. Draténa sit
neznamého odporu

m = —2,5 log (E/Ey),

kde Fy je pevné definovanad hodnota. (fesent str. 66)

Uloha VI.P ... jak vypadaji ufoni?

Zamyslete se nad tim, jestli by né€jaké zvife mohlo teoreticky komunikovat pomoci
elektromagnetickych vin radiovych frekvenci (10 Hz—100 MHz). Zkuste navrhnout,
jak by vypadaly biologické ekvivalenty potifebnych elektrickych soucastek.

(Tesent str. 68)
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Reseni teoretickych dloh

Uloha I.1 ... tajemnd hmota

Tajemna hmota je homogenni a izotropni oblak plynu na pocatku v naprostém klidu.
Tento oblak o celkové hmotnosti M ma presné tvar koule. Zjistéte, jak se (lokalné)
v objemu oblaku bude ménit hustota pii gravitacnim kolapsu. Okomentujte rychlost
hrouceni v okamziku, kdy bude vSechna hmota tésné pred zhroucenim do jednoho
bodu.

Pro zacatek si vSimnéme, ze rozlozeni hmoty na pocatku kolapsu je sféricky
symetrické. Protoze neuvazujeme zadné vnéjsi pusobeni na oblak, ktery je navic
zpocatku v klidu, snadno nahlédneme, ze kulova symetrie se v pribéhu kolapsu
zachova a ze rychlost hmoty v kazdém bodé oblaku bude mit pouze radialni slozku.

Body, které na pocatku kolapsu lezely na téze kulové plose (rozumi se se stiedem
v centru oblaku), tedy budou mit i nadéale vSechny stejnou vzdalenost od centra.
Proto vzdalenost bodi, které lezely na pocatku ve vzdalenosti rg, je v Case t dana
hodnotou néjaké funkce R(ro,t), kterou se snazime najit. Funkce R pak plné popisuje
prubéh kolapsu oblaku.

Tato hledana funkce R musi spliiovat pohybovou rovnici, kterou nyni odvodime
(a posléze vyfesime).

Zrychleni bodt, které na pocatku lezely ve vzdalenosti ro od stiedu, je dano
druhou parciélni derivaci R podle ¢asu (pfitom kladné hodnoty odpovidaji zrychleni
smérujicimu od stfedu oblaku). Jak ale vime, je zrychleni udélované hmotnému bodu
gravitacni silou rovno intenzité gravitacniho pole v daném bodé.

Tok intenzity pole hranici uzaviené oblasti je roven 4nGM, kde M je celkova
hmotnost obsazend v této oblasti (obdoba Gaussova zékona znamého z elektromag-
netismu, ktera vsak plati pro kazdé pole, jehoz potencial zavisi na vzdalenosti od
bodového zdroje jako 1/7). Mame-li tedy kulové symetricky zdroj, bude i intenzita
jim buzeného gravitaéniho pole kulové symetricka (tj. zavisld pouze na vzdalenosti
od stfedu a majici jen radialni slozku) — oznac¢me jeji velikost ve vzdalenosti r od
sttedu jako K (r). Uvazovany tok je pak roven 4nr? K (r), coz ma byt, jak jsme fekli,
rovno 4nGM, odtud K(r) = GM/r*?

Tak konecné dospivame ke kyzené pohybové rovnici, ktera zni

3} G

R (ro,t) = —m M(ro,t).

Zde M (ro,t) oznacuje hmotnost obsazenou v kouli o poloméru R(ro,t) (pozor, ne
ro) v Case t. Tento pomérné nevinny ¢len v nasi rovnici ndm ovSem zpusobi znac¢né

2) Toto je znamy vysledek, ktery ¥ika, ze gravitacni pole buzené sféricky symetrickym
zdrojem je v urcitém bodé ve vzdalenosti r od stiedu zavislé pouze na celkové hmotnosti
uzaviené v kouli o poloméru r a je stejné, jako kdyby byla celd tato hmotnost soustfedéna
ve stfedu. ,,Vnéjsi“ hmota gravitacni pole v daném bodé neovliviiuje.
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problémy. Zavisi totiz na prubéhu R(ro,t) pro vSechna ro (jinak feceno, jednotlivé
,slupky“, na které si mizeme oblak rozlozit, se teoreticky mohou v priibéhu ko-
lapsu navzajem ,predbihat®; ve skute¢nosti to sice nedélaji, ale to zatim nevime).
V dusledku toho se z nasi pohybové rovnice stane nepékny hybrid mezi diferencialni
a integralni rovnici.?

Mame tedy fesit néco, na co nemame zadny rozumny aparat. V takovém pripadé
vétsinou zbyva jen jedina pouzitelnd moznost — doufat, ze feseni bude v néjakém
pékném tvaru, a pokusit se jej uhodnout (samoziejmé nebudeme hédat jen tak
nazdafbuh, ale pokusime se své odhady podepfit néjakymi rozumnymi argumenty).

Uvidime, ze oblak se bude hroutit rovnomérné (v tom smyslu, Ze vzdalenosti
jednotlivych bodi od stredu jsou v kazdém okamziku primo imeérné jejich ptivodnim
vzdélenostem v ¢ase t = 0). K nalezeni spravného feseni staci také slabsi predpoklad,
7e je-li bod A na pocatku dale od stfedu nez bod B, pak tomu tak bude i po celou
dobu kolapsu. Ukazeme jednu z tvah, které nas mohly piivést k urcité hypotéze
o blizsi podobé pribéhu hrouceni.

Na pocatku ziejmé plati, ze hmotnost obsazena v kouli o poloméru ro je
amérné rg, intenzita gravitaéniho pole tedy roste (mérné rg, stejné tak velikost
zrychleni hmoty ve vzdalenosti 79 od stfedu. Selsky rozum 1ika, ze velikost rychlosti,
kterou hmota nabere za néjaky maly cas At, bude také timérna ro a vzdalenost,
o kterou spadne hmotny bod, jenz byl ptivodné ve vzdalenosti g, jakbysmet. Co
jsme tim ale dostali? Ze nova vzdalenost kazdého bodu oblaku od stiedu je piimo
umérna jeho pivodni vzdalenosti. Cely oblak se tedy pouze ,stejnomérné* zmensil
a ztistal homogenni. Mame stejnou situaci jako na poc¢atku® (az na to, Ze nyni neni
oblak v klidu — rychlost hmoty v ném je vSak stale imérna vzdalenosti od stredu
a to ndm umozni tvahu aplikovat znovu). Zd4 se, ze homogenita oblaku by se mohla
béhem kolapsu zachovavat. Potom by tedy funkce R méla byt tvaru

R(ro,t) = rof(t),

kde f(t) je néjaka funkce casu (ktera v podstaté charakterizuje miru smrsténi ob-
laku; hodnota f(t) = 1 je poc¢ateéni stav, f(t) = 1/2 znamend, Ze oblak se smrstil
na polovi¢ni polomér, atd.), a M(ro,t) by bylo rovno 4w o7y /3 (nezévisle na case —
kazdy bod ma ,,pod sebou“ stéle stejnou hmotnost jako na za¢atku). Zkusime dosa-
dit do pohybové rovnice a uvidime, jestli najdeme néjaké feseni v nami ocekavaném
tvaru. Po dosazeni a par elementarnich apravach dostaneme

_4TYGQ()

f= 372

3) Zvédaveim, ktefi chtéji védét, kde Ze tam je ten integral, feknéme, Ze je scho-
vany ve vyrazu M(rg,t). Muzete si ovéfit, ze plati M(ro,t) = fA 4nr? oo dr, kde oo
je pocatecni hustota oblaku a integrujeme pfres mnozinu A, kterd je déna jako A =
= {r € Rt : R(r,t) < R(ro,t)}. Tato mnozina muze vypadat velmi divoce, pokud
funkce R(r,t) nebude prosta v r.

4) Tato tvaha vypadd trochu jako matematicka indukce, ale neni! Indukci rozhodné ne-
muzeme pouzit v oboru realnych cisel. Zde jde spise o takovou ,,berlicku®, ktera nam ukaze
dalsi smér nasich avah.
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Vida! Dobré znameni, z rovnic nam tplné vypadlo 9. Pokud si tedy poradime s touto
obycejnou diferencialni rovnici, mame vyhrano.

Podobné rovnice, ve kterych je druha derivace hledané funkce zavisla pouze na
hodnoté této funkce, se Fesi nasledujicim trikem. Vynasobme celou rovnici 2f. Na
levé strané tak dostaneme derivaci f 2 podle ¢asu, na pravé pak vyraz —a f /f? (aje
oznaceni pro konstantu 8nGpo/3). Integrovanim takto upravené rovnice podle ¢asu
na levé strané dostaneme

: « @ o}

P40 = —f—fdt:/—ﬁdf: ?+C’2.
Obé aditivni konstanty si miZeme shrnout do jedné a f si vyjadiime jako f =
= —y/a/f 4+ C (znaménko minus volime, protoze nas zajima kolaps, tedy proces,
pri némz se f zmensSuje s Casem).

Neznama konstanta C tfeseni komplikuje, tak se ji hned zbavime. Z toho, jak

jsme si zavedli funkci f, plyne, 7e v case t = 0 je f(0) = 1 a f(0) = 0. Aby tedy
platila vySe uvedena rovnost, musi ziejmé byt C' = —a, mame tedy

. df 1

Tuto rovnici mizeme vyfesit takzvanou separaci proménnych. Nez to ale ud€lame,
pozastavme se u ni na chvili, protoze nam d& odpovéd na to, jak se chova rychlost
kolapsu, kdyz se polomér oblaku blizi nule. Jestlize uvazujeme stale mensi velikost
oblaku, jinymi slovy stale mensi f, jde prava strana rovnice do minus nekonec¢na,
tedy rychlost hrouceni roste nade vSechny meze (asymptoticky jako 1/4/7). Musime
si ale uvédomit, ze toto plati pouze v klasické fyzice. Ve skute¢nosti by se na malych
vzdalenostech zacaly uplatnovat jednak efekty specialni teorie relativity, které by
nedovolily, aby rychlost kolapsu prekrocila rychlost svétla, a pak také efekty obecné
relativity — horizont udalosti, dilatace casu, zmény délek v radialnim sméru.
Vratme se ted k nasi rovnici. Upravime si ji na tvar

df
Va(l/f-1)

Nyni mizeme na obé strany vlozit znak integralu a integrovat od ¢asut =0do ¢

f(t) 1
t=— df.
/f(0)=1 a(l/f —1) I

Substituci v = /1/f — 1, df = —2u/(u® + 1) du si upravime integral na pravé

strané a dostaneme

2 [u®) 1
[ — _/ .
Vo looo (u?41)2

Integral vypocitame trikem. Pokusme se vypocitat metodou per partes integral
[1/(u?® + 1) du. Derivovat budeme funkci 1/(u® + 1) a integrovat funkci 1. Pak
dostaneme

1 u —2u u (u>+1)—1
du = — | ———udu= ———+2 | —————d
/u2+1 RRTE /(u2+1)2uu u2+1+ / (u? +1)2 “
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Upravime-li si jesté trochu pravou stranu, mame

1 U 1 1
du = 2 du—2 | —————d
/u2—|—1 b u2—{—1+ /u2+1 b /(u2—{—1)2 “

odtud si uz snadno vyjadrime hledany integral jako

v u(t) I
=29 - du =
o (u?2+1)2 22(t)+1) 2 ), wur+1
B u(t) 1
= 5w () 1 1) - 5 arctg u(t) .

Dosadime-li za u vyraz /1/f — 1, ziskdvame

tz%(ﬁ—l—amtgw/%—l) :%(m—l—arccos\/?) .

Muzete ovérit, ze funkce t(f) je pro 0 < f < 1 prosta, existuje k ni tedy inverzni
funkce f(t), kterd by po vynésobeni ro dala hledanou funkci R(ro,t). At se ale
budeme snazit sebevic, ze ziskané zavislosti t na f se nikdy nepodafi vyjadrit f
v zavislosti na t pomoci ,,jednoduchych® funkci.

To ovsem nebrani tomu, abychom si napriklad vykreslili graf ¢t v zavislosti na f
a z néj preklopenim podle diagonaly dostali graf f(t).

Miizeme také vyuzit toho, Ze objem oblaku je v éase t roven Vo f>(t) a hustota
tajemné hmoty (v kazdém bodé oblaku stejné, jak jsme zjistili) je oo/ f>(t), tedy
f(t) = (00/0(t))'3, a stejnym zpiisobem vykreslit graf o(t) — viz obr. 8.

o/ o

9 4

r/ro

71 1

5 4

3 4

1 4

0 = = 0 : : :

0 0,5 1 tv o 0 0,5 1 15 tva
Obr. 8. Zavislost hustoty oblaku na Obr. 9. Zavislost poloméru oblaku na
Case case

Z nalezeného vztahu muzeme také docela snadno zjistit, jak dlouho bude cely
kolaps trvat. Staci najit limitu ¢ pro f — 0. Tak dostaneme pro dobu trvani kolapsu

T
T=—+.
2/«

K tomuto udaji l1ze dospét také elegantni ivahou vyuzivajici tfeti Kepleriv zakon
o dobé obéhu télesa. Ta totiz zavisi pouze na hmotnosti centralniho télesa a délce
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poloosy obézné drahy. Na radidlni pad hmoty se pritom miizeme divat jako na polo-
vinu obéhu po ,nekonecné excentrické® eliptické draze. Nevyhodou tohoto pristupu
je, ze nam nic nefekne o pribéhu kolapsu.

Uloha | .2 ... srazka s asteroidem

Urcete, jaky tihel po srazce svirala trajektorie asteroidu a védecké lodi. Pred srazkou
byl kulovy asteroid v klidu a mél stejnou hmotnost jako lod. Uvazte, ze lod chrani
Stity, které maji kulovy tvar.

J! v Veliciny prislusejici lodi budeme indexovat
f 1 Cislem 1 a veli¢iny prislusejici asteroidu bu-
| Yy deme indexovat cislem 2. Veli¢iny po stretnuti
| oznacujme c¢arkou. Volme pravouhlou soustavu

souradnic s pocatkem v misté styku téles pri
| / srdzce. Osa x necht je urcena spojnici stredu
téles. Osu y volme tak, aby vektor rychlosti
rakety lezel v roviné zy. Slozky vektoru rych-
losti oznaéme v = (vg,vy,v;), pfiemz v, = 0
lod asteroid po celou dobu pohybu (nebot ve sméru osy z
Obr. 10. Srazka lodé neptsobi Z4dné sily).

Protoze lod je chranéna velmi pevnymi Stity
kulovych tvarti, mizeme pti malych rychlostech
uvazovat dokonale pruznou srazku bez treni. Prvni jednoduchy piipad uvedeme bez
dikazu; po ¢elni srazce zistane lod v klidu a asteroid se bude pohybovat rychlosti vy
(lod mu preda veskerou svou energii a hybnost). Nyni vyfesime obecnou srazku.

s asteroidem

’ s 7 . ’ / / 7 / /
Podle zakona zachovani hybnosti plati viz = vi, + vy, a také vi, = vy, + vy, .
Navic ze zdkona zachovani energie po nasobeni faktorem 2/m plyne

2 2 12 /2 12 12
Vix + vly = Vi1g + Uly + Va2g + U2y .

Dosadime-li vztahy zadkona zachovani hybnosti do rovnice pro zdkon zachovani ener-
gie, ziskame

2

/ / 2 / / 12 12 12 12 / / / /
(le + v2:c) + (vly + U2y) = Vig + Uly + Vag + U2y = V1zV2g + vlyv2y = 07

neboli v; - vj = 0. Vektory rychlosti po srazce jsou tedy na sebe kolmé stejné tak
jako trajektorie lodi a asteroidu.
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Uloha |.3 ... michani barev kaminkii

Vysvétlete, pro¢ zkombinovanim svétel ze dvou barevnych kaminki dostanou védci
jinou barvu, nez kdyz primo smichaji dvé barvy, které kaminky mayji.

Nejprve se podivejme na pripad, kdy chceme zkombinovat svétla ze dvou ba-
revnych kaminkd. Na zacatku méjme bilé svétlo, které rozlozime, a jednotlivé bilé
svazky nechame projit barevnymi kaminky a poté dopadnout na stejné misto. Jed-
notlivymi kaminky projdou svétla v barvach kaminkd. Slozky proslych svétel se
sCitaji a dohromady vytvari svétlo s vétsi intenzitou. Intenzita vysledné barvy se
rovna souctu intenzit jednotlivych slozek. Hovorime o aditivnim michani. Napt. po-
kud kaminky maji barvu zlutou a azurovou, je vysledna barva svétle zelena.

Prikladem aditivniho zptisobu michani barev je barevny model RGB, ktery se
pouziva napt. v monitorech. Za zakladni barvy povazujeme ¢ervenou, zelenou a mod-
rou, pokud je smichdme vSechny, dostaneme bilou (muizete si zkusit posvitit na jedno
misto ¢ervenou, modrou a zelenou baterkou). Pokud smichame dvé barvy, dostaneme
z Cervené a modré purpurovou, z ¢ervené a zelené zlutou a z modré a zelené azurovou.

Pokud chceme smichat barvy kaminkit, mtizeme bud kaminky rozdrtit a vznikly
prasek smichat nebo nechat bilé svétlo projit jednim kaminkem a svétlo, které z né¢j
vyjde, druhym. Svétlo, resp. odpovidajici ¢ast spektra je pii priichodech jednotli-
vymi barevnymi vrstvami stale vice pohlcovano. Vysledna barva se sklada z vlnovych
délek, které zbydou po prichodu obéma kaminky. V tomto pripadé hovorime o sub-
traktivnim michani. Pokud mame (jako v prvnim pfipadé) zluty a azurovy kaminek,
je vysledna barva tmaveé zelena.

Na subtraktivnim michani barev je zalozen barevny model CMYK, ktery se vyu-
ziva napr. pti tisku. Jeho zakladni barvy jsou zluta, azurova a purpurova. Smichanim
vSech tri dostaneme ¢ernou barvu; pfi smichani zluté a azurové vznikne zelena, zluté
a purpurové cervena, azurové a purpurové modra.

Uloha | .4 ... kapitdniv denik

Prispéjte né¢im zajimavym do deniku védecké vypravy (obrazkem ¢i jinym umélec-
kym vytvorem, dobrodruznou piihodou v délce denniho hlaseni, fyzikalnim pozoro-
vanim, ... ).

Kapitantiv denik, 26. listopadu 2225°

Nedavna pozorovani hranic Romulanské neutralni zény odhalila podezrelé shlu-
kovani neznamé hmoty v sektoru 0056. Protoze federacni sit dalkovych senzort jesté
neni zdaleka hotova, veleni se rozhodlo vyslat nas na priazkum.

,Blizime se do dosahu senzori, pane,“ ozval se védecky dustojnik.

,Pfejdéte na impulz a zalette tfeba ... do nejblizsi hvézdné soustavy. Jo, a ty
senzory zapnéte, at se nenudime.*

5) Hvézdné datum se zacalo pouzivat az 1. 1. 2323.
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Osobni denik, kapitan S. Pilny, 27. listopadu 2225

Zacali jsme senzorovy prizkum soustavy. Svéte, div se, stale nic. Skoro mam
pocit, ze si z nas déla Hvézdna flotila srandu. Predtim to bylo hlidani transportu
dilithia, prace jak za trest, a ted zas tohle. J& to vidim tak, Ze se zase né&jaky
romulansky kapitan ozral a odstfelil nasim smérem par asteroid.

Zahvizdal interkom a z praskajiciho reproduktoru se ozvala kulometna palba
slov prvniho dustojnika. Kapitan sice nerozumeél ani 1, ale aspon ho to vzbudilo
a vzpomneél si, ze mu uz davno zacala sluzba.

»,INo, konecné néco,* pomyslel si, kdyz se drapal z postele.

,Co tu mame?“ zeptal se po prichodu na mustek a hned ho udivilo, Ze na hlavni
obrazovce nejsou zadné hvézdy. ,,Spis, co tu nemame, pane,”“ neotalel s odpovédi
védecky dustojnik, ,pfi prizkumu soustavy jsme béznymi metodami nic nezjistili,
ale pak jsme si vSimli, Ze z jednoho mista nezachytavame zadné signaly. Podle vseho
by tam meéla byt planeta, ale je tam tohle.“

,,Co?* rozespaly velitel nechapavé ziral na obrazovku.

,Tohle. Temna hmota. Visi nad planetou a vypada to, jako by ji celou obklopo-
vala. Jenom nad podly je jesté misto.“

,No jo, vidim,“ vzpamatoval se kapitan, ,,vemte nas tam a zahajte prizkum, ja
se jdu jesté prospat,“ zivl a odesel.

13

To ale nemeél delat. Jenom co vylezl z turbovytahu na chodbu, protéjsi sténa si
fekla, ze uz ma dost své normalni polohy, a vzala ho po hlavé. Kdyz ho probudil
jakysi vousaty pan s klicem od opodal stojici brany, zjistil, ze je cosi Spatné.

Ano, lod se pii nezvladnutém pfiblizeni k planeté srazila s kusem temné hmoty
a namirila si to po nejkratsi mozné trajektorii k zemi, po cesté zapalila ptlku lesa
na kontinentu a svezla se po nejblizsim kopci az na jeho upati. Vrcholky hor se
rozblikaly riznymi svétly jako vanoc¢ni stromecek.

,Ja jsem vam ftikal, Ze mate opravit ty inercialni tlumice na chodbach,“ oboftil
se prvni dustojnik na vrchniho inZenyra, ,ted mame z kapitana tapetu.“

,,Co kapitan, ale jmeli,*“ blekotal z cesty naptil omraceny inzenyr.

,,Co kdybyste se nékdo obtézovali s hlasenim skod?* fekl prvni distojnik s nadéji,
ze mu odpovi nékdo, komu vylet z obézné drahy nevyklepl mozek z hlavy. Mél stésti,
zachranil ho védecky dutstojnik: ,Vypada to sakra bledé, pane, sekundarni trup
jsme ztratili nékde ve vzduchu, s nim i hlavni motory a pil posadky. Nastésti nam
zustal fuzni reaktor a inercialni tlumice. A interni senzory taky jakz takz funguji —
zachytavam asi 42 znamek zivota, véetné nas.“

,Co to je, strejdo?“ zeptal se neidentifikovatelny humanoid jedince vedle sebe.
1o urcité bude posel z nebes. Nebo taky primdrni trup lodi Hvézdné flotily tridy
Daedalus. Ale spis ten posel. Zitra vezmem sousedy a pujdem se na to podivat.“

,Cti tnk psT,*“ ozvalo se zpoza kusu upadené termoizolace.

,oakra, uz zas ten kram nefunguje!“ zachrestil $éfinzenyr univerzalnim prekla-
dacem a zavolal na prvniho distojnika: ,,Séfe, mame navstévu.“

K nouzovému taboru se ted blizila skupina postav.

,Ahoj, jak se vam libi na nasi planeté?* ozvalo se.
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,Ale, stromy jsou piili§ vysoké na muj vkus,* odpovédél kdosi z posadky. Asi
néjaké cervené tricko.

I kdyz byli domorodci ponékud nakrknuti zpiisobem prichodu prvnich lidi na
jejich planetu — kdo by nebyl, kdyby mu navstéva zapalila zivy plot a podupala za-
honek — nakonec se néjak domluvili a vyménou za zrcatka a ¢ocky se ztroskotancim
podarilo ziskat listek na lanovku do vyssich stromovych pater. A tak vymontovali
subprostorové radio, nabili baterky a vydali se na vylet.

»,Za jak dlouho temna hmota obklopi celou planetu?“ napadlo prvniho distoj-
nika.

,Podle poslednich méreni tak za mésic,“ dostalo se mu odpovédi.

,, Myslite, ze bychom to méli domorodcim fict?“ zaclo jej trochu hryzat svédomi.

,Ale proc¢, za dva tydny tady bude zachranna vyprava, aspon bude sranda.

Kapitandv denik, hvézdné datum 47853.35

Pti hlidkovani pobliz neutralni zony jsme zachytili nouzovy signal plavidla flotily.
Z analyzy vyplyva, ze pattil USS Odyssey, ktera se zde pred 147 lety ztratila. ..

Uloha | . P ... vyska stromii

Odhadnéte vysku stromi na planeté. Uvazte vSechna mozna hlediska, ktera mohou
vysku stromii ovlivnit.

Maximalni vysku stromt limituje né€kolik hlavnich faktort. VysSetfeme nejprve
trosku podrobnéji, jak muze byt strom vysoky, aby byl schopen cerpat vodu az
k svému vrcholu.

Predpokladejme nejprve, ze strom transportuje vodu zivou tkani. Céva by tak
byla realizovana sloupeckem nad sebou postavenych bunék vzajemné oddélenych
porézni buné¢nou sténou a polopropustnou membranou (propousti pouze vodu, ni-
koli rozpusténé latky). Transport vody smérem vzhiru je zprostfedkovan osmézou.
Osmoticky tlak je pfimo amérny rozdilu koncentraci roztokti mezi sousednimi bun-
kami a kazda vrchnéjsi bunka musi tedy obsahovat koncentrovanéjsi roztok. Pokud
osmoticky tlak mezi kazdymi dvéma sousednimi bunkami bude roven rozdilu tlaku
zpusobeného tihou vody v bunkach, céva bude schopna udrzet sloupec vody. Mii-
zeme si rozmyslet, ze tato rovnovaha nastane tehdy, kdyz osmoticky tlak zptsobeny
rozdilem koncentraci mezi nejvrchnéjsi a nejspodnéjsi bunkou cévy je roven hyd-
rostatickému tlaku vodniho sloupce

Posm = RTAC = hog,
kde AC' je rozdil molarnich koncentraci roztoki, h vyska vodniho sloupce, p hustota

vody. Predpokladejme na chvili, ze nejvrchnéjsi bunka cévy ,snese“ koncentraci na-
syceného roztoku® NaCl a nejspodnéjsi butika obsahuje &istou vodu. V tom p¥ipadé

6) Nasyceny roztok NaCl ma koncentraci 0,6 M, disociuje na dva ionty, celkova koncentrace
solutu je tedy 1,2 M.
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Posm = 3 MPa. To je samoziejmé velmi nadnesené c¢islo. Osmoticky tlak v rostlinach
dosahuje maximalné 1,5 MPa. Dosazenim této hodnoty do rovnosti a vyjadfenim
vysSky h dostaneme maximalni vysku v podminkach na Zemi

P = 225 — 150m.
0g

Vyska je podle tohoto vztahu nepifimo timérna gravitacnimu zrychleni, na planeté
s polovi¢nim zrychlenim by limitujici vyska byla tedy zhruba 300 m.

Ve skutecnosti vSak transport vody probiha kombinované Zivou tkani a specia-
lizovanymi pletivy, ktera jsou tvorena odumfelymi bunkami, ze kterych se zacho-
valy pouze casti bunécnych stén. Céva je tedy v podstaté duta trubicka, ve které
voda nemusi prekonavat zadné membrany. Rychlost prenosu vody dutymi cévami
je o mnoho radd vyssi nez rychlost prenosu zivou tkani. Céva se da prirovnat ke
kapilate. V kapilare voda v dusledku kapilarni elevace vystoupa do vysky

20 cos«

p= 2R
Teg

kde o je povrchové napéti vody, a ithel sméaceni stény kapilary (tyto hodnoty lze najit
v tabulkich) a r polomér kapilary. Pfi bézné tloustce cévy 40 pm stoupne voda do
vysky zhruba 37 cm. To neni mnoho, feknete si mozna. Hlavni ¢erpaci silou je totiz
zminénd osmoza a korenovy vztlak. OvSem pfi tloustce kapilary 5nm, coz je Sitka
porta v bunécné sténé, dostaneme vysku sloupce témeér 3000 m. Takto tenké cévy by
vSak bylo velmi obtizné realizovat a navic pfenos vody by byl velmi pomaly. Kolobéh
vody stromem zajistuje kontinudlni odpafovani z listl, coz vynucuje nasavani vody
koreny. Rychlost odparovani, a tedy i rychlost cirkulace vody je ovlivnéna tlakem
atmosféry na planeté. Ten lze tézko odhadnout, napt. na Marsu je gravitace priblizné
tretinova, ale tlak atmosféry pii povrchu stokrat mensi. Pokud by celkova hmotnost
svislého sloupce atmosféry na planeté byla stejna jako hmotnost sloupce atmosféry
Zemé, tlak pri povrchu by byl polovi¢ni. Tlak pti povrchu je totiz priblizné dan tihou
sloupce vzduchu. Z tohoto hlediska by odparovani bylo rychlejsi a pro prenos vody
by mohly slouzit uzsi kapilary, coz by nepatrné zvysilo limitujici vysku stromu. Je
vSak otézkou diskuse, jak nizsi tlak celkové ovlivni vzrist stromi.

Druhym hlediskem je otazka lamani stromii. To si probereme trochu obecnéji.
Vitr ptisobi momentem sily M; vici paté stromu a vychyli strom ze svislé polohy.
Ohnuty strom v disledku vlastni tihy ptisobi momentem sily M2 vici paté stromu
a tento moment je tedy funkci velikosti prohnuti — ¢im je strom prohnutéjsi, tim vétsi
je rameno sily. Pro kazdé prohnuti je pro strom charakteristicka sila pruznosti, ktera
se snazi strom vratit do svislé polohy a ptisobi proti silam vétru a tihy. Sile pruznosti
muzeme tedy také prisoudit moment sily M3 vici paté stromu. Pokud pri daném
prohnuti jsou vychylujici momenty vétsi nez moment sily pruznosti, bude dochazet
k dalsimu prohybani. Existuje kritické prohnuti emax, pfi kterém se strom lame.
Velikost prohnuti € mtizeme definovat jako relativni prodlouzeni dievniho vldkna
na vnéjsim oblouku prohnuti. Jakozto velké zjednoduseni prijmeme predpoklad, ze
velikost My je pfimo timeérné e. Velikost My je dale imérna tize stromu a ramenu
sily

My = AhpgS - he = Ah*¢Se ,
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kde S je obsah prifezu stromu, p hustota dreva, A néjaka konstanta shodna pro
Zemi i zkoumanou planetu. Velikost M3 je imérna prohnuti a prifezu stromu

M3 :BS€,

kde B je opét n€jaka konstanta shodna pro Zemi i zkoumanou planetu.
Jednoduchym pribliznym vypoctem zjistime, ze pri prohnuti blizkém emax je M2
mnohem vétsi nez M. Zaroven se vsSak pri silnéjSim vétru stromy casto lamaji,
z ¢ehoz lze usoudit, ze napf. smrky by pfi stejné tloustce uz o mnoho vyssi byt
nemohly, protoze by se lamaly i bez prispéni vétru.
Strom se nezlomi, pokud pfi prohnuti emax je M2 < M3, a tedy

AhZQSEmaX < Bssmax :> h/ < *

ﬁ

1
.

Pfi poloviénim g bude vyska stromt na planeté v/2-krat vétsi nez na Zemi. Pfi slab-
§im vlivu vétru bude vyska stromil pfirozené o néco vétsi, pri silnéjsim vétru o néco
mensi. Mizeme si vSimnout, ze velmi tlusty strom by se ani pri velkych vyskach
nezlomil. V tom ptipadé by vyska byla limitovana ,vodnim kritériem* a hlavné —
uzivit a vybudovat tlusty kmen stoji mnoho energie.

To uz se ale dostavame k evolu¢nimu hledisku. Rist stromu do vysky je hlavné
vysledkem konkurenc¢niho boje a tzv. ,zavodu ve zbrojeni“. Evolu¢ni pohled nam
rika, ze planetu obyvaji ty druhy, které jsou schopné se tspésné rozmnozovat, a to
mimo jiné znamena Uspésné souperit o ziviny. Vysoky strom mé dostatek svétla,
avSak jeho vyska s sebou nese mnoho nevyhod a strom na rist spotfebuje mnoho
energie, kterou jiné druhy vénuji napiiklad tvorbé semen. Zemi obyva mnoho druhi
rostlin, které se 1idi rliznymi strategiemi, a strategie rtstu do vysky se ukazala
jako jedna z mnoha uspésnych. Debata na toto téma by byla jisté velmi zajimava
a zaroven dlouhd, nechame si ji tedy na jindy.

Konecné, nékdo by mohl namitnout, ze Biih stvoril zivot pouze na Zemi a nikde
jinde.
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Uloha Il.1 ... Cerikova pila

Cerikova pila se nachazi na soutoku rek Vydry a Kiemelné na Sumavé. Pojmenovana
je podle obchodnika s dievem Cerika Bubenicka, ktery zde pilu v 19. stoleti postavil.
Na jejim misté nyni stoji vodni elektrarna, ktera je stale v provozu a patii mezi
technické pamatky.

Vodni elektrarna vyuziva vyskovy rozdil hladin nad a pod turbinou 10 m, vykon
elektrarny je 96 kW . Voda je na turbinu pfivadéna vantroky”, které jsou siroké 1 m,
a voda v nich saha do vysky 1,5 m. Pii pozorovani proudici vody jsme odhadli, ze
uprostfed vantrokit méa proud vody rychlost 1 m-s~'. Odhadnéte, jaké je tc¢innost
elektrarny.

Oznacme rozdil hladin A = 10m, rozméry vantroku: sitku a = 1m, hloubku
b = 1,5m, rychlost toku uprosted koryta v = 1m-s~".

K urceni Gc¢innosti elektrarny je treba znat celkovou energetickou bilanci, proto
musime stanovit maximalni vyuzitelnou mechanickou energii vody, ktera turbinou
projde za jednotku casu. Celkova energie je samoziejmeé rovna souctu kinetické ener-

gie vody proudici vantroky a rozdilu potencialni energie vody nad a pod turbinou.

Proto plati
AE  Am [ {(v?) voln— b
At - At \ 2 7 2) )"

Jelikoz (v?)/2 < g(h — b/2), mfzeme ¢len odpovidajici kinetické energii zanedbat.
Zbyva ur¢it hmotnostni pritok @ = Am/At = pab(v).

Pokud budeme vodu povazovat za idedlni tekutinu® (coZ ve skute¢nosti neni
viubec pravdal), dostaneme pro pritok @ = pabv. Tomuto odpovida prikon pfi-
blizné 150 kW a tc¢innost (podil vykonu a pfikonu) elektrarny pak je 65 %.

Pro proud vody je ve skutecnosti nutné pouzit model redlné tekutiny, u které
dochézi vlivem vazkosti k nehomogennimu rozlozeni pole rychlosti. Takové proudéni
muze byt dale laminarni, nebo (pfi vyssich rychlostech) turbulentni. Pro stiedni
rychlost proudéni pii prechodu mezi témito druhy proudéni plati v = vRe/d, kde
Re je kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla (pohybuje se v rozmezi 1000 az 20 000,
pro nas ptipad predpokladejme jeho hodnotu 2000), d je rozmér potrubi (v nasem
pripadé hodnota v rozmezi a a b), a v je tzv. kinematicka viskozita, pro vodu je to
hodnota pFiblizné 10~° m?.s~*. Snadno se tak miiZeme presvédéit, ze proud vody ve
vantrocich je turbulentni, neb v > w.

Stfedni hodnotu rychlosti toku (v) pro turbulentni proudéni je velmi obtizné ur-
¢it, proto se pouziva numerické modelovani. Pokud budeme predpokladat laminarni
proudéni, dojdeme k téinnosti nad 100 %, coZ je nesmysl.

Pokusime se spolehnout na tudaj z technickych tabulek, dle kterych priblizné
plati v = 1,2(v). Po dosazeni za (v) vychazi uc¢innost kolem 80 %, coz odpovida
uc¢innosti dnesnich vodnich elektraren.

7) Vantroky jsou drevéna stavba — koryto obdélnikového prufezu, kterym je privadéna
voda na mlynské kolo.
8) Ideélni tekutina je nestlacitelna a bez vnitiniho tfeni — viskozity.
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Uloha I1.2 ... drtivy dopad

Pokuste se najit libovolny vztah mezi rychlosti meteoroidu dané hmotnosti tésné
pred dopadem na povrch Zemé a polomérem vzniknuvsiho krateru.

Bézny meteoroid dopada na zemi minimalné prvni kosmickou rychlosti 8 km-s™*,

takze casto rychlosti mnohem vétsi. Velikost meteoroidu méa vliv na tvar krateru.
Tento mozna lehce prekvapivy zavér lze vysvétlit, kdyz
se zamyslime nad pomérem kinetické energie meteoroidu
a mnozstvim deformacni energie, kterou je povrch schopen
n,absorbovat®. Kdyz je velikost dopadajiciho meteoroidu
v mikrometrech az milimetrech, krater vypada jako na
obr. 11 a 12.

Na obrazku 11 byla dopadova rychlost castice kolem
1km-s™ !, na obrazku 12 byla dopadova rychlost ¢astice de-
sitky kilometri za sekundu. V obou pripadech se jedna
o kov. V prvnim pripadé pii nizsi rychlosti doslo jenom
k rozlamani materidlu v misté dopadu. V druhém pripadé
byl material v misté dopadu uplné roztaven, jako voda vy-
splichnul z mista dopadu a okamzité v meziplanetarnim pro-
storu ztuhnul.

Predpokladejme, Ze rychlost meteoroidu pti dopadu je
kolem 40 kilometrt za sekundu, ¢ili je zhruba stokrat vyssi
nez vystrelena kulka. Pti takto vysoké rychlosti se povrch
Zemé v okoli dopadu okamzité roztavi a Castec¢né vypari —
chova se jako kapalina. Rychlost prenosu energie je vyssi,
nez je rychlost zvuku v prostiedi. Samotny dopad se pak po-
dobéa vice vybuchu nez deforma¢nimu pusobeni (viz bod 3
dale). Proto se pfi popisu chovani dopadu pouziva hydro-
dynamika, i kdyz se na prvni pohled jedna o pevna télesa. Na uvedenych obrazcich
je ukazano, jak vypada krater v zavislosti na velikosti dopadajiciho meteoroidu.

Obr. 13. Mala dopadova  Qbr. 14. Velks dopadova Obr. 15. Rychlost mala
rychlost, pevny material, rychlost, vétsi rozmér kolem 10km-s™*, velky
maly rozmér meteoroidu meteoroidu meteoroid, spise asteroid

Obr. 11. Laboratorni
experiment

Obr. 12. Povrch
sondy

Ve vsech pripadech je prenos energie do okoli velice rychly. Plocha, pres kterou
se prend$i energie (napfiklad zvukové vlny, ochlazovani atd.), je mald vzhledem
k energii a hmotnosti. Plocha totiz roste s 72, ale kinetick4 energie podle (1) roste
s m ~ r2, tedy podstatné rychleji. Po vzniku malého krateru dojde ke ztuhnuti
prakticky okamzité. U vétsich kratera trva tuhnuti déle, a proto se v jejich stredu
objevuje maly vrcholek. Jeho ptivod je stejny, jako kdyz pustite kdmen do vody —
po vodé se zacnou §itit vlny. Jestlize roztavite zem, viny se po ni Sifi a vytvaruji
centralni vrcholek. Neroztaveny material je rozdrcen, chova se jako pisek — je to také

: 14
,kapalina®.
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Kinetické energie dopadajiciho meteoroidu je
2 3 2
FExin = %mv = % (%’KT ) ov” . (1)
Podivejme se, co se dé€je s touto energii. Pfejde na tfi jiné formy:
1. energii tepelnou,

2. kinetickou energii okolni zemé,
3. elastickou energii (napft. deformace ¢i pnuti materialu).

Jiz jsme si tekli, ze pro velkd télesa muzeme bod 3 zanedbat. Energie se tedy
meéni v energii tepelnou a v pohybovou energii okolni zeminy. Tedy

Ekin — Etep + Ehyb . (2)
Tepelna energie je energie potiebna na roztaveni a zvyseni teploty
Etep = mCpATp + mklp_x + Cx ATk ( + melk_g + C(;,AT(;,) ,

kde index P oznacuje pevnou fazi, K fazi kapalnou a G fazi plynnou, lp_k je mérné
skupenské teplo pti prechodu pevna faze—kapalina. Dopad mize ¢ast horniny doslova
vypafit. Hmotnost kazdé slozky je jind — jiné mnozstvi se roztavi a jiné (vétsi)
mnozstvi se jenom ohreje na vyssi teplotu. Stejny problém nas ceké i s pohybovou
energii — Cast materialu je vymrsténa ven do volného prostoru, ¢ast je vmrsténa
zpétné do materidlu a déale ho muze ohrat. Polomér vzniknuvsiho krateru necht
je R. Dle pozorovani nebude mit tento krater tvar polokoule, ale spiSe mélkého
doliku. Spodek krateru bude zality roztavenou horninou.

2R

| |
mit_é\né h. W vymréténa h.

roztavena h.

ohfata hornina

2R»

Obr. 16. Situace po dopadu meteoroidu na zem

Jak velké mnozstvi m horniny je tedy vymrsténo a jaké ohirato? Vymrsténa bude
hmota, ktera je blizko povrchu. Jeji objem bude tedy v prvnim pfiblizeni roven
wR?-h ~ R? kde h = C- R je vyska povrchu, ktery je vymrstén (C je bezrozmérna,
konstanta). Vétsina vymrsténého materidlu je z tésného okoli dopadu. Naptiklad
kdybychom tento utvar aproximovali kuzelem, dostaneme C' = 1/3.

Roztavenou a rozdrcenou horninu aproximujme polokouli. Jeji objem je %*rrR:f. Po
vychladnuti hornina ztuhne uvnitt krateru, pevné dno se tak zvysi. Hornina, ktera
byla jenom ohtata, mize byt aproximovana kulovym mezivrstvim, jehoz objem je
2x(R5 — RY) ~ R°.
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Vidime, 7e jak Exep, tak Enyb, zévisi na R®. Pak (dle (2) a (1))

2 3 2/3 - 0,667
%mv ~R = R~ 0?3 =007

Praktické experimenty s mensimi kratery (ve smyslu do rozméru kilometri) uka-
zuji zévislost R ~ v%0+07,

Uloha I1.3 ... osvétleni stolu

Navrhnéte rozmisténi zarivek na stropé pracovny, ktery je ve vysce 3 m nad deskou
stolu tak, aby intenzita osvétleni na plose stolu nekolisala vic nez o 0,1 %.

Nejprve je tieba uvést, jak zadana situace vypada. Zadani ulohy si zjednodusime
tak, ze budeme predpokladat strop jako nekonecné velkou rovinu rovnomérné po-
setou nekone¢né dlouhymi zafivymi trubicemi zanedbatelného primeéru, navzajem
rovnobéznymi, pficemz kazdé dvé sousedni jsou ve vzdalenosti b od sebe. Ulohu bu-
deme ftesit v roviné kolmé na zarivky, v ni jsou
zarivky bodové zdroje svétla.

Budeme-li znacit [ svitivost jednotlivého (bo-
dového) zdroje, pak pro osvétleni plochy mizeme
psat

T

v [/

I
En: T—z(ey'n),

7

Obr. 17. Ekvipotencialy
elektrického pole nabitych

kde e, je jednotkovy vektor smérujici od zdroje
a n je normalovy vektor orientované plochy. Je-
jich skalarni soucin ndm tedy zajisti faktor cosJ, o o
kde 9 je thel dopadu. primych vodici

Nyni prijde na fadu hlavni ¢rik celého feSeni. Osvétleni E,, odpovida normalové
slozce intenzity elektrického pole vytvoreného bodovym nabojem velikosti 4megl.
Toho vyuzijeme a prevedeme nas problém na elektrostatickou tilohu. Misto zarivek si
predstavime nekone¢né mnoho primych nabitych vodici a budeme pocitat intenzitu
elektrického pole této sité.

Budeme-li zkoumat vzniklé elektrické pole v dostatecné vzdalenosti, pozname,
ze je velmi dobfe homogenni. S priblizovanim se k mftizce se vSsak bude tato vlast-
nost postupné vytracet. Ekvipotencialni plochy budou jiz ponékud zvlnéné a to je
véc, kterd nas pro tuto chvili bude zajimat. Budeme zkoumat amplitudu téchto
sinusovych vln, které maji periodu b.

Zavedeme souradnicovy systém, a to tak, zZe osa y bude rovnobézna s vodici le-
zicimi v roviné xy a osa z bude na tuto rovinu kolméa. Vyuzijeme znalosti obecného
tvaru rovnice pro kmitani a zkusime ji upravit do nasledujici formule pro elektrosta-
ticky potencial

2tnx

o(x,y) = D Falz) cos —— (3)

kde n je fad harmonické funkce a F,(z) je amplituda n-té harmonické slozky poten-
cidlu ve vzdalenosti z. Diky tomu, Ze jsme predpokladali nekonecné dlouhé draty,
neméla by se zavislost na y projevit vilbec. Nulty ¢len sumy (n = 0) z nasich uvah
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dale vypustime, nebot se jednd o konstantni hodnotu (ta vlastné urcuje intenzitu
osvétleni), kdezto nas zajimaji oscilace.

Ma34-li jit o platny potencial, musi v oblasti pod draty (kde nejsou zadné naboje)
vyhovovat Laplaceové rovnici

e, Py _
ox2  0z2

Kdyz do této rovnice dosadime vyraz (3), dostaneme pro kazdy séitanec

2 2 2
_—4ﬁb2n F,(z) cos 21Tbn:c + dd;n cos 27rbna: =0,

tedy Fy(z) musi spliiovat rovnici

2 2 2
d“F, :411 n P
dz2 b2

Reseni této diferencialni rovnice je
F, = Ape */* (4)

kde zo = b/2mn.

Nyni jiz vime, ze n-t4 harmonicka slozka potencialu se s rostouci vzdalenosti od
stropu zmensuje exponencialné. V nasi aproximaci bude nadale postacovat pracovat
pouze s prvni harmonickou (n = 1), nebot pro n = 1 je ten pokles jisté nejmensi.
Pripadné zpfesnéni vypoctu muzeme prenechat ¢tenafi jako cviceni; vzdyt se jednéa
o pouhy soucet prislusnych c¢lenti. Hodnotu A; muzeme odhadnout jako priblizné
rovnou prumeérné intenzité osvétleni Ag

Vztah (4) je kliovy pro feseni nasi tlohy. Jestlize intenzita osvétleni nesmi kolisat
o vice nez 0,1 %, znamené to, ze hledame takové b mezni, ze vyraz

e~ 2™=/% <1/1000

jesté plati.
Prostym zlogaritmovanim ziskame vysledek

2tnz
~ log 1000 '

Ciselné vychazeji pro z = 3m maximalni rozestupy mezi zafivkami 2,7 m.°

Zvolime-li napriklad tuto vzdalenost rovnu tfem ctvrtindm vysky nad stolem,
bude exponencidlni soucinitel 1/4000. A tedy pro presnost osvétleni na tisicinu do-
stavame koeficient bezpecnosti 4. Je az prekvapujici, jak velké rozestupy staci k tak
rovnomeérnému osvetleni.

9) Pfesny vypocet ukazuje, ze A1 je ve skute¢nosti dvakrat mensi nez Ao, takze presna
odpovéd zni 2,4 m.
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Uloha Il .4 ... jak je daleko Slunce?
[..]

Na vas je, abyste tak jako Edmond Halley vymysleli, jak lze z méreni prechodu
Venuse urcit vzdalenost Zemé od Slunce. Samoziejmé neznate jina nez tehdejsi data:
polomér Zemé a dobu obéhu Zemé a Venuse kolem Slunce z astronomickych pozo-
rovani.

Meérenim vzdalenosti Zemé od Slunce se lidé zabyvali jiz ve starovéku, nicméné
ne s velkym uspéchem. Venuse si lidé vsimli davno, nékteré narody z ni udélaly
bozstvo, ale pozdéji prohlédly, az nakonec Edmond Halley zvetejnil svij slavny c¢la-
nek Nova metoda urcent slunecni paralary aneb vzddlenosti Zemé od Slunce. Pred
jeho vydanim se o zméreni astronomické jednotky pokouseli napr. Jan Kepler nebo
Tycho Brahe, ale neptresné. Jak Halley pise, k vyuziti prechodu Venuse jej inspiro-
val podobny tkaz — prechod Merkuru — ktery pozoroval na observatori na ostrovée
sv. Heleny. Ovéreni své teorie se ale nedockal, protoze kvili mirné naklonéné roviné
obéhu Venuse okolo Slunce nastavaji prechody vzdy v parech po asi 120 letech. My
jsme prechod mohli vidét v ¢ervnu roku 2004, nejblizsi dalsi bude za 6 let a ten
nasledujici az v roce 2117.

Vzhledem k tomu, ze vSechny tuhly jsou velmi malé a vzdalenosti ocekavame
velmi velké, vyuzijeme aproximace tg ¢ =~ ¢ pro malé ¢ a také, ze pomér nameérenych
thlovych veli¢in je shodny s pomérem skutec¢nych délkovych velicin.

Slunce Driha Zemé&

Draha Venuge

Obr. 18. Pozorovani prechodu Venuse pres Slunce ze Zemé

Pokud jsou oba pozorovatelé na stejném poledniku vzdéleni o h (h by mélo byt
kolmé na spojnici Zemé—Slunce), tvori pak s Venusi trojuhelnik podobny s troju-
helnikem vzniklym spojenim dvou primétd VenusSe na Slunce a Venusi samotnou
(viz obrazek 18). Zanedbame-li to, Ze VenuSe nemusi leZzet pfimo na spojnici stiedu
Slunce a Zemé, mtizeme urcit koeficient podobnosti k z tfetiho Keplerova zdkona

Lo A A
Ry T A\ |

Pokud tedy zname vzdalenost h, dokdzeme vypocitat i vzdalenost dvou praméta
Venuse na Slunce, kterou oznac¢ime d. Z naméreného pomeéru € mezi thlovou velikosti
Slunce s a thlovou vzdalenosti stop Venuse 4 potom spocitame skutecnou velikost
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Slunce.

h
QT'S:d'f‘::E'F:.

Pokud métrime vzdalenost Slunce od Zemé pomoci paralaxy, pouzijeme vztahu

R rg N 2rs
7 = ~ 9
tg (ps/2) s

dosadime za polomér Slunce a mame vysledny vztah

he

RZ:%.

Zbyva uz jen z méreni prechodu Venuse vyhodnotit pomér ¢.

Jednodussi metoda vyuziva porovnani dvou zakreslenych drah. Oba pozorova-
telé se dohodnou na tom, Ze si zvoli referenc¢ni slunecni disk o poloméru 7. B€hem
pozorovani na néj zaznamenaji postupné celou trajektorii prechazejici Venuse. Po-
tom se sejdou a zjisti, ze jsou jejich vysledky posunuté o d,ef. Hledany pomér tedy
bude £ = 27yef /dret-

Druhou metodou je métreni doby prechodu Venuse pres slunec¢ni disk, coz navr-
hoval i Edmond Halley. Vyuzijeme toho, Zze pro malé paralaxy blizko spojnice Slunce

a Zemé, konkrétné pro paralaxy ¢s a ¢q plati

ps _ 2rs
va d
rs Velikost d dokazeme urcit pri blizSim pohledu na situ-
s 2y aci. Obé trajektorie vytinaji na slune¢nim disku tusecky,
d / které jsou rovnobézné a posunuté o d (viz obr. 19). Z Py-
27 thagorovy véty urc¢ime d
Obr. 19/. K Vypoétu d= \/T’% 2 \/1“§ — 2,
vzdalenosti d

kde 2z je délka kratsi a 2y délka delsi asecky. Jaky je pomér mezi d a rg?

2 2
lzizl,/1_<£> _1‘/1_(£) _
€ 2rs 2 rs 2 TS

Zaméime se nyni na poméry x/rs, resp. y/rs. Muzeme je nahradit za . /ps,
resp. py/ps. Uvazme, Ze oba pozorovatelé vidi Venusi obihat kolem Zemé vici slu-
necnimu disku thlovou rychlosti w. Jeji okamzitou hodnotu vypocitame jako soucet
uhlové rychlosti zdanlivého obéhu Slunce (ws) a tthlové rychlosti obéhu Venuse (wv ).

Uz Vv — Uz
w=ws twy =—7H"+

Rz Rz — Rv '

Upravenim dostaneme
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Pak tedy dosazenim vsech vztahti vyjde hledané ¢

1 1\/1_ (wAtl)Q_l\/l_ (wAt2>2
£ 2 ®¥s 2 ©Ys '
Casy Ati, Atz jsou namétené tidaje navrzené Edmondem Halleyem (viz obr. 18).

Meéreni vzdalenosti mezi pozorovateli na jednom poledniku je docela jednoduché,
pokud neuvazujeme sklopeni zemské osy. Potom musime prejit ke korekcim, které
umozni ziskat presnou hodnotu.

Popsanym zptisobem vsSak nelze namérit hodnotu astronomické jednotky presné.
Pokud odstranime vsechny problémy spojené s mérenim vzdalenosti pozorovateli,
zustava jesté jeden — tzv. black drop effect. Priblizuje-li se Venuse okraji slune¢niho
disku, ve chvili tésné pred dotykem se jeji okraj a okraj Slunce sliji to atvaru, ktery
pripomina c¢ernou kapku. Ptvodné to bylo brano jako dutsledek chovani VenusSiny
atmosféry (a také jako dikaz jeji pFitomnosti), nicméné dnes vime, Ze za tento jev
muzou turbulence v atmosfére Zemé. Proto také z meéreni v roce 1761 vyplynula
hodnota 153 - 10° km.

Uloha Il .P ... tfepdni &ajem

Vysvétlete, proc¢ kdyz zatfepeme sypanym cajem v plechovce, ziistanou veétsi kousky
listk1i spise nahore nez dole. Reseni miizete obohatit vlastnim pozorovanim.

Jev popisovany v zadani této llohy neni v zasadé nic jiného nez tzv. ,Brazil Nut
Problem*“. Trochu neptijemné je, ze dodneska se védecka obec neshodne na popisu
procest, které tento jev zptisobuji. V zavislosti na vlastnostech jednotlivych castic,
tvaru nadoby, amplitudé, sméru a frekvenci treseni se podstatné méni pozorovany
jev, 1ze dokonce docilit reverzniho jevu, tedy ze velké ¢astice se shromazduji na dné.

Nicméné v prvnim priblizeni lze uvazovat tfi rtizné procesy, které mohou zpu-
sobit tento jev. Prvnim kandidatem je pouhé vyplnovani mezer pod vétsimi casti-
cemi témi mensimi. Tento jev se uplatnuje predevsim pti malych frekvencich, kdy
se veskera kineticka energie Castic staci mezi jednotlivymi otresy disipovat. ,,Kdyz
drkneme do krabicky, castice ¢aje nadskoci. Kdyz se vraceji vlivem gravitace doli, je
ve vysledku se shromazduji dole.“

Pokud zvysujeme frekvenci a amplitudu treseni, zacne se casem smés chovat
podobneé jako tekutina, a zacne tedy platit jakasi obdoba Archimédova zakona, diky
které se mohou vétsi castice dostavat nahoru, nebo doli.

Také se mohou prti vhodnych podminkach v nasi smeési objevit konvekéni proudy,
které se v zadsadé mohou utvofit ve dvou smérech. Budto se uprostied nddoby pohy-
buji castice smérem dold a u stén nadoby smérem nahoru, anebo naopak uprostied
nadoby nahoru a u stén dold. Vzhledem k tomu, ze uprostied ,tece jeden velky
proud, zatimco pii okrajich ,tece spousta malych“, maji vétsi castice mensi Sanci
procestovat podél okraji nadoby, zatimco stredem nadoby projdou vcelku jedno-
duse. Tak se stane, ze pokud uprostied nadoby smétuje konvekéni proud nahoru
(resp. doli), vétsi ¢astice se budou shromazdovat nahote (resp. dole). Uréit, jakym
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smérem budou konvekcéni proudy téct, je velmi obtizné, v praxi se k rozhodnuti
pouzivaji numerické simulace ¢i experimenty.

Uloha 1.1 ... oblozZeny Iétajici talir

Na zamorském parniku pripravuje pro posadku jidlo kuchai Thomas. Na podavani
taliti ma Sikovné zarizeni. Pruzinovy drzak udrzuje vrchni talitr porad ve stejné
vysce. Vzdalenost mezi talifi je 1 cm. A protoze je more bourlivé, sloupec 25 talift
pékné kmita. Jaka je frekvence téch kmitii?

Uvodem popisme, jak celé slozité zafizeni vypada. Jde o pruzinovy oscilator, na
jehoZz hornim konci jsou umistény talife. Jestlize je lod v klidu a nehoupe se, cely
tento mechanismus ma za kol udrzovat nejsvrchnéjsi talit stale ve stejné vysi bez
ohledu na celkovy pocet talifti. Je zfejmé, Ze pruzina musi byt dostatecné dlouha,
aby byla schopna i posledni (nejspodnéjsi) talif vyzvednout do patfiéné vysky.

7, predchoziho odstavce snadno usoudime, Ze odebranim jed-
y*:- noho talife se pruzina roztahne pravé o jeho vysku y. Pritom sila,
ktera pruzinu stlacovala, se zmensi o tihovou silu ptisobici na talif,
tedy mg. Dale oznac¢me tuhost pruziny pismenem k. Potom rovnice
rovnovahy této dil¢i tihové sily a sily pruznosti ma tvar mg = ky,

—=— | odkud snadno vyjadiime tuhost pruziny k = mg /y.
= Uhlova frekvence vlastnich kmitd pruzinového oscilatoru je dana
= vztahem
= L
g YTV Nm>
— kde N je pocet talifi a souc¢in Nm jejich celkova hmotnost. Po
Obr. 20. dosazeni a drobné Upravé jiz snadno zjistime, Ze
Zarizeni na
podavani g
talirt W= Ny’

odkud je patrné, ze vysledek neni na hmotnosti talitt viibec zavisly. Frekvence kmitt
nasledné vychazi

fow L jo 1 981
S 2r 2\ Ny 2n\ 25-0,01

Hz =1,0Hz.
Pokud si navic povS§imneme, ze y/g/(m-s~2) ~ 7, muzeme cely vysledek pro zadané
hodnoty urcit z hlavy.

Jestlize nyni vypluje lod i s kuchafem Thomasem na $iré mote, bude sloupec
pétadvaceti talifti kmitat s vlastni frekvenci 1Hz. V tloze totiz neslo o to, aby
zminéné zarizeni vyrovnavalo houpani lodi, které jsme proto mohli z nasich tivah
vypustit.
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Uloha IIl.2 ... pfistani na Titanu

V patek 14. ledna 2005 na povrchu Titanu hladce pristala sonda Huygens, pojme-
novana po objeviteli Titanu. Materska sonda Cassini ji nesla k Saturnu 7 let. Jedna
se dosud o nejvzdalenéjsi pristani umélé sondy v déjinach.

Pristdavaci modul o ¢isté hmotnosti (bez paliva) m, vybaveny reaktivnim moto-
rem, se vznasel v klidu nad povrchem meésice (gravitacni zrychleni je zde g). Meél
k dispozici palivo o hmotnosti My — m a zasobu energie o velikosti Ey, kterou vy-
uzival k urychlovani paliva (rychlost a mnozstvi paliva vypuzovaného z motoru Ize
libovolné ménit). Jaka je maximalni doba, po kterou se sonda mohla vznaset v kon-
stantni vySce? Poradte Fidicimu stredisku, jakym zpiisobem by mélo naprogramovat
rychlost a mnozstvi vypuzovaného paliva, aby této maximalni doby dosahli.

Oznacme okamzitou hmotnost paliva vypuzovaného z modulu za jednotku casu
jako p, velikost jeho okamzité rychlosti pak v. Je-li v ¢ase ¢ hmotnost modulu i s pa-
livem rovna M a modul se nehybné vznasi, je jeho hybnost nulova. V case t+dt bude
hybnost soustavy modul—palivo rovna pv dt, protoze béhem doby dt bylo vypuzeno
palivo o hmotnosti pdt rychlosti v a modul je (podle pfedpokladi) stéle nehybny.
Zmeéna hybnosti soustavy je tedy rovna pwv dt, to se vSak ma podle Newtonova dru-
hého pohybového zdkona rovnat impulsu ptsobici sily, tj. Mgdt. Srovnanim pak
dostaneme

puv = Mg.

Protoze nas zajima, jak se spotiebovava palivo a energie, bylo by vhodnéjsi mit
misto okamzité rychlosti paliva ve vzorci okamzity vykon, tedy energii spotirebovava-
nou na jeho urychlovani za jednotku ¢asu. Tu ozna¢me obvyklym zptisobem jako P.
Snadno nahlédneme, ze plati P = % pv?. Vyjadiime-li odtud v, pak dosazenim do

predchozi rovnice dostavame
\/2Pu= Mg.

Pro dosazeni maximalni mozné doby vznaseni je nejvyhodnéjsi, kdyz modul spo-
trebuje veskerou zasobu paliva i energie. Pokud by totiz na konci procesu zbylo né-
jaké palivo a nezbyla zadna energie, mohli bychom vybrat néjaky casovy interval
v pribéhu vznéaseni, v némz bychom ponékud zvysili mnozstvi paliva vypousténého
za sekundu (avsak tak, aby stale jesté néjaké na konci zbylo). Potom bychom ovsem
pro zachovani konstantniho tahu motoru museli béhem tohoto okamziku o trochu
snizit vykon P, a tak bychom uspoftili energii, kterd by spolu se zbytkem paliva
umoznila prodlouzit dobu vznaseni.

Jednou z moznosti, jak popsat prubéh procesu, by tedy mohlo byt udani zavis-
losti mnozstvi zbylé energie na hmotnosti modulu (nebo naopak, to vSak v dalsim
postupu prilis nehraje roli), tedy urcité funkce E (M), pro kterou plati E(My) = Eo
a F(m) = 0 a ktera musi byt zfejmé rostouci. Da se ze znalosti pribéhu této funkce
urcit celkova doba vznaseni 7?7 Vskutku ano, a to nésledujicim zptsobem. Prove-
deme-li derivaci F(M) podle ¢asu (Casové derivace budeme znacit teckami), dosta-
neme pomoci pravidla o derivaci slozené funkce E’(M)M. Derivace zbylé energie
podle casu je vsak zrejmé rovna zaporné vzatému P, stejné tak jako casova derivace
hmotnosti modulu podle ¢asu je az na zadporné znaménko rovna pu. Dostaneme tak
rovnost P = E'(M)p. Dosazenim do vysSe odvozené podminky vznaseni s ohledem
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na rovnost u = —M pak ziskdme

2E' (M) dc‘{\f = Myg. (5)

Metodou separace proménnych dostaneme pro dobu vznéaseni (v podstaté jen me-
chanicky osamostatnime dt¢ a vlozime integra¢ni znaménka na obé strany rovnosti)

\/2E’ T Mo /OB (M
dM — / dt = T= # dM .
0 Mg

MO m

Snazime se tedy maximalizovat urcity integral volbou vhodné funkce E(M),
spliujici navic jisté podminky, které jsme jiz uvedli. Zfejmé miizeme pti hledani
extrému sméle zahodit multiplikativni konstanty a hledat tak pouze maximum in-

tegralu
Mo\ /E' (M)
—=dM.

Uloha, kdy hleddme funkci, pro kterou néjaky integralni vyraz nabyvé extrémni
hodnoty, je asi pro vétsinu z vas nanejvys podezriela. Na stredni skole nic takového
nepotkate, ackoliv jde o velmi uziteény typ tloh.'® Vzhledem k nesmirné uzite¢nosti
tohoto postupu mi snad ti, kdo jej znaji tfeba z Feynmanovych prednasek, odpusti
drobné opakovani.

Takovéto tlohy se fesi v principu podobné jako hledani extrému funkce. To, ze
jsme nasli extrém, zjistime tak, ze pokud se o kousek pohneme libovolnym smérem,
hodnota funkce se ,,vice méné“ nezméni. My budeme s nasi funkci také malinko hybat
(variovat ji) pfi¢itanim néjaké pomérné libovolné zvolené malé funkce a budeme
sledovat, jak se méni hodnota integralu.

Dosadme tedy do naseho integralu misto E(M) soucet E(M)+n(M), kde n(M)
bude ona malé funkce. Dostaneme tak

Mo \/E'(M) 4+ o' (M)
M

dM .

m

Protoze funkci f(z) mazeme v okoli zvoleného bodu z¢ pomérné dobie aproximovat
vyrazem f(z) ~ f(xo) + f'(xo)(x — xo) (je to jako nahradit graf funkce jeho te¢nou
v bodé x¢), dostaneme odtud

VE (M) + = E'(M)- g/((]]\é

n' (M)

E'(M) (1 + ﬂ) E'(M) + Nk

2E' (M)

Zména hodnoty integralu zptsobena prictenim nasi malé funkce je tedy priblizné

rovina
/ Yo a' M)
m 2M/E' (M)

10) Kdo nékdy nechtél védeét, pro¢ ze viech kiivek dané délky ohrani¢uje nejvétsi plochu
praveé kruznice?
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Integrace per partes dava

oy ] e d 1
[2M\/E’(M)]m _/m 1) Thr <2M\/E/(M)>dM'

Vsimnéme si, ze hodnoty E(M) jsou v bodech m a My pevné dané a funkce n(M)
v nich tedy musi byt nulova. To ovSem vynuluje prvni ¢len v tomto vyrazu.

Hleddme-li extrém ptuvodné uvazovaného integralu (6), musi byt jeho zména jis-
tym zpusobem malé bez ohledu na volbu funkce n(M). Neni nic pfimocatejsiho, nez
zkusit, zda nékdy tato zména (v pfiblizenich, kterd jsme provedli) nebude dokonce
pod integralem v odvozeném vyjadreni zmény identicky nulovy. Protoze jsme vsak
funkci (M) mohli zvolit tak, Ze sama neni nulova nikde (samoziejmé kromé obou
krajnich bodu), musi byt

d 1 .
dM \ oM /E'(M) )

To uz je obycejna diferencialni rovnice, jejimz integrovanim a upravou dostaneme
nejprve

1 /
ez~ E)
a nasledné pak )
EM)=A— ——.
(M) A

Integrac¢ni konstanty A a C zvolime tak, aby bylo E(My) = Eyg a E(m) = 0. Dosta-
neme pak hledanou funkci

B = 22 (1- 1) (7)
B/(M) = 20 )

(MO — m)M2 '

Nakonec vypocitame zavislost vSech podstatnych veli¢in na ¢ase. Dosazenim (8)

do (5) a upravou ziskame
. MO —m
M = —M? \ e -
g 2E0M0m
Tuto rovnici dofesime separaci proménnych
1 1 M() —m
= 4 tgy ) ——. 9
M@~ Mo TN 2By Mom (9)

Odtud také mizeme dostat dobu 7' polozenim M = m.

. 1 2E0(M0 — m)
T = g\/ T (10)
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Dosazenim (9) do (7) ziskame

mMoEo
E(t)=FEo—tgy| m——— . 11
(1) = Eo —tg) | 5= (11)
Zderivovanim podle ¢asu najdeme vztah pro veli¢iny P a pu.

Tg>M§ 1
P(t) = = = . 12
(*) W) = =3B, L+ iTg? My 2Eo)? (12)

Vyuzitim vztahu P = %qu dostaneme

2Fy
v(t) = TgMs

+gt. (13)

Vztahy (9) az (13) davaji vSechny podstatné informace o idedlnim pribéhu vzna-
seni modulu, které jsme hledali.

Jisté jste si vSimli, zZe jsme nedokazovali, ze pro nalezenou funkci uvazovany inte-
gral (tedy doba vznaseni) nabyva skuteéné maximalni hodnoty. Intuitivné muzeme
tento nazor podepfit faktem, Ze hodnota integralu (6) je shora omezena'', a tedy
by mél byt jediny nalezeny extrém maximem. Matematicky zcela spravny dikaz by
byl pravdépodobné docela zdlouhavy.

11) Uzijeme Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, podle niz plati

(/2 F@g(aydz)” < 2 @) de - [° (@) da,

tedy v nasem pripadé

m My

m

( M°@djwfS/MOE'(M)dM'/mMO#dM:EO <l_i) '
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Uloha 1.3 ... vzddlenost vizudini dvojhvézdy

Z redukovanych hvézdnych spekter slozek dvojhvézdy (podle pritomnych spektral-
nich ¢ar, z nichz zadnd v tomto piipadé neméni svou polohu v case) jsme urcili
spektralni tridy obou hvézd a nasledné odhadli jejich hmotnosti na 2 a 3 hmotnosti
Slunce. Z pozorovani dalekohledem s ohniskovou vzdalenosti 3 m vime, ze slozky
skutecné obihaji v neménné vzdalenosti 5 tithlovych vterin od sebe jednou za 50 let.

Dokazete z téchto informaci urcit vzdalenost dvojhvézdy od Slunce? Pokud ano,
uvedte, jak jste jednotlivé informace pouzili, anebo nepouzili, a vysledek vhodné za-
okrouhlete. Také okomentujte, jaky vliv na néj ma nepresna znalost udaji, zejména
hmotnosti.

Hvézdy o hmotnostech M; a Mz na sebe gravitacné ptisobi. Vime, zZe spektralni
¢ary v case neméni svoji polohu. Z toho mutzeme odhalit, Ze se hvézdy pohybuji

YV

Vv

téchto kruznic plati Mir1 = Moars. 7 tietiho Keplerova zakona v presném znéni
vypocCteme vzdalenost R mezi hvézdami. Vzdalenost dvojhvézdy od Slunce potom
urc¢ime pomoci goniometrickych funkci v trojahelniku.

Postupujme podrobné a odvodme tieti Kepleruv zakon. Na kazdou hvézdu pu-
sobi gravitacni sila a odstrediva sila. Obé sily musi byt v rovnovaze

MM — Miw’r, 2 Mow?r
(r1 + 7”2)2 , (r1 + ?”2)2 ’

kde w = 2w /T a T = 501let. Po jednoduchych upravach dosta-

neme

o %Mg 3 %Ml
w2 (1 + MQ/M1)2 ‘

3
r = ro =

w2 (1 +M1/M2)2 ,

Dostavame vzdalenost hvézd od sebe

412

2\ 1/3
R:T1+T2:<%<M1+M2)T) 5

coz je treti Keplerav zakon v presném znéni.
Oznacime-li ¢ thel, ktery sviraji slozky dvojhvézdy pii po-

zorovani, plati pro vzdalenost x dvojhvézdy od Slunce v
R/2 R R OZemé
tg(p/2) ~ tgy @ Deyonoss
ozorovani
kde maly thel ¢ je v radidnech. Po ciselném dosazeni vychéazi dvojhvézdy ze
z=14-10""km = 151y. Zemé

V feSeni jsme nepotiebovali idaj o ohniskové vzdalenosti dalekohledu. Z infor-
mace o spektralnich ¢arach jsme zjistili postaveni dvojhvézdy vzhledem k Zemi.
Z hmotnosti slozek a periody obéhu jsme urcili vzdalenost slozek dvojhvézdy od
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sebe. Konecné vzdalenost dvojhvézdy od Slunce jsme stanovili ze znalosti o thlové
vzdalenosti jejich slozek.

Hmotnost systému vystupuje ve vztahu pod treti odmocninou. Tedy relativni
chyba urceni hmotnosti se na celkovy vysledek prenasi z jedné tietiny. Ostatni ve-
liciny (ahel a ¢as) jsme schopni méfit velmi presné, takze se v celkové chybé také
vyrazné neprojevi.

Uloha IIl . 4 ... topeni Alberta Einsteina

Albert Einstein se v diuchodovém véku (narozdil od svych vrstevniku stourajicich se
v zahradce) zamyslel nad riznymi paradoxnimi jevy. V zimé si v§iml, ze kdyz ohiiva
vodu v topeni pfimo ohném, tcinnost je velmi mala.

Napadlo ho vyzkouset jiny postup. Vzit idealni tepelny stroj a pouzit kotel a ven-
kovni vzduch jako teplou a studenou lazen. Praci, kterou z tohoto stroje ziska, pak
vlozit do jiného idealniho tepelného stroje, ktery bude odebirat teplo vzduchu a pre-
davat jej vode. Jestlize jsou teploty kotle, vody a vzduchu T, T> a Ts, jaka je
ucinnost ohievu vody? Nedochazi nahodou k poruseni druhého termodynamického
zakona?

Hned na zacatku upozornim, ze se v feSeni nebudeme drzet korektni znaménkové
konvence, protoze by se text pravdépodobné trochu zneprehlednil. Teplu i praci
prisoudime vzdy kladné znaménko bez ohledu na to, zda je stroj ziskava ¢i uvolnuje.
Vyznam kazdé velic¢iny bude zifejmy z kontextu.

Popisme stru¢né situaci a zavedme znaceni. Ohen predava kotli teplo Qo. Stejné
velké teplo Qin,1 z kotle odebird prvni tepelny stroj a teplota vody v kotli zistava
tudiz stala. Cast tohoto tepla Qout,1 piejde do studené lazné (vzduchu) a zbytek
prijatého tepla se preméni v praci Wout,1. MizZeme tedy pséat

Qin,l - Qout,l - Wout,l .

Druhy stroj odebira teplo Qin,2 studené lazni (vzduchu) a pfijimé praci Win 2. Zis-
kané teplo a prace se pfeméni v teplo Qout,2, které stroj odevzda teplé lazni (vodé).
Plati tedy

Qin,2 + Win 2 = Qout,2.

Zajima nas, zda je Qout,2 VEtsi nez Qin,1 potazmo Qo.

Ucinnost prvniho stroje je definovana jako pomér vykonané prace Wout,1 a pii-
jatého tepla Qin 1. Uéinnost idealniho tepelného stroje (Carnotova cyklu) je dana
pouze teplotami lazni a plati

— Wout,1 _ Ty — 13
Qin,1 Tn

(14)

Druhy stroj je iplné stejny jako prvni, jen s tim rozdilem, ze vSechny déje probihaji
v opacném smyslu a stroj pracuje jako tepelné cerpadlo. Opét muzeme definovat
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Géinnost'? stejnym zptisobem jako u prvniho stroje. Nyni to bude pomér préce
prijaté a tepla odevzdaného teplé lazni

Win.2 To — T35
p— ? p— . 15
S T (15)

Dale vime, ze veskerou praci, kterou prvni stroj vykona, preda druhému stroji,
Win,2 = Wous,1 - (16)

Z rovnic (14), (15) a (16) jiz snadno vyjadfime pozadované teplo Qout,2, které
druhy stroj preda vodé v topeni

Qout,2 = n Qin,1 - (17)
Up

Celkova uc¢innost naseho systému je tedy n = 11 /n2. Podle (14) a (15) ziejmé plati

Ovéfme jesté, zda nedochazi k poruseni druhého termodynamického zakona.
Jedna z jeho formulaci fika, Zze neni mozné, aby teplo prechazelo z chladnéjsiho
télesa na teplejsi bez vykonani dodatecné prace. V nasem pripadé vsak prvni stroj
pracuje zcela regulérné a ,vyrabi“ praci, kterou odebird druhy stroj pracujici jako
tepelné cerpadlo, a jisté tedy nedochéazi k samovolnému piechodu tepla z chladnéj-
siho vzduchu do teplejsi vody. Tepelného cerpadla se v soucasnosti ¢im dal hojné€ji
vyuziva k vytapéni domt. Nepouziva se ovSsem klasicky tepelny stroj — vyuziva se
podobného principu jako u bézné chladnicky. Cerpadlem se prohéani pracovni ka-
palina mezi studenou a teplou lazni, pricemz ve studené lazni je docileno vypareni
pracovni kapaliny a v teplé lazni jeji nasledné kondenzace, ¢imz se prenasi teplo
a tepla lazen se ohriva na ukor studené.

12) Mame na mysli Géinnost Carnotova stroje. Skuteéna tcinnost tepelného &erpadla je
prevracend hodnota 1/7s3.
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Uloha Il . P ... akrobat na lyzich

Jisté znate lyzarskou disciplinu akrobatické skoky. Lyzai po rozjezdu z kopce najizdi
na miistek a skace do vzduchu. Pred dopadem zvladne skokan provést nékolik vruti
a salt. Vysvétlete, jak to lyzar déla — co musi udélat, aby se zacal otacet tak, jak
chce. Jak vyvratite tvrzeni, ze podle zakona zachovani momentu hybnosti se musi
skokan po celou dobu skoku otacet kolem stejné osy a stejnou rychlosti?

Vskutku jde o problémovou tulohu, takze toho moc nevypocitame a budeme spise
kvalitativné uvazovat. Udélame malou analyzu toho, jak se véci (i lidé) pohybuji
a proc.

Predstavme si nasledujici situaci. Hledime na mirny zasnézeny kopecek, nad hla-
vou mame modrou oblohu. Najednou se od kopecku odrazi lyzar a vyléta do vzduchu.
Uz pri odrazu se nakloni dopredu, takze odrazem ziskdva moment hybnosti vzhle-
je pro lep$i odraz vzpazi. Aby za kopcem dopadl opét na lyze, musi se néjak oto-
¢it, ale béda! Lyzaf ma jen malou thlovou rychlost, takze pravdépodobné neuspéje
a nejspis spadne na nos. Lyzaf proto musi udélat néco, aby svou tthlovou rychlost
zvétsil a dostal se do spravné polohy pri dopadu. Lyzar v nejvyssim bodé pritahne
ruce k télu a taky nohy k zadku. Skutecné to pomaha, zacne se rychleji otacet,
a kdyz uz je blizko spravné vertikalni orientace, opét ruce a nohy roztahne, otaceni
se zpomali. Pfi dopadu muze lyzaf pruzit nohama a také rukama (dopad zmirni
pfi prudkém $vihu rukama dol). Podstata je tedy jednoducha — ve spravny cas se
stahnout, zrychlit rotaci a ve druhy spravny okamzik se zase roztahnout. Proc¢ se
lyzat zacne otacet rychleji, kdyz pritdhne ruce a nohy k télu, a naopak pomaleji,
kdyz je roztahne?

Meéjme téleso, které se otaci ihlovou rychlosti w kolem osy stalého sméru prochéa-
zejici hmotnym stredem vic¢i niz ma moment setrvacnosti J. Ze skoly znate druhou
impulzovou vétu ve tvaru M = JAw/At; ten plati, pokud J je konstantni a méni
se jen uhlova rychlost. Pokud se méni také .J, spravny vztah zni

A(Jw) .

M =
At

Plati tedy, ze moment hybnosti Jw télesa, na néz neptisobi zadné momenty sil vzhle-
dem k ose otaceni, je konstantni.

Lyzaf je rovnéz téleso, ale nikoliv tuhé. Otaci se porad ve stejné roviné a jedina
moment vzhledem k ose rotace. Pokud chce lyzar zvysit svoji rychlost otaceni, zmensi
svij moment setrvacnosti J; thlova rychlost se pak musi ve stejném poméru zvysit,
aby byl moment hybnosti L = Jw konstantni.

V diskutovaném skoku lyzar rotoval porad kolem stejné osy, kolmé na rovinu po-
hybu. V takovém pripadeé je vektor thlové rychlosti rovnobézny s vektorem momentu
hybnosti L = Jw.

Zajimavéjsi je pripad, kdy se lyzar odrazi tak, ze ziska rotaci kolem obecné osy
prochézejici jeho télem. Existuji totiz skoky, pii kterych zlstava témeér rozum stat,
kdy akrobat rotuje kolem proménné osy, proménnou rychlosti a v proménném tvaru
(napf. trojité salto s péti vruty Alese Valenty). Jak je to mozné? Neodporuje to
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nahodou zékonu zachovani momentu hybnosti? Jak vSak mutze byt L konstantni,
kdyz w méni jak velikost, tak smér? Jsou proto dva zakladni davody.

1. Uz pro volné tuhé téleso se zjistilo, ze moment hybnosti vzdy nemiii stejnym
smérem jako thlové rychlost. Uhlova rychlost se méni jak v prostoru, tak viaci
télesu.’® Akrobat toho mtZe vyuzit a pockat, az bude ve spravné poloze, a pak
udélat néjaky pohyb (napf. nohama nebo rukama).

2. Clovék neni tuhé téleso. Pokud chce, miize zménit svoji konfiguraci, a diky tomu
je dokonce mozné, aby clovék zmeénil svou orientaci v prostoru bez toho, aby
néjaky moment hybnosti mél! Predstavte si, ze jste pravé v nejvyssim bodé
vyskoku ve vzduchu, bez jakéhokoliv momentu hybnosti cili bez otaceni, a chcete
se otocit o 180°. Jak to udélate? Ze to nejde? A co kdybyste zkusili otacet obéma
upazenyma rukama ve stejném sméru? Otocite se v opacném smeérul!

Kazdy akrobat se mize otacet, jak chce, pokud je moment hybnosti stale stejny.
Predstavme si vzprimeného akrobata ve vzduchu, jak rotuje kolem své podélné osy z.
Vektor momentu hybnosti mifi stejnym smérem. Pokud vsak udéla spravnou sérii
pohybi, mize dostat své télo do roviny xy kolmé na vektor momentu hybnosti. Osa
rotace je na konci stejnd (pfi zméné nebyla); moment setrvacnosti a ihlova rychlost
se zménily ve stejném poméru. Problémem pak uz je se jen naucit tu ,,spravnou sérii
pohybli“, coz urcité neni trivialni a vyzaduje trénink.

Akrobati na lyzich skdc¢ou kombinaci salt (rotace kolem vodorovné osy) a vruti
(rotace kolem podélné osy téla). Tu prvni ziskava lyzaf spravnym odrazem a koriguje
ji natdhnutim anebo stazenim rukou a nohou. Tu druhou ziskava lyzar taky pfi
odrazu, pomaha si ale rukama — Svihne s nima pri odrazu a dal tuto rotaci ovliviuje
pohybem rukou. Celou souhru pohybt je tézké pochopit, natoz pak popsat.

13) Koho zajimaji tyto a jiné vlastnosti tuhého télesa, doporucuji Feynmanovy piednasky
z fyziky 1.
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Uloha IV.1 ... nakupujeme mineralky

Urcité jste si v super(hyper)marketu vsimli, ze plastova lahev oblibeného napoje
se pri rozjeti pohyblivého pasu pokladny zacne otacet a k pokladni ji casto musite
postrcit az rukou. Proc¢ to tak je?

Zkuste analyzovat nasledujici modelovy piipad. Lahev je polozena na pas osou

kolmo na smér pohybu pasu a lahev i pas jsou v klidu. Nahle se pas rozjede kon-
1

stantni rychlosti v = 10cm-s~ . Jakou vyslednou rychlosti se bude pohybovat
Vi lahev? Nejdiive analyzujte, jak se budou chovat

= rizné idealizace — jako tieba tuhy valec. Pak si

O vV_, uvédomte, ze lahev je plna napoje, ktery se nerad

(@ (o) otaci. Pro jednoduchost uvazujte viskozitu napoje
Obr. 22. Lahev na pasu za nulovou, pak se zamyslete nad tim, jak do hry

vstoupi viskozita.

Predstavme si, ze na pasu, ktery je v klidu, lezi valec; dejme tomu, ze ma polo-
mér R, hmotnost m a moment setrvac¢nosti I. Ted se najednou pés rozjede rychlosti
o velikosti v. Jakou rychlosti v; se bude pohybovat valec? (Protoze valec se bude
otacet, za v1 bereme soufadnici rychlosti jeho hmotného stfedu.) Rozjeti pasu trva
kratkou dobu At, béhem ni pas pusobi na valec proménnou silou a dodd mu im-
pulz Ap ve sméru pohybu pasu. Spolu s impulzem ovSem valec ziskd i moment
hybnosti AL = RAp. Dale predpokladame, Ze valec se bude otacet bez prokluzu.
Z tohoto divodu dolni bod valce, ktery se dotyka pasu, bude mit stejnou rychlost v
jako pas. Z prvni impulzové véty vyplyva, ze dodany impulz se rovna zméné hybnosti
véalce

Ap = muy . (18)

Podle druhé impulzové véty plati
RAp = Iw. (19)

Jaka je uhlova rychlost w valce, jehoz dolni bod se pohybuje rychlosti v a stred
rychlosti v1? Pokud se budeme pohybovat spolu s valcem rychlosti v, uvidime, ze
jeho dolni bod se pohybuje rychlosti v — v1, a tedy thlova rychlost valce je w =
= (v —v1)/R.** Po dosazeni tthlové rychlosti do posledni rovnice obdrzime

v — U1

RAp=1

7 prvni rovnice dosadime Ap do posledni, vyjadfime v; a dostavame

1

“TrmE Y (20)

U1

Jak se budou podle tohoto vzorecku chovat rizna télesa? Tenky vélec (napf.
prazdnd PET ldhev) ma moment setrvacnosti mR?, tudiz jeho vysledna rychlost
bude %v = 5,0cm-s™*, tj. polovina rychlosti pasu; v piipadé plného valce je moment

14) Uhlova rychlost je stejnd v kazdé inercidlni soustavé, protoze kdyz téleso otocime
o thel ¢ v jedné, v druhé je toto otoceni stejné.
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setrva¢nosti mR? /2 a vysledné rychlost bude 1/3 rychlosti pasu, tedy vzdy méné
nez rychlost pasu. Kratké zamysleni potvrdilo nase zkusenosti z ndkup.

Jak to ale dopadne se skutec¢nou lahvi s mineralkou? Pro jednoduchost predpo-
kladejme, ze lahev je zcela vyplnéna napojem, takze nebudou nastavat problémy se
splichanim vody uvniti. Tésné po rozjezdu se ldhev pohybuje rychlosti v; a plas-
tovy obal se jesté k tomu otaci, ale napoj uvniti ne! (Cast kapaliny se piece jen
trochu otaci, protoze kapalina blizko stény lahve sleduje pohyb stény; pokud je vsak
lahev dostatecné Siroka, vétsina kapaliny je daleko od stén a tento efekt muzeme
zanedbat.) Ozna¢me hmotnost plastového obalu m, a hmotnost napoje my; plati
m = mo + my. Protoze se po rozjeti pasu otaci jen obal, celkovy moment hybnosti
je dan jen momentem hybnosti plastového obalu. To mtzZeme do rovnic zahrnout
tak, ze cely moment setrvacnosti lahve je moment setrva¢nosti obalu I = m,R>.
Ten dosadime do posledniho vztahu (20) a pro rychlost lahve dostaneme

Mo Mo

V] = ———————— VRS
2meo + mn Mn

Y

ponévadz pomér m,/my, je fadu 102, P¥i rychlosti v1 ~ 0,1cm-s~* by prodavacka
na lahev cekala nékolik desitek minut.

Protoze kapalina je viskozni, ¢asti kapaliny v lahvi se tfou o sebe a uvadeéji se do
otacivého pohybu. Tteni v kapalin€ vznika pouze, pokud se jednotlivé valcové vrstvy
kapaliny pohybuji riznymi rychlostmi. Po néjaké dobé by se mél vzajemny pohyb
vrstev zastavit, a tudiz by se méla lahev pohybovat, jako by byla tuhym télesem.

Predpokladejme na chvili, ze pri valeni neptisobi na lahev zadny valivy odpor.
Rychlost 1ahve a tihlova rychlost obalu se samoziejmé v pribéhu roztaceni vody
uvnitt ldhve méni. Po celou dobu roztaceni a ustalovani kapaliny uvnitt lahve pt-
sobi pas na ldhev nenulovou silou. Ted byly impulz a moment hybnosti dodany 1lahvi
béhem dlouhé doby, po ustaleni vSak opét plati rovnice (18) a (19). Moment setr-
vac¢nosti celé lahve je po ustaleni kapaliny I = moR* + myR?/2 a pro vyslednou
rychlost dostavame
_ 2meo + mn N 1
T dmo £ 3m. 3
Pokud tedy pockame, az se pohyb tekutiny v lahvi ustali, ldhev se bude pohybovat
jako tuhy véalec a jeji vysledna rychlost bude ptiblizné 1/3 rychlosti pasu, coz je
stejny vysledek, jaky jsme dostali pro tuhy valec.

Ale pozor! Jsou tu i jiné vlivy, jako tfeba valivy odpor. Ten zptsobi, ze po dost
dlouhé dobé se vSechna télesa vzhledem k pasu zastavi, prestanou se otacet a budou
unasena rychlosti pasu dal. Muzeme si ted polozit zajimavou otazku. Ktery vliv bude
podstatnéjsi pro pohyb — viskozita nebo valivy odpor? Pokud bude vyznamné;jsi
valivy odpor, faze pohybu s rychlosti %v popsana vysSe viibec nenastane; valec to po
chvili roztaceni vody vzda a zacne se pohybovat bez otaceni stejnou rychlosti jako
pas. Presné odpovédét na tuto otazku je obtizné. Mizeme vsSak alespon orientacné
fict, ktery vliv je dominantni podle toho, jak dlouho mu trva, nez se projevi.

O valivém odporu vime, ze normalné se na nepohyblivé podlozce lahev zastavi
v pribéhu nékolika sekund. Valivy odpor je tedy prevladajicim vlivem nad visko-
zitou a prechodny stav tretinové rychlosti nenastane. Lahev by se méla po chvili
pfestat otacet, to vsak, zda se, neodpovida skutecnosti. Castéji je mozno vidét 1a-
hev stabilné se otacet na misté. Proc¢, tézko fict. Svou roli zde miize hrat ziejmé

V2
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nerovnost podlozky pasu (mirna prohluben vznikla v misté kontaktu lahve a pasu)
a mozna i nerovnomeérnost chodu pasu (proménné rychlost, vibrace,...).

Uloha IV .2 ... svestkové vino v ¢iné

V oblibené cinské restauraci na Vinohradech davaji kazdému hostu k uctu jako
pozornost Svestkové vino. Napoj nalévaji do malych keramickych misticek s dvojitym
dnem (viz obr. 1). Horni dno je sklenéné a je pod nim vidét obrazek sedici Citianky
(viz obr. 2). Po vypiti vina obrazek Citianky zmizi (viz obr. 3). Podrobné vysvétlete,
proc se tak stane. Prazdna misticka s vypouklym sklenénym dnem je vyfocena na
obrazku 4.

Kdyz je misticka prazdna, tvori kulové dno silnou spojku s malou ohniskovou
vzdalenosti a obrazek neni vidét, protoze svétlo z néj se rozptyli, nebo ani neprojde
rozhranim mezi sklem a vzduchem kvili totalnimu odrazu. Prilité vino ma velmi
podobny index lomu jako sklo a paprsky prochazejici rozhranim (ted uz) mezi sklem
a vinem se témér neldmou a dochazi pouze ke zdanlivému priblizeni obrazku ke
hladiné (hil do vody vnotend,...).

Tento jev se objevuje hlavné v podvodnim svété — kdyz se potopime pod vodni
hladinu, vidime velmi $patné pravé z tohoto duvodu. Aby vodni Zivocichové viubec
vidéli, musi k tomu byt uzpiisobeno jejich oko.

Uloha IV.3 ... dostavba Temelina

Odhadnéte tloustku vody potfebnou k odstinéni zareni z jaderného reaktoru s vy-
konem 980 MW v planovaném novém bloku JE Temelin. Z celkové energie uvolnéné
pFi Stépeni jadra uranu pripadne zhruba 82 % na kinetickou energii fragmenti, 6 %
odnesou neutrina, po 6 % maji neutrony a gama fotony.

Napovéda. Pravdépodobnost, ze castice projde materialem do hloubky d, je pri-
blizné rovna e "%, kde n = N/V je hustota molekul materialu (v nasem piipadé
pocet molekul vody v 1 m®) a o je ti¢inny priifez (cross section) pro absorpci ¢astice
na molekule. Ucinny priifez méa rozmér plochy (¢asto se uziva jednotka barn =
= 100 fm2) a zavisi na energii ¢astic. Hodnoty tc¢innych priufezi se pokuste najit na
internetu nebo v prislusnych tabulkach.

Interakce zareni s latkou je obecné dost slozity proces. Pokud si zareni pred-
stavime jako skupinu leticich kulek, situace se znacné zjednodusi. Proléta-li zareni
latkou, cas od casu se nékteré z castic priplete do cesty molekula prostiedi, kte-
rym zareni pronika. Podle typu zareni pak nasleduje prislusny karambol. V nasem
pripadé predpokladame, ze Gcastnik srazky nepokracuje v dalsim letu.

Nyni k samotnému reaktoru. Fragmenty jadra uranu se v latce okamzité zastavi,
jejich kineticka energie se na velice kratké vzdalenosti preméni na teplo, které udava
vykon reaktoru. Neutrina jsou schopna bez jediné interakce proletét cely vesmir,
takze s témi si taktéz neni nutné lamat hlavu. Zbyvaji gama fotony a neutrony.

Nejdrive k neutrontim. Intenzita neutronového zareni I,, kterou je potieba od-
stinit, je pfimo tmérna vykonu P = 980 MW reaktoru a nepfimo tamérna plose S
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stény reaktoru. Konstantu timérnosti urcuji zlomky energie odpovidajici st€épnym
produktim (82 %) a neutrontum (6 %, viz zadéani).

6 P
Li=g 5 (21)

Absorbovana davka zafeni'® D je definovana jako energie zafeni, ktera se absor-
bovala v jednotce hmotnosti, D = E/m. Dle normy maximalni neskodné absorbo-
vana davka zareni za rok je D, = 0,05 Gy.

Pro dostatecnou bezpecnost predpokladejme, ze primérny chlap vazici m =
= 80 kg vysedava u stény reaktoru 24 hodin denné. Davka, kterou dostane za T =
= 1rok, je s ohledem na (21) a napovédu v zadani rovna

D TSepIne 7™ ,
m

pricemz Scy je plocha chlapa. Pro nejhorsi pripad polozme S., =~ S, pak pro potieb-

nou tloustku stény mame

1 TP
d~ —ln —.
on 1 10D m

Hustota molekul vody je n = Nao/Mm, kde Na je Avogadrova konstanta, g je hus-
tota vody a My, je molarni hmotnost vody. Po nalezeni celkového ti¢inného prufezu
neutronti na jadrech vodiku a kysliku'® o, = 20-10"%* cm® dostaneme ptiblizné
d ~ 0,5m.

Situace s gama zarenim je mnohem komplikovan€jsi. Pri prichodu latkou stale
plati exponencialni ubytek fotont. Obvykle se pise ve tvaru I = Ilpe™ " kde
znaci linearni zeslabovaci koeficient. Koeficient ) nelze ani zdaleka povazovat za
konstantni. Zavisi pomérné dramaticky na energii fotoni. Na jednoduchosti véci
neprida zvlasté fakt, ze gama fotony mohou interagovat s latkou tremi zpiisoby:

1. Fotoelektricka absorpce
Gama foton interaguje s valen¢nimi elektrony v atomech prostredi obdobné jako
pfi fotoelektrickém jevu. Céast energie se pouzije k prekonani vazebné energie
elektronu. Zbytek se pouzije na kinetickou energii elektronu, ktery po interakci
odléta pryc¢ ze svého ptivodniho stanovisteé.

2. Comptonuv rozptyl
Comptontv rozptyl je proces, pii kterém gama zafeni interaguje s volnym nebo
slabé vazanym elektronem. Elektron ziska cast energie fotonu. V souladu se za-
konem zachovani energie a hybnosti neni mozny uplny zanik fotonu. Tim padem
z mista interakce odléta foton se zmensenou energii a elektron.

3. Produkce elektron-pozitronovych pari
Pokud m4 foton energii vétsi nez 1,022 MeV (to odpovida dvojnésobku klidové
energie elektronu 2m.c?), miize samovolné vygenerovat elektron-pozitronovy par.
Pokud se tak stane v blizkosti jadra, elektron a pozitron se rozleti od sebe

15)  Jednotka absorbované davky je Gy, vyslovuje se gray. Jednotka byla takto pojmenovana
na pocest Louise Harolda Graye.

16) Hodnota pievzata z W. B. Jones: The Slow Neutron Cross Section of H. Physical
Review 74, 364-369 (1948).
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a prebytecna energie nad 1,022 MeV se rozdéli mezi elektron a pozitron v po-
dobé kinetické energie. Pozitron je zpomalovan prostiedim, az nakonec anihi-
luje, coz vyprodukuje dva fotony s celkovou energii 0,511 MeV. Tyto gama fo-
tony s nizsi energii mohou déale interagovat. Nemtizou vsak uz vygenerovat elek-
tron-pozitronovy par.

Kazdy ze zptusobi interakce s lat-

10° Fotoelekt. absorpce  kou se uplatiiuje v jiné ¢asti energetic-
- Comptondv rozptyl  kého spektra. Energetické spektrum li-
- — — Produkce pari nearniho zeslabovaciho koeficientu pro
10? Celkem jodid sodny Nal (krystal Nal se pou-

ziva v detektorech gama zafeni) je zna-
zornéno na obrazku 23. Z néj je patrné,
jak vyznamnou roli hraji pti dané ener-
gii jednotlivé typy interakci.

—_
)
—

Pokusme se konecné odhadnout,
jaka tloustka vody je potieba k odsti-
néni gama zareni z reaktoru. Energie
uvolnéna pri rozpadu jednoho atomu
uranu je asi 180MeV. Takze fotony
ziskaji asi 11 MeV, na kazdy foton tak
pripadne energie kolem 2MeV. Line-

—_
S
o

Linearni zeslabovaci koeficient [cm™*]
—
=
L

102 ' L ' arni zeslabovaci koeficient pro tuto
1072 107! 10° 10 energii se da odecist z grafu 24 a je
Energie fotonu [MeV] roven zhruba 0,05 cm ™. Pokud pouzi-

Obr. 23. Linearni zeslabovaci koeficient ~ Jjeme stejné parametry reaktoru a pra-
gama zafeni v Nal covnika JE jako v pripadé neutroni,

dostaneme pro tloustku vody d ~ 7m.

—

(a]
'S
T

103
102
10*
10°

107!

Lin. zeslabovaci koef. [cm™!]

10—2 — |_2 |_1 |O |1 |2
10 10 10 10 10 10

Energie fotonu [MeV]
Obr. 24. Linearni zeslabovaci koeficient gama zareni ve vodé
Vysledky, které jsme obdrzeli, naznacuji, ze odstinit vodou neutrony se ukazuje

jako dobry napad, jelikoz neutrony se rady zachytavaji na jadrech vodiku. Ovsem
s gama zafrenim je situace trochu horsi. K jeho odstinéni se nejlépe hodi tézké prvky.
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Atomy s vétsim poctem protont propoustéji gama fotony mnohem méné a byly by
k tomuto ucelu vhodnéjsi. V praxi se k tomuto pouziva olovo nebo wolfram, kterym
je obaleno jadro reaktoru.

Uloha IV .4 ... Kochova viocka

Urcete moment setrvacnosti Kochovy vlocky zhotovené z homogenniho plechu vzhle-
dem k ose kolmé na jeji rovinu a prochazejici jejim stiredem. Uvazujte, ze vlocka ma
hmotnost m a primeér a.

Kochova vlocka je utvar vznikly iterativnim lepenim vzdy tiikrat mensich rov-
nostrannych trojihelniki na strany piredchoziho utvaru (viz obr. 25). Priumérem
Kochovy vlocky rozumime vzdalenost vrcholii jejich protéjsich cipi.

Obr. 25. Prvni ¢tyTi iterace pri vytvareni Kochovy vlocky

Prvnim moznym pristupem k problému urc¢eni momentu setrvacnosti je pirimé
vyuziti jeho definice pomoci integralu. V ptripadé Kochovy vlocky K by vSak vypocet
prislusného integralu

I = / r’odV
K

byl zfejmé velmi obtizny. K nécemu vsak toto vyjadreni momentu setrvacnosti prece
jen pomuze. Lze z néj totiz jednoduse odvodit, ze zménime-li vSechny rozméry plos-
ného objektu k-krat (pfi zachovani polohy osy a hodnoty plo$né hustoty), zméni
se hmotnost kazdého elementu dV k*-krat a piislusnd vzdéalenost r od osy k-krat.
Moment setrvacnosti se tedy zmeéni k*-krat. Tuto skute¢nost pozdéji vyuzijeme.

Nevede-li k cili primé pouziti definice, je uzitecné prostudovat pripadné symet-
rie ¢i jiné pravidelnosti. Nejcharakteristi¢téjsi vlastnosti Kochovy vlocky (a obecné
vSech fraktald) je jeji sobépodobnost. Co to konkrétné znamena? Podivame-li se na
jednu ze ,stran“ Kochovy vlocky (kterou budeme déle pro jednoduchost nazyvat
Kochovou kfivkou), snadno nahlédneme, ze se sklada ze ¢tyf na sebe napojenych
trikrat mensich Kochovych krivek.

Zavedme si pro Kochovu kiivku zjednodusenou grafickou znac¢ku'”

. . &émm

17) Schémata pouzitd v tomto textu v zajmu nazornosti neobsahuji popisky délek a hl.
Zjednodusené feceno vsak plati, ze to, co vypada jako tthel 30°, 60°, resp. 120°, jim také
skutecné je.

47



FYKOS, XX. rocnik

Potom mutizeme napiiklad celou Kochovu vlocku znazornit takto

N

Zminénou sobépodobnost Kochovy krivky vyjadiuje nasledujici ,,rovnost*

o _._I_.f\._l_.

Dilezité je, ze Kochova kiivka je jedinou omezenou krivkou, ktera vykazuje prave
popsanou sobépodobnost. Tento fakt ponechame bez dikazu. Zajemcim muzeme
prozradit, Ze k nému lze pouzit tzv. Banachovu vétu o kontrakci (nékdy téz zvanou
Banachova véta o pevném bodé).

To vsak jesté stale neni to, co bychom chtéli, protoze jde o sobépodobnost kiivky
ohranicujici Kochovu vlocku. My se vSak zajimame o samotnou plochu. Hodilo by
se tedy nalézt sobépodobnost Kochovy vlocky s nékterymi jejimi castmi. Ziejmé
je rozumné soustiedit se na Sest ciptu vlocky. Kazdy z nich je totiz ze dvou stran
ohranicen Kochovou krivkou. Pokud si podobné dokreslime i tfeti strany, dostaneme

AW

~,
=
T
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Situace zacina vypadat slibné. Kochova vlocka se sklada z Sesti trikrat mensich
vlocek a jistého ,zbytku“, ktery taktéz velmi silné pripomina vlocku. Jak ale doka-
zeme, ze zbyla vnitini oblast je skutecné také Kochovou vlockou? K tomu by zfejmé
stacilo ukazat, ze kazda dvojice sousednich stran oblasti tvori dohromady Kochovu
kiivku. Zavedme si pro tyto dvojice schématické oznaceni

Jednoduse lze ukazat, ze takto napojena dvojice Kochovych ktivek vykazuje presné
stejnou sobépodobnost jako samotna Kochova krivka. Postup diikazu znazornuje
nasledujici série rovnosti

mfaslm:.@%{gia%: /3\:/(5\

Prvni z nich je jednoduse rozepsanim kazdé znacky pro dvojici ktivek na dvé znacky
pro jednotlivé kiivky. Druhé plyne ze sobépodobnosti Kochovy kiivky (viz obrazek
vyse) a tfeti opét vyjadiuje pouze prechod k symbolu pro dvojici kiivek. Jelikoz
vSak, jak bylo uvedeno vyse, je jedinou omezenou ktivkou s touto sobépodobnosti
pravé Kochova krivka, musi s ni byt skutecné kazda dvojice stran uvazované oblasti

totozna.
a ﬁ
a

V3
3

W=

a
S

1

Obr. 26. Geometrie Kochovy vlocky

W=
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Tim jsme korektné'® dokazali néco, co je kazdému ¢lovéku ,,jasné z obrazku®,
totiz ze zbytek po odriznuti Kochovych vlocek predstavujicich cipy ptvodni vlocky
je také Kochovou vlockou.

Od vyfeseni tlohy nas uz déli jen trocha elementarni geometrie (viz obr. 26)
a nekolik jednoduchych uvah. Vyuzijeme skutecnost, ze moment setrvacnosti dvoj-
rozmérného objektu o dané plosné hustoté roste se ¢tvrtou mocninou jeho charak-
teristického rozméru (v nasem piipadé priméru vlocky). Je-li moment setrvacnosti
Kochovy vlo¢ky o praméru a (vzhledem k ose o prochézejici stfedem) roven I, pak je
moment setrvacnosti vnitini oblasti vzhledem k téze ose roven I/9. Moment setrvac-
nosti kazdého z cipti viicéi ose prochazejici jeho vlastnim stfedem je /81 a vzhledem
k ose o pak podle Steinerovy véty I/81 +ma®/81 (hmotnost cipu je m/9). Celkovy
moment setrvacnosti I ale musi byt roven souctu jednotlivych dil¢ich momenti, t;.

I=1T1+6(&1+ g&ma’).

Odtud pak jiz snadno vyjadiime vysledek I = ﬁmaQ.

Uloha IV.P ... mastny papir

Jisté jste se jiz setkali s tim, kdyz kapka oleje ukapla na papir. Z bilého papiru se
razem stal papir prusvitny. Vysvétlete, ¢im to je. Najdéte ve svém zivoté pripady,
kdy se uplatnuje stejny jev, avsak tfeba v tplné jiné situaci.

Pravé ted se divate na pokus o vyfeseni zahady mastného papiru, a pokud zrovna
nebrouzdate po strance FYKOSu, divate se na bily papir s cernymi pismeny. Jed-
noduse feCeno s papirem prichazime tak casto do styku, Ze si toho ani nevsSimame.
Jenomze tentokrat bude pravé papir v centru déni.

Podivejme se, jak vypada papir zblizka na nasledujicich obrazcich:

& P x g2

oA
no 2500x

Papir rozhodné neni homogenni, spise se sklada z nescetného mnozstvi do sebe
spletenych vlaken celulézy. Mezi nimi je vSak pomérné veliky prostor a ten bude
hrat v nasem zdivodnéni zdhady mastného papiru podstatnou roli.

18) 1 kdyz slo pouze o hrani s obrazky, daly by se popsané ivahy snadno zformulovat do
»,skutecného“ matematického diikazu. Jedinym slabym mistem je praveé jiz zminéna otazka
jednoznacnosti kifivky s uvedenou sobépodobnosti, jejiz dikaz jsme vynechali.
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Predem si vSak shrneme par velmi dilezitych postiehti. Mastny papir je pru-
svitny. Papir vodu moc dobte nesaje. Navzdory tomu, kdyz ho dostate¢né navlh-
¢ime, je také prisvitny. Kdyz je papir mokry, tak se velice snadno trha. Mastnotu
z papiru jiz tak lehce nedostaneme. Voda se z mokrého papiru rychle odpafri, ¢imz je
papir opét neprisvitny a obvykle se vyrazné zkrouti. To dokazuje, ze v pritomnosti
vody maji vlakna tendenci zkroutit se. Nic podobného vSak nepozorujeme na mast-
ném papiru. Také je evidentni, ze v mastném ani vlhkém papiru nedochézi k zadné
chemické reakci (minimélné se nejednd o tutéz reakci). Nanejvys dochazi k oslabeni
vazeb mezi vldkny (disledkem toho se muze papir rozlozit na samotné vldkna).

Co se tedy stane, kdyz posvitime na obycejny papir? Mezery mezi vlakny papiru
jsou velmi malé. Kdyz na sebe ulozime vice takovych vrstev, pak svétlo nemtze
projit skrz papir jenom tak. V cesté mu bude témeér vzdy stat néjaké to vlakno,
které ho rozptyli do vSech smért. Jenom zlomek svétla projde, dojde k difazi svétla
(proto je rozptylené svétlo bilé, resp. papir je bily, a¢ toto zavisi také na pridanych
barvivech). Papir, jenz je sam o sobé pomérné tenky, tedy neni Gplné neprisvitny.

Jina situace nastane, kdyz jsou mezery vyplnéné olejem nebo vodou. Vldkna ce-
lulézy jsou nesmaciva jak vodou, tak i olejem, proto se rozhrani mezi olejem nebo
vodou v papire a vlakny vyhladi. Je to néco velice podobného, jako kdyz namocime
tabuli. Ta je pak tmavsi, ale pod jistym thlem odrazi vice svétla a je svétlejsi. V pri-
padé svétla tedy vyhlazeni povrchu uvniti papiru vede k tomu, ze svétlo, které se
§ifi olejem, bude castéji odrazeno takovym zpiisobem, Ze projde skrz papir. Toto
posledni tvrzeni by se dalo formulovat také tak, ze dojde ke vzniku jakychsi vlno-
vodl v papire. Rozptyl svétla na nepravidelnostech vldken se diky odrazu svétla na
rozhrani mezi olejem a vlakny vice (ale ne zcela) potladi.

Kdy se uplatnuje stejny jev, avsak tieba v iplné jiné situaci? Ze stejného diivodu,
pro¢ neni papir prihledny, je neprihledny snih (ale led ano), maji mraky bilou barvu
a v mlze dohlédneme jen na nékolik metri. S odrazem svétla od povrchu vody se
setkdvame doslova na kazdém kroku, tfeba jiz na zminéné tabuli.

A na zavér bychom jenom dodali, Ze k rozlousténi zahady mastného papiru nedo-
$lo rozhodné vibec presvédcivé a nevyvratitelné. Pouzili jsme spise védomost jistych
analogickych procest. Jenomze ne€které analogie jsou problematické.
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Uloha V.1 ... smrt klaviristy

Z okna vyskové budovy vypadl klavir i s klaviristou, ktery po celou dobu padu hral
zdésené A. O k pater pod timto oknem odpocival nebohy umyvac oken. Jak velké
je k, jestlize posledni, co umyvac slysel, bylo Ais, tedy ton o ptilton vyssi? Rychlost
zvuku v daném vzduchu je 347 m-s~', vyska jednoho patra je 3,1 m.

Tato prihoda jest klasickym prikladem Dopplerova jevu.

Jelikoz to posledni, co nebohy umyvac oken slysel, byl zvuk o frekvenci vyssi, nez
vysilal klavirista svym nastrojem, je zfejmé, ze se v ten okamzik klavirista k umy-
vaci priblizoval. Fyzikalni interpretace této situace je vcelku jednoducha. Klavirista
s klavirem prosté a jednoduse trefi umyvace a tim ho zabije.

Ackoliv existuje spousta rtiznych ladéni, budeme uvazovat temperované ladéni.
V temperovaném ladéni zvyseni ténu o ptltén odpovida zvyseni frekvence 3/2-krat.

Ze vztahu pro Doppleruv jev a znalosti temperovaného ladéni vime, ze tésné
pred narazem klaviru do hlavy umyvace platilo pro rychlost klaviru v

- AR
\/5_7_0—11'

Dale také vime, ze padal-li klavirista s klavirem z vysky A nad umyvacem volnym
padem, dopadal na umyvace rychlosti v = v/2hg. Vysku h vyjadiime pomoci poctu
pater h = kp, kde p je vyska patra. Dochazime tak k finalni rovnici

2 2
sz;(l— 3) .
2gp 2

Po dosazeni zadanych hodnot a ¢ = 9,8 m-s~! vychazi

k=624,

ta ¢tvrtina patra navic odpovida tomu, ze klavir vypadl z okna a okna mivaji spodni
okraj o néco vys, nez je podlaha.
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Uloha V.2 ... kapitan Kork opét zasahuje

Denik kapitana Korka: ,, Hvézdny cas 51824,2. Budoucnost hvézdné flotily je znovu
ohrozena. Romulani se nas pokouseji znicit. Zatutocila na nas jejich nova bitevni lod
typu Karusel s laserovym otacivym délem. Doktor Spok rozhodl, ze neni mozno se
s nimi utkat a musime zaujmout vyhodnéjsi postaveni co nejdale od nepritele. Nas
palubni védecky pracovnik bohuzel ale zrovna spi a my ho nechceme budit. Jsme
ziejmé odsouzeni k zahubeé. .. “

Poradte kapitanovi, jaky manévr ma& provést, aby unikl jisté zkaze. Hvézdna
lod’ Enterprise ma tvar koule o poloméru R, na zacatku je ve vzdalenosti ro. Délo
Karuselu se otaci tthlovou rychlosti w a strili vzdy do mist, kde jeho laserovy senzor
zjisti pritomnost Enterprise. Jakou nejmensi rychlosti se miize Enterprise pohybovat,
aby Karuselu jesté unikla?

Kapitan zrovna dokoncil zdznam v deniku, kdyz vtom vesel doktor Spok.

,Kapitane, nase situace je kriticka.“

,Opoku! Premyslel jsem nad tim. NemizZeme jen tak cekat, aZ nds
Romulani odstreli. Musime néco vymyslet! Néjaky mazany manévr.“

1o je logické. JenZe jaky? To nam pocitac nepovi.“

»Hm... Vzpominds si na léta v akademii? To jsme téch akrobatic-
kych manévri propocitali. Jesté ted mam hrizu z téch integrdli. Pojd,
zkusime to vypocitat.“

,Fascinujict napad.“

Jak to vyfesili Spok s Korkem? Ze se jim to podaiilo, neni pochyb, ale zkusme
se na to podivat také sami, abychom se pocvicili v nelehké kinematice, i kdyz si
o matematickych a fyzikalnich dovednostech absolventti Hvézdné akademie mtizeme
samoziejmé nechat jen zdat.

Senzory Enterprise nastésti zachytily Karusel v nemalé vzdalenosti, takze ro je
mnohem vétsi nez velikost lodi R. Senzory také zjistily, ze délo Karuselu se rychle
otaci a ma zaroven laserovy senzor otacejici se s délem. Kdykoliv laserovy paprsek
dopadne na plochu k nému kolmou, odrazi se a $Siri se zpét k detektoru Karuselu.
Detektor se neotaci, ale sbira signaly ze vsech sméra a pak povi délu, kam ma strilet.
Signal se zpét na Karusel dostane za dobu

Rozebereme nejdiive ponékud defenzivni taktiku, kdy se Enterprise bude pohy-
bovat po kruznici ve vzdalenosti 79 od Karuselu. Jakmile Karusel dostane signal,
pocka, az se délo natoc¢i do sméru, ze kterého signal prisel, a vypali. Toto natoceni
trva dobu

. 21 — {w . 2t1}

to ,
w

kde slozené zavorky znamenaji podstatnou cast z ahlu natoceni, tedy thel z intervalu
[0,27). V dalsim okamziku Karusel st¥ili laserovym délem a mifi na misto, kde byla
Enterprise zpozorovana. Laserové torpédo dosdhne onoho mista za dobu
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Jak se nejjednoduseji vyhnout zasahu? Staci, kdyz se Enterprise posune o vzda-
lenost R. Bude to tézky manévr, ale nic jiného ji nezbyva, ma k tomu k dispozici cas
t1+1t2+t3. Pokud se ma Enterprise vyhnout této straslivé zbrani, musi se pohybovat
po kruznici kolem Karuselu nejmensi rychlosti

Vi —L—C. 2ﬂ+i 27(_ 2CUTO -
T bt g R  WwR c '

Enterprise se tedy dostane o maly kousek dal a za chvili se celd akce opakuje.
Pokud ale Enterprise zabere i ve sméru od Karuselu (libovolné malou rychlosti),
zaCne se po spiradle vzdalovat, ¢imz se bude zmensSovat i rychlost vmin, jak jisté
vidite. Postupné se tak dostane do bezpecné vzdalenosti od Karuselu.

» Pripravte se na manévr! Vsichni na svd bojova stanovisté! Spoku,
zadal jste manévr do pocitace?“

»Manévr zaddn a propocten.“

1ok tedy vpred!“

A tak byla hvézdnéa lod Enterprise i s posadkou zase jednou zachranéna. Aby se
opét odvazné a neohrozené mohla vydat tam, kam se dosud nikdo nevydal. ..

Uloha V.3 ... odporova rada

Vzijte se do role reditele firmy, ktera chce jako prvni na svété zacit vyrabét rezistory
pro vseobecné pouziti. Na zakladé priizkumu trhu bylo zjisténo, ze poptavka po
rezistorech je rovnomérné rozdélena v rozmezi 1 2-10 M(2. Z technickych duvodi
vSak miizete vyrabét pouze konecné mnozstvi, reknéme 169, riiznych rezistorii.

Pokud zakaznik pozaduje rezistor s hodnotou R, a vy mu nabidnete rezistor
s hodnotou R,, bude ,mira jeho nespokojenosti“ dana vztahem (1 — R,/Rn)*.
Otazkou je, jaké hodnoty odporu musi mit vami vyrabénych 169 rezistori, aby byla
stiedni nespokojenost vsech zakaznikii minimalni. Pro jednoduchost reknéme, ze
prvni a posledni rezistor z vasi nabidky musi mit hodnoty 1 (2 a 10 MS2.

Pro zajimavost vyreSme zaroven nasledujici tlohu: ,,Otazkou je, jaké hodnoty
odporu musi mit vami vyradbénych 169 rezistori, aby byla nejvétsi mozna nespoko-
jenost zakaznika minimalni.

Zacneme sestrojenim funkce nespokojenosti N (R) zdkaznika, ktery pozaduje od-
por R. Jeji hodnota pro odpor R bude (v zdjmu feditele firmy) minimum z ¢isel
{(1 = R/R,)*}:%¥,, kde R,, jsou hodnoty 169 vyrabénych rezistort. V bodech R,
bude jeji hodnota nulova. Nacértnéme graf této funkce v intervalu (Ri, R3) do ob-
razku 30. Graf sestava z kusti parabol majicich minimum v bodech R,,. Dvé sousedni
paraboly na sebe navazuji v bodé, kde maji stejnou hodnotu. Mezi body R;: a R2
to bude v bodé R

2\ 1\ 2 2R R 2
1-=) =(1-= = =
< Rl) < R2> = W Ri 4+ Ro 1 1’
R

jinymi slovy se jedna o harmonicky priamér obou hodnot.
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N(R)

Ry Ro Rs R

Obr. 30. Graf funkce nespokojenosti zdkaznika

Uspésné jsme vyhodnotili, jaky rezistor z nasi sady nabidnout zédkaznikovi poza-
dujicimu rezistor R a jaka bude jeho nespokojenost. To vSechno udavé funkce N(R).
Minimalizace stfedni nespokojenosti zakazniki odpovida minimalizaci plochy pod
grafem funkce N(R); minimalizace nejvétsi nespokojenosti odpovidd minimalizaci
maxima funkce N(R). Necht odpory Ri a R3 jsou pevné dané. Pojdme hledat hod-
notu odporu Rz, abychom splnili vyicené pozadavky.

Plocha pod grafem na intervalu (R1, R3) je

_ 1R = Ry)°
3 (Rz + R1)2

1 (Rs — Rp)’
3 (Rs+ R2)? "

+

Pfi zméné prostifedniho odporu o malé dRy se plocha zméni o (ovéite)

- - () -2 (2 o

Ra + Ry R3 + R2 3 [\ R2+ Ry Rs + Ro '
Plocha bude minimalni, pokud pfi malé zméné d R2 se plocha témér nezmeéni. Vyraz
ve slozené zavorce se musi rovnat nule. Rovnici vyfesime a vyjadiime R3s pomoci R;
a R2. Vysledny vyraz zde nebudeme uvadét, neb je moc dlouhy. Dale budeme radé€ji
postupovat numericky. Jde o to najit hodnotu R2 tak, aby pro Ri = 1 bylo
Ris9 = 10 MQ. Méme vlastné rekurentni relaci R, (Rn—1, Rn—2); s jeji pomoci pro
vybrané Ro kontrolujeme spravnost Rigg. Budeme-li zkouset dostatecné dlouho,
dojdeme k ¢islu Ry = 32,642 (odpory dalsich rezistora jsou uvedeny v tabulce).

Zajimavé miize byt podivat se na zavislost R,, na n. Numerickym fitem i analyticky
lze ukazat, ze zavislost je kubicka

R, ~2,04-(n—0,84)°Q.
Funkce nespokojenosti ma lokalni maxima v bodech R, ; zde nabyva hodnot
§Rn 2 Rn+1 - Rn 2
NR))=(1-—) =|=——| .
( ) ( Rn ) <Rn+1 + Rn

Hodnotu nejvyssiho maxima miizeme snizovat do té doby, nez maji vSechna maxima
stejnou hodnotu. Tato tivaha nas dovadi k rovnici

Rs — Ry \” (RQ—R1>2 Rs
<R3 +R2> Rz + Ry TR

55



FYKOS, XX. rocnik

Odpory rezistorii tedy tvoii geometrickou posloupnost R, = kR,_1 = k" 'R;.
Hodnota odporu roste exponencialné s n. Zbyva vypocitat k, aby pro R; =
= 1Q bylo Rigg = 10MS. Tento tkon zvladne kazdy s pomoci kalkulacky k =
= 'V/10-10° = 1,10. Hodnoty odporii vsech rezistort uvadime v tabulce.

Vypoctené hodnoty odporu prvnich 47 rezistord. V prvnim radku jsou
vzdy odpory pro minimalni stfedni nespokojenost, v druhém pro mini-
malni nejvétsi nespokojenost.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
R[Q]| 1,0 | 33 | 97 | 210 | 380 | 620 | 950 | 1,4k | 1,9k | 2,6k | 3,3k | 4,3k
R[Q|10] 11|12 |13|15 |16 | 1,8 | 20|22 ]|24]26] 29

n 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
R[Q]]| 5,4k | 6,6k | 8,1k | 9,7k | 12k | 14k | 16k | 18k | 21k | 24k | 28k | 31k
R[Q]| 32|35 |38 |42 |46 |51 |56 62|68/ 75]83] 9,1

n 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
R [Q]| 35k | 39k | 44k | 49k | 54k | 60k | 66k | 72k | 79k | 86k | 94k | 102k
R [Q]| 10 11 12 13 15 16 18 20 22 24 26 29

n 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
R [Q]| 111k | 120k | 129k | 139k | 149k | 160k | 172k | 184k | 197k | 210k | 220k
R [Q]| 32 35 38 42 46 51 56 62 68 75 83
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Obr. 31. Grafické znazornéni vypocétenych hodnot odpora (puntiky —
pro minimalizaci nejvétsi nespokojenosti, ctverecky — pro minimalizaci

stfedni nespokojenosti)

Na zavér poznamka k druhému feseni. Elektrotechnicti nadsenci jisté nenechali
bez povSimnuti, Zze nami vypoctené hodnoty odpori presné odpovidaji jmenovi-
tym hodnotam (tj. prumyslové vyrabénych) odport. Neni to ndhoda. Technologie
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vyroby rezistori samoziejmé nemitiize zarucit neomezené piesné hodnoty odpori.
Odpory vyrabénych rezistorti maji toleranci (napt. 20 %, 10 %, 5 % atd.), tzn. kdyz
si koupite rezistor s odporem 102 a toleranci 5 %, je jeho odpor nejpravdépodob-
néji v intervalu (9,5 €2; 10,5 Q). Pro vyrabéné rezistory byly zvoleny hodnoty odport
tak, aby relativni rozdil hodnoty libovolného pozadovaného odporu a hodnoty od-
poru vyrabéného rezistoru byl mensi nez uvadéna tolerance. Tak totiz budeme mit
jistotu, ze v hromadce vyrobenych rezistori najdeme ten, ktery ma pozadovany
odpor. Kyzenou vlastnost ma pravé geometrickd rada, neb relativni rozdil po sobé
nasledujicich odporii (R,+1 — Ry)/Rn = k — 1 je konstanta (pro libovolné n). Rady
odporti se znaci podle toho, kolik odpora pripadd na dekadu, E6, E12, E24 atd.
(jejich tolerance jsou po fadé 20 %, 10 %, 5 % atd.). Podivné ¢islo 169 bylo zvoleno,
aby na dekadu ptipadlo 24 odpori, coz odpovida radé E24.

Uloha V.4 ... exhumace darecku od Buffala

Buftalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V méstecku
Clay County mu konecné prisel na stopu. Strhla se prestielka. Buffalo si vsiml sudu
plného petroleje na voziku mezi sebou a Jessiem. ,,Jak dostat sud k Jessiemu, abych
ho mohl zapalit,” rozmysli Bill.

Jessie prostrelil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal strikat petrolej. Buffalo se
trefil presné do poloviny sudu a stiili znovu. Vyfeste, s jakym pocatecnim zrych-
lenim se bude pohybovat vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé.
Predpokladejte, ze hybnost kulky je nulova, a treni zanedbejte.

Do jaké vysky by se musel Buffalo trefit, aby petrolej stfikal nejdale?

Nejdrive se zamyslime nad tim, co se déje, kdyz sud zasdhne jedna stiela. Ze
sudu o hmotnosti M zacne vytékat petrolej o hustoté o diky ptisobeni hydrostatické
sily F' = Shog, kde h je vyska petroleje nad otvorem a S je plocha otvoru, ktery
vytvori stfela v sudu. Hydrostaticka sila petroleje ptisobi také na stény sudu, vy-
slednice sil ptsobicich na opa¢nych stranach sudu je nulovd (maji stejnou velikost
a opa¢ny smér). Celkova hydrostaticka sila pusobici na sud vSak nulova neni, pro-
toze sila plisobici na sténu naproti otvoru po strele se nevykompenzuje s opac¢nou
silou; ta urychluje vystrikujici petrolej. Dochazime k zavéru, ze na sud ptisobi sila
o velikosti F'. Snadno tedy urcime zrychleni a sudu zpiisobené jednou stielou

_ Shog
a = v

Vv

vSech tfech kulkach (za kladny smér uvazujeme smér k Jessiemu)

:@<_E+E+x> _ 599(2IA1;/5+x)’

kde H je vyska sudu a x je vzdalenost mista, kam se trefi Buffalo podruhé, od

horni stény sudu. Je zirejmé, ze se sud bude vzdy pohybovat smérem k Jessiemu,
nebot a > 0.
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Jesté zbyva vyresit druhou otazku, do jaké vysky se méa Bill trefit, aby pet-
rolej stiikal nejdale. Cely problém je pouze urceni maximalni délky vodorovného
vrhu. Poc¢atecni rychlost vy ziskdme z Bernoulliho rovnice vy = \/2g_:c Pro délku
vodorovného vrhu plati

szot=\/2g:):-”@:\/433(H—x).

Vzdalenost L bude nabyvat maxima pro x = H/2. Méa-li petrolej stiikat nejdale,
musi se Buffalo trefit do poloviny vysky sudu.

Pozorny ¢tendf si jisté vsiml, ze stejna tloha byla zaddna jiz v 18. ro¢niku (odtud
ta exhumace). Ulohu jsme zadali znovu, protoze jsme tehdy udélali chybu v jejim
feseni. Céastice petroleje sice ze sudu vylétavaji rychlosti vo = 1/2gz, ale ne vSechny
se pohybuji ve sméru kolmém na sténu sudu. Z tohoto divodu je hybnost vyteklého
petroleje mensi (polovi¢ni), nez jsme tehdy uvedli. Ze stejného divodu se priifez
proudu vystrikujiciho petroleje zmensi na polovinu.

Uloha V.. P ... co je to za okna?

Nedavno si nechal jeden z organizatorii doma vyménit okna. Misto starych drevénych
prisla nova plastova s dvojitymi skly. Okna se dodavaji v nékolika variantach podle
toho, jestli je prostor mezi skly evakuovan anebo naplnén nékterym ze vzacnych
plynii. Navrhnéte zpiisob, jak zjistit, kterou variantu organizatorovi dodali, ovsem
bez trvalych nasledki na oknech.

Hned na zacatku bychom radi uvedli, Ze vakuova okna se pravdépodobné primys-
lové vubec nevyrabéji, protoze samotné sklo rozumné tloustky by nemohlo odolat
atmosférickému tlaku (101kPa odpovid4 zatizeni 10t na 1m? skla). Evakuované
okna by musela mit zesilené sklo a néjaké vyztuzeni mezi skly. Misto toho se prostor
mezi skly vypliiuje vzacnym plynem (pfip. trochu zfedénym, nejcastéji argonem)
pro jeho dobré tepelné-izolacni vlastnosti.

Povézme jesté, ze myslenka plyn mezi skly nejdfive zkapalnit (ba dokonce nechat
ztuhnout) neni rozhodné dobra. Vzacné plyny maji velice nizké teploty varu. Navic
plyn mezi skly mtze byt zfedény, coz piisobi dalsi pokles teploty varu. Tim padem
napad plyn zkapaliiovat hodnotime jako technicky neproveditelny (nemluvé o tom,
ze okno by pravdépodobné utrpélo trvalé nasledky).

Vymysleli jsme celkem Sest metod, jak identifikovat plyn mezi skly v oknech.

Postupy uvadime v poradi podle jednoduchosti a reprodukovatelnosti ziskanych vy-
sledki.

Vysokofrekvencni elektricky vyboj

Nadéjny napad se zda byt umistit okno do vysokofrekvencniho elektrického pole —
napéti aspon kilovolt, frekvence fadové 10 MHz. Pokud je mezi okny zredény plyn,
mohl by za priznivych podminek zazehnout doutnavy vyboj. Je potteba vyzkouset
ruzné polohy elektrod a ladit napéti, dokud nedojde k prtrazu. Vyhoda vysoko-
frekvenc¢niho vyboje je ta, ze na rozdil od stejnosmérného vyboje nevyzaduje vodivé
elektrody, mize tedy vzniknout v plynu uvnitt uzaviené nadoby s elektrodami vné.
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Zapali-li se doutnavy vyboj, mizeme jasat. Po zmétreni emisniho spektra vyboje
identifikace prvku neni problém.

Identifikace radioizotopu

Dalsi z moznosti je zjistit pritomnost néjakého radioizotopu. Nejvice vyhodna by
byla existence izotopu, ktery by pfi rozpadu emitoval gama kvantum. Alfa a beta
castice se absorbuji ve skle, jejich emisi v plynu mezi skly tedy neni mozné evido-
vat. Energii gama kvanta lze zméfit dost presné (scintilaéni detektor a fotonasobic)
a nasledné identifikace izotopu je snadna. Situace mezi prirodnimi izotopy vsak neni
ruzova. Helium a neon maji pouze stabilni izotopy. Trojice argon, krypton, xenon
sice radioaktivni izotopy mé4, aviak jediny ®'Kr podléha gama rozpadu (0,281 MeV)
s polocasem rozpadu 229 tisic let. Tento izotop se navic vyskytuje ve stopovych
mnozstvich, nebot neni pfirodni, nybrz vznikd v atmosférickych sprskéach.

Musime si proto pomoci sami. Patficné okno s sebou vezmeme na navstévu
reaktoru ¢i synchrotronu a nechame ho vystavit neutronovému ¢i synchrotronovému
zareni. Nestabilnich izotopi si takto vyrobime podle libosti. Pak jiz stac¢i zaznamenat
gama foton vznikly prechodem nékterého jadra vzacného plynu z excitovaného stavu.

Meéreni rychlosti zvuku

Spise diskutabilni metodou je méfeni rychlosti zvuku v plynu v zavislosti na tep-
loté. Nejdtive zodpovime otazku, jak mérit rychlost zvuku. Okno polozime a sklené-
nou desku posypeme néjakym praskem (pilinami). Reproduktorem budeme vydavat
zvuk o znamé frekvenci f, kterou budeme ménit, dokud nezac¢nou sklenéné desky
rezonovat. Z usporadani pilin na skle odecteme vlnovou délku A a ze vztahu v = fA
urc¢ime rychlost zvuku. Rozlisit, kdy rezonuje pouze sklo a kdy vzduch mezi skly,
by nemél byt velky problém, neb rychlost zvuku ve skle je o fad vyssi, nez bychom
cekali v plynu. Zasadni je ovsem otazka, zda je mozné, aby zvuk v fidkém plynu
rezonoval tak siln€, aby rozkmital i skla.

Snad lepsi postup by byl digitalné zaznamenat zvuk vzniknuvsi klepnutim na
okenni tabuli a nasledné ve Fourierové transformaci identifikovat pik odpovidajici
stojatému zvukovému vlnéni v plynu. Pii¢ny rozmér okna udava vlnovou délku
a poloha piku frekvenci.

Predpokladejme, ze se nam podari namérit zavislost rychlosti zvuku na tep-
loté v(T'). Pro idedlni plyn plati, Ze rychlost zvuku je tmérnéd odmocniné poméru
tlaku a hustoty, pfesnéji v = \/vp/o, kde v je Poissonova konstanta. Stejny po-
mér vystupuje ve stavové rovnici idealniho plynu p/o = RT/Mm, kde My, je mo-
larni hmotnost plynu. Zavislost v na T je tedy linearni a smérnice této piimky je
rovna yR/My,. Uréime-li tuto hodnotu, budeme jiz schopni vydedukovat, jaky plyn
mame v okné.

Nuklearni magneticka rezonance

Pokud by souc¢éasti dodavky oken bylo i okénko mensich rozméra (tfeba na za-
chod), mohli bychom jej vzit do nemocnice na nukledrni magnetickou rezonanci.

Okno umistime do statického magnetického pole a frekvenci budiciho radio-
frekvenc¢niho pole naladime tak, aby rezonoval precesni pohyb jader nékterého ze
vzacnych prvki. Potiz spociva v tom, ze jadra, na kterych chceme mérit, musi mit
nenulovy magneticky moment (jinak by na né magnetické pole nemélo zadny vliv).
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Ze vzacnych plynti nemda pouze argon zadny prirodni izotop s nenulovym jader-
nym magnetickym momentem. Ostatni jsou uvedeny v nasledujici tabulce, kde pro
srovnani najdete i izotopy vyuzivané pro NMR v mediciné (H, C, N).

Magnetické momenty jader izotopd vzacnych plyni, jejich zastoupeni v prirodé
a citlivost pfi méreni NMR. Srovnani s izotopy pouzivanymi v mediciné.

Izotop | Spin | Mag. moment [un] | Rel. zastoupeni v ptirodé [%] | Rel. citlivost
H |1/2 2,79 99,98 1
Bc 11/2 0,70 1,11 0,18 -1073
4N 1 0,40 99,63 2,94-1073
*He | 1/2 2,13 0,00014 0,0006 - 107
*INe | 3/2 —0,66 0,27 0,036 - 1073
83Kr | 9/2 —0,97 11,5 48-.10°
129%e | 1/2 0,78 26,4 58-1073
131Xe | 3/2 0,69 21,2 3,2-1073

V poslednim sloupci tabulky je citlivost NMR pii méfeni na daném izotopu.
Suverénné nejcitlivéjsi je méfeni na vodiku (mé velky magneticky moment), méti-
telna spektra bude mit i krypton, xenon a snad i neon. Silné pochybujeme, ze NMR
ptjde namétit na jadrech hélia, zastoupeni izotopu *He je piili§ nepatrné. Vyhod-
nocenim spekter NMR pro vSechny rezonanc¢ni frekvence jader vzacnych plyni tedy
identifikujeme vSechny vzacné plyny krom hélia a argonu.

Optické (UV) absorpéni spektrum

Fotony s frekvenci optického a UV zafeni jsou atomy absorbovany pti precho-
dech elektronti v atomovych obalech. Na prvni pohled snadné by mélo byt zmeéreni
optického (a pfipadné UV) absorpéniho spektra plynu. Otazkou ovsem zustava, zda
by absorpce na ziredéném plynu byla méritelna.

Infracervené absorpcni spektrum

Jako slibné metoda se nabizi infracervena spektroskopie. Rotac¢ni a vibracni po-
hyb molekul je kvantovan a energeticka skala takovych pohybt odpovida infracer-
vené casti spektra. V pripadé vzacnych plynt vsak narazime na podstatny zadrhel.
Atomy vzacnych plynt jak znamo netvori molekuly, plyn je tvoren jen samotnymi
atomy. Atom sam o sobé nemtze kmitat ani rotovat, a tak nenaméfime ani zadné
spektrum.
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Uloha VI.1 ... t#i vdlce déda véevéda

Zjistéte, za jakych podminek bude soustava tri valcii na obrazku 32 v klidu a ne-
rozkutali se. Hustota materialu valct je o, spodni valce maji polomér R, horni valec
ma polomér r. Soucinitel tfeni je mezi vSemi povrchy stejny.

F; < Fi2

v

Obr. 32. Geometrie tlohy a sily ptsobici na valce
(kromé sily tihové)

Jaké sily na valce ptisobi? Na kazdy valec ptisobi tihova sila, dale na sebe navza-
jem valce pisobi normalovymi a trecimi silami a kone¢né na valce pisobi podlozka
(viz obr. 32, pro lepsi prehlednost nejsou tihové sily zakresleny). Tésné pied roz-
kutalenim na sebe spodni valce viibec ptisobit nebudou. Ze symetrie tlohy plyne

INi| = |N{| = N1 a |Fi.1| = |F{3| = Fi1. Momentové véty vzhledem k osam vélcti
davaji
Fiy = Fio=Fi.
Postupujme primocare a pro kazdy valec napisme rovnovahu sil
mg = 2N cosa + 2F; sina, (22)
Mg+ Nicosa+ Fysina = Na, (23)
Fi + Fiycosa = Nysina, (24)

kde m je hmotnost horniho valce a M znaci hmotnost spodnich valct.
Nemaji-li valce po sobé sklouznouti, zaroven musi platit

Fy < fN1= Jmg — fFitga,
2 cos o

Fy < fN2 = f (Mg+ img) ,

kde jsme vyuzili rovnic (22) a (23). Dosadivse za F; z posledni nevyuzité rovnice (24),
podle které
. . mg sin o
Fi(1 =N = imgtga — Fit - =722
t (1 + cos ) 1sina = smgtga t tg asin o b 301 + cos a)
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podminky pro soucinitel tieni ziskaji tvar (zde je potieba provést nékolik tprav, ty
nechavame na vas)

f>__§£2__:tg(g),

— 14+ cosa
F> m sin « _ m ‘ (g)
—2M +m1+cosa 2M +m & 2

Koukajice na tyto podminky, hned pochopime, ze pfi splnéni prvé nerovnosti je
automaticky splnéna i druha. Procez se zabyvejme jen tou prvni.
Geometrie tlohy fika sina = R/(R + r), proto obdrzime

R
sina R+r - R _1+1_ 2_7«+<£)2
1+cosa r 2 R4r4++2Rr+r2 R R R/
1t 1_<R+T)

Hledana podminka tudiz zni

T 2r 7\ 2
>14 L =& (— .
fzie g7+ (3)

Na zaveér si dovolime kratkou diskusi. Pravou stranu predchozi nerovnosti ozna-
¢ime fo.

a) Je-li r < R, muzeme zanedbat r/R vzhledem k 1 a dostaneme

2r
fo%]_— E

b) Je-li r = R, vychazi
fo=2—-v3=0,268.

c) Je-li r > R, rozvineme odmocninu do druhého fadu

r r 2R r T R 1/R\? R
=1+ =—=/1+—=1l4+=—=(1+——=| — = —.
fo +R R +7“ +R R<+r 2(7’)) 2r

Zjistujeme, ze mezni hodnota fy soucinitele tfeni s rostoucim pomérem r /R klesa.
To zni logicky — horni valec maje malinky polomeér, zapadne hluboko do skviry mezi
spodnimi valci a bude je od sebe odtlacovat, naopak horni valec s velikym polomérem
bude na spodni vélce tlacit spiSe jen z vrchu. Graf zavislosti fo(r/R) jsme pro vase
potéseni vynesli v obrazku 33.
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fo

0,51

107* 107 1072 107! 1 10! 102 7/R
Obr. 33. Zavislost mezni hodnoty fo soucinitele tfeni na
poméru r/R

Uloha V1.2 ... podivnd atmosféra

Okolo planety o poloméru R se nachazi atmosféra, jejiz index lomu se méni s vyskou
podle vztahu n = ng —ah. Zjistéte, v jaké vysce h nad povrchem planety se svételny
paprsek vyslany tecné k povrchu bude pohybovat po kruznici okolo planety.

Ulohu vyiesime pouzitim zakona lomu. Atmosféru planety rozdélime na tenoucké
kulové vrstvy vzduchu o tloustce dh s indexem lomu n(h) = no — ah, sousedni vrstva
ma index lomu n(h 4+ dh) = no — a(h + dh). Ma-li se paprsek §ifit po kruznici, musi
dopadat na rozhrani dvou vrstev pod meznim thlem ¢,,. Zakon lomu rika

no — a (h+ dh)

sin om = o — oh ) dh

Al

Z geometrie problému (viz obr. 34) plyne

sin m =

R+h ( dh >_1N1 dh RE+h

L N i T -
R+ h+dh +R—Fh R+h’

kde jsme vyuzili pfiblizného vztahu (1 +dh)~! ~ 1 — dh,
ktery plati pro malé dh. Porovnanim odvozenych vztaht
dostaneme

Obr. 34. Lom paprsku

o R

T2 2

Zbyva dodat, ze kruhova orbita existuje pro no/a > R.
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Uloha VI.3 ... &tverdk ctverec

Obvod na obrazku 35 vznikne spojenim nekonecné mnoha draténych c¢tverci, pri-
cemz kazdy nésledujici je /2-krat mensi. Drét, ze kterého je obvod vyroben, o délce
rovné strané nejvetsiho ¢tverce ma odpor R. Urcete odpor obvodu mezi krajnimi
body vlevo a vpravo.

V prvé radeé si uvédomime néekolik skutecnosti plynoucich ze symetrie ulohy.
Vedeme-li totiz osu symetrie vstupnim a vystupnim vrcholem ¢tverce (oznacme si je
dale A a B), pak kvuli symetrii netece mezi takto vzniklymi ptlkami obvodu zadny
proud. Nic se tedy nestane, pokud obvod podélné rozdé€lime na dva stejné paralelné
spojené obvody (jak ukazuje prvni ,rovnost“ ve schématickém obréazku 36).

Dale si vS§imneme uzlt lezicich na ose tsecky AB. Na téch je zfejmé potencial
rovny aritmetickému priiméru potencialti ve vrcholech A a B. Ze symetrie vzhledem

k fecené ose také plyne, ze napéti na vzajemné si odpovidajicich
usecich obvodu jsou stejna, a tedy jsou si rovny i proudy protékajici
odpovidajicimi si vétvemi. Proto v uvazovanych uzlech neprochazi
@ proud mezi ¢tverci, které se zde stykaji (jinymi slovy — proud, ktery
priteCe po strané vétsiho ctverce, po ni také odtece; stejné tak pro
mensi ¢tverec). Oba ¢tverce miizeme tedy od sebe v téchto uzlech
Obr. 35 oddélit, aniz by se zménil celkovy odpor obvodu. Tuto skutecnost
vyjadiuje druha z ,,rovnosti“ v obrazku 36.

G o (&

Obr. 36. Rozdéleni obvodu

Nyni vyuzijeme toho, ze takto upravenad ptlka pivodniho obvodu, kterd ma
odpor 2R. (oznacuje-li R; hledany odpor celého ¢tverce), obsahuje jako svou ¢ast
dvakrat mensi kopii sebe sama samozrejmé o dvakrat mensim odporu R.. Pak maji
ovSsem obvody znazornéné na obrazku 37 stejny odpor, a to prave 2R..

2P‘-c

Obr. 37. Vypocet odporu obvodu
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Takto dostaneme nasledujici rovnici

2R = R+

1 1
=+ +

N V2
R 2R R4 R.

Zavedenim oznaceni x pro pomér R;/R pak ziskdme

1 1
=1+V2+
_ NG

a naslednymi upravami predchozi rovnice prejde v kvadratickou
2(vV24 1)z + 2z — (V2+2)=0.

Jejimi feSenimi jsou ¢isla (pouzité upravy vyzaduji trochu hrani s rozsifovanim
zlomkt a odmocninami)

B —2i\/4+8(\/§+1)(\/§+2) 1-V2+43
o 1(V2+ 1) -T2

z nichz samoziejmé vyznam feseni zadané tlohy mé pouze to se znaménkem plus
(jinak by vysledny odpor byl zdporny). Dostavame tak vysledek

R,

_1+v3-v2
. .
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Uloha VI.4 ... zékrytovd dvojhvézda

Magnituda jisté zakrytové dvojhvezdy se méni se ¢tyrdenni periodou v této posloup-

nosti:
vedlejsi minimum m = 3,5,

maximum m = 3,3,
hlavni minimum m = 4,2,
maximum m = 3,3.

Veétsi slozka této dvojhvézdy ma také vyssi teplotu nez jeji privodce. Za predpo-
kladu, ze Zemé lezi v obézné roviné dvojhvézdy, vypocitejte magnitudy jednotlivych
slozek a pomer jejich délkovych rozmérii. Prevodni vztah mezi magnitudou m hvézdy
a osvétlenim FE, které zpusobuje, je

m = —2,5log (E/Ey),

kde Ey je pevné definovana hodnota.

Podivejme se nejprve, jak probiha déni v soustavé nami zkoumané dvojhvézdy.

vzdaleného pozorovatele ¢tyri zajimavé faze:

(a) Mensi hvézda se nachézi pred velkou, ale protoze je chladnéjsi, viimame to jako
pokles osvétleni. V tomto okamziku k nam prichazi nejméné svétla vibec. Na-
stava hlavni minimum.

(b) Vétsi z obou hvézd zcela zakryje tu mensi. Vidime tedy pouze svétlo z jedné
hvézdy, proto lze tici, Ze magnituda odpovidajici vedlejs$imu minimu je zaroven
magnitudou m; = 3,5 velké hvézdy.

(c) Mensi hvézda je vedle velké tak, ze se z naseho pohledu navzajem neprekryvaji.
Tato situace tedy nastava dvakrat béhem jednoho obéhu. V téchto okamzicich
pozorujeme svétlo od obou hvézd na nejvétsi plose, proto dochazi k minimalni
magnitudé (tj. maximum jasnosti).

Po této analyze se muzeme sméle pustit do dalSich vypoctid. Domluvme se, ze
dale budeme indexovat velkou hvézdu jako 1 a malou pak 2. Pokracujme studiem
treti situace v poradi. Béhem ni se osvétleni od obou hvézd prosté scita, tedy

3,3 =—-2,5log (M> )

Ey

Kromé toho mtzeme urcit i osvétleni E; velké hvézdy ze vztahu

E
3,5 =—2,5 log (E—1> :
0

nebot zndme jeji magnitudu. Z vyse uvedenych rovnic lze po upravach vyjadfit
osvétleni Fo mensi hvézdy

B = 10_3’5/2’5Eo, By =10 3%2%E, — B, = B, (10—3,3/2,5 _ 10—3,5/2,5) ’
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pomoci néhoz jiz snadno zjistime jeji magnitudu

ms = —2.5 log (%) — 25 log (10—3’:"’/2’5 . 10—3’5/275) =592
0

Prisla chvile, abychom do naseho reSeni také zapojili poloméry r1, r2 obou hvézd.
Vyuzijeme k tomu situaci, kdy se mensi ze slozek nachazi z naseho pohledu pred
vétsi hvézdou. Vime, ze osvétleni je imérné velikosti ploSného primétu hvézdy, tedy
obsahu kruhu wr?. Osvétleni z dvojhvézdy v dané pozici jest

o T%
E—E2+E1 1——2 5
r

1

protoze z velké hvézdy vidime pouze jeji ¢ast. Pro zjednoduseni ozname ¢ = r2 /71
hledany pomeér velikosti. Jako vzdy plati vzorec ze zadani, tedy

/ 2
42 = —25 log (%) — _25log <E2 + E;j(l 0 )) .
0 0

Rovnost staci odlogaritmovat, dosadit za F1 a F2 a dostaneme
10~ %2/2:5 _ (10—3,3/2,5 _ 10—3,5/2,5) i 10—3,5/2,5(1 _ Qz)

odkud jiz vede prima cesta k vysledku

= 0,82.

T2 \/10—373/2,5 —10—4:2/2,5
0= — =

r1 10—3,5/2,5

Vysledky jesté shrime do nasledujiciho zavéru. Za danych zjednodusujicich pod-
minek je magnituda vétsi hvézdy 3,5, mensi potom 5,2 a pomér jejich poloméri mensi
ku veétsi vychazi priblizné 0,82.
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Uloha VI. P ... jak vypadaji ufoni?

Zamyslete se nad tim, jestli by néjaké zvire mohlo teoreticky komunikovat pomoci
elektromagnetickych vin radiovych frekvenci (10 Hz—100 MHz). Zkuste navrhnout,
jak by vypadaly biologické ekvivalenty potiebnych elektrickych soucastek.

Posledni dobou se stale castéji setkavame s bytostmi schopnymi komunikovat
na telepatické trovni. Tato jejich schopnost nas pri kazdém setkani s nimi stavi do
nevyhodné pozice. Nasim cilem bylo objasnit fyzikalni podstatu jejich schopnosti.

Viysledky projektu

Pti vykonu vysilace 0,5 W lze dosdhnout vzdalenosti priblizné 3 km. Lidské télo
ma jen na ztratovém teple vykon cca 100 W. Tedy energie pro vysila¢ mame dost.
Uz zbyva jenom dokazat potiebny vykon vyzarit ve formé radiofrekvenc¢niho vinéni.
O existenci podobného zafizeni se vedou i seriézni diskuse. Zralok mé organ zvany
Lorenziniho ampule, ktery je schopen rozpoznat elektromagnetickou aktivitu okoli
(citlivost 5nV /cm). Organ citlivy na elektrické pole mé naptiklad také ptakopysk,
ktery je s jeho pomoci schopen registrovat pohyb drobnych vodnich zivocichi.

Co je vlastné nerv? Nerv je tukem obalena bilkovina zakoncenda synapsi, kterou
se §ifi elektricky vzruch. Na synapsi dojde k uvolnéni chemikalie (miozinu), ktery
vzruch preda dalsi synapsi. Pravé miozin nahrazuji nékteré drogy. Na vyzatreni po-
trebné silné viny by bylo potfeba nervova vlakna usporadat do vhodného tvaru
a zesilit jimi prochazejici proud. Uvazujeme-li dipdlovou anténu, pak odpovidajici
velikost antény pro frekvenci 10Hz je 7.5 - 10% km, ale pro 100 MHz by se jednalo
jen o 75 cm. Dosazovali jsme do vztahu

- A
=11
kde [ je délka dipdlu, A vinova délka, c rychlost svétla a f je frekvence. T€lo Zivoci-
cha vsak vysoké frekvence neumi generovat, frekvence zivocisnych procesii dosahuji
nejvyse 10 kHz (doba, nez elektricky impuls projde jednou nervovou burikou).
Detekce signalu by byla eventualné mozna uz na bunécné trovni.
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Zadani experimentalnich iloh

Uloha I.E ... sbirani sisek

Pocet spiral tvorenych Supinami SiSek vychazejicich od spicky neni libovolny,
nybrz nabyva hodnot 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...To jsou c¢leny tzv. Fibonacciho po-
sloupnosti, v niz dalsi ¢len ziskame sec¢tenim predchozich dvou, pricemz prvni dva
¢leny posloupnosti jsou 1 a 1. Jako kazdé pravidlo ma vsak i toto své vyjimky. Né-
kdy se totiz stane, ze pocet spiral je roven 1, 3, 4, 7, 11,..., tedy prvku Lucasovy
posloupnosti. Ziskame ji stejnym postupem jako Fibonacciho, za¢iname ale s 1 a 3.

Vasim ukolem je zjistit, jak cCasto a za jakych podminek se tato anomalie
vyskytuje na Zemi. Prozkoumejte zavislost na co nejvice riaznych parametrech
(napt. roste-li strom v lese ¢i volné). (fesent str. 70)

Uloha II.E ... viny na vodé

Na zakladé rozmérové analyzy najdéte vztah pro rychlost vin na vodé. Teoreticky
vztah ovérte a najdéte neznamé konstanty z méreni rychlosti vin v zavislosti na jejich
vlnové délce. Uvédomte si, ze existuji dva typy vln — jedny jsou zptisobené gravitaci
Zemé a druhé povrchovym napétim. (fesent str. 72)

Uloha II1. E ... Planckova konstanta

Navrhnéte a dostatecné teoreticky zdivodnéte metody k experimentalnimu ur-
¢eni Planckovy konstanty, které se daji realizovat doma, prip. s vybavenim ve skolni
laboratofi, a alespori jednu z nich provedte. VSechny veli¢iny, které je mozné experi-
mentalné urcit (zvazte uziti statistiky), co nejpresnéji zmérte a spravné vyhodnotte
velikost této fundamentalni konstanty s prislusnou experimentalni chybou.
Ndpovéda: LED dioda s ochrannym rezistorem stoji cca 5 K¢. (Tesent str. 75)

Uloha IV .E ... vytrete nam zrak

Zmeérte, jak zavisi soucinitel smykového treni mezi dvéma vami vybranymi mate-
ridly na velikosti stykové plochy a na hmotnosti smykajiciho se télesa. Nezapomente
nam napsat, s ¢im a jak jste mérili. (fesent str. 80)

Uloha V .E ... levotocivy svét

Zmérte optickou aktivitu roztoku glukdzy v zavislosti na jeho koncentraci. Op-
ticka aktivita je staceni roviny lineadrné polarizovaného svétla pti priichodu danou
latkou. Uhel otoceni je piimo tmérny délce drahy, kterou paprsek v latce urazil,
a zévisi také na vlnové délce svétla. Pokuste se zjistit/vymyslet/vzpomenout, ¢im
je opticka aktivita na molekularni Grovni zptisobena.

Meéreni optické aktivity se pouziva k zjisténi koncentrace cukru v roztocich. Je
tato metoda spolehliva? Ma kazdy cukr stejnou optickou aktivitu?

(tesent str. 82)

Uloha VI.E ... slintaci iilozka
Zméite, jaky maximélni podtlak (i pretlak) je ¢lovék schopen vyvinout sanim
(nafukovanim) usty. (resent str. 87)
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Reseni experimentalnich tloh

Uloha | . E ... sbirani sisek

Pocet spiral tvorenych supinami siSek vychazejicich od spicky neni libovolny, nybrz
nabyva hodnot 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... To jsou cleny tzv. Fibonacciho posloupnosti,
v niz dalsi ¢len ziskame sectenim predchozich dvou, pricemz prvni dva ¢leny posloup-
nosti jsou 1 a 1. Jako kazdé pravidlo ma vsak i toto své vyjimky. Nékdy se totiz
stane, ze pocet spiral jeroven 1, 3,4, 7, 11,..., tedy prvku Lucasovy posloupnosti.
Ziskame ji stejnym postupem jako Fibonacciho, zaciname ale s 1 a 3.

Vasim tkolem je zjistit, jak casto a za jakych podminek se tato anomalie
vyskytuje na Zemi. Prozkoumejte zavislost na co nejvice riiznych parametrech
(napf. roste-li strom v lese ¢i volné).

Uvodem feSeni uznejme, Ze se tentokrat nejednalo o klasickou experimentalni
tlohu, nebot vyzadovala jiné metody feSeni, nez jsme obvykle byli zvykli. V tomto
textu se nejprve pokusime vysvétlit cosi o tajemstvi jevu zvaného phyllotaxe, po-
vime si, jak vSe souvisi s Fibonacciho, resp. Lucasovymi ¢isly, a zavérem provedeme
zpracovani ,nameérenych“ hodnot.

Teorie

V zadani ulohy jsme vam prozradili, ze se Supinky Sisek skladaji do spiral, je-
jichz pocet v obou smérech otaceni je vzdy roven dvéma po sobé jdoucim cislim
z Fibonacciho posloupnosti {F, }52; pro n — oo.

Avsak tak tomu neni pokazdé. Onim divodem je fakt, ze zminéné usporadani
souvisi se zlatym Tezem'® (pfipomeiime jeho hodnotu © = (1 + /5)/2), ke kterému
konverguje pomér F,41/F,. Jenze Fibonacciho posloupnost neni jedina, jez ma tuto
vlastnost. Chovaji se tak vSechny posloupnosti ptrirozenych cisel dané rekurentnim
vzorcem a, = an—1 + an—2 bez ohledu na hodnoty prvnich dvou ¢lend. Dtikaz je
prosty.

Predpokladejme, ze

lim =L,

n— oo an—l
a dokazme nyni, ze . = O. Nejprve si rekurentni zadani posloupnosti upravme do
tvaru an+1 = an + an—1 a vydélme jej clenem a,. Tim dostaneme rovnici
An+1 An—1

=14 ,
an an

19) Neékteré zdroje uvadéji téz souvislost ze zlatgm thlem ¢ = 360° - (2 — ©) ~ 137,5°,
k némuz v nekone¢nu konverguje pomér 360° - Fy,/Fy42. Pod timto thlem se nachézeji
osy dvou po sobé vyrostlych Supinek ¢i listki. Ale v tomto textu se zlatym thlem zabyvat
nadale nebudeme, pouze jej uvadime jako zajimavost.
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kde za oba zlomky miZzeme v limité n — oo podle predpokladu dosadit L, resp. 1/L.
Rovnice se tak zjednodusi do krasného tvaru

L=1+

=

Resenim jsou &isla Ly = (1 ++/5)/2 a Ly = (1 — v/5)/2, jenze druhy kofen nem4
smysl, vzdyt vSechna ¢isla v posloupnosti jsou kladnd a Lo < 0. Vidime tedy, zZe
vise uvedeny rekurentni vztah vede vidy ke zlatému fezu.?°

Naskyta se tedy otazka, pro¢ sisky, ale i jiné pfirodni vytvory (kvétenstvi, listy
na stonku, . ..), preferuji pravé Fibonacciho posloupnost. Odpovéd na tuto otazku
neni zndma. Jako by pocateéni prvky posloupnosti mély byt co nejnizsi (v ptripadé
rostlinky dostatecné pritazliva, prestoze nékteré takové rady konverguji ke zlatému
fezu rychleji. O vysvétleni nejasnosti se mame pokusit pocitanim spiral tvorenych
Supinami Sisek. Celosvétova statistika uvadi vyskyt v pruméru 2-5 % pripadu ¢isel
z Lucasovy posloupnosti. Abychom i my mohli zpracoviavat data néjak rozumné,
zkompletujeme veskera dostupné dorucend meéreni. Tim dostaneme pomérné roz-
sahly statisticky soubor dat, ve kterém (moznda) objevime néjakou zavislost.

Postup a vysledky méreni

Nyni ve strucnosti jesté rozeberme metodu méreni. Kazda siska ma dva typy
spiral — pravotocivé a levotocivé. Jejich pocty jsou vzdy dva po sobé jdouci Cleny
vyse zminénych posloupnosti. Diky tomu jsme schopni rozhodnout i sporny pocet 3.
Nejvhodnéjsi je pocitat spiraly po obvodu ve zvolené trovni tak, zZe si vzdy jednu
spiralu zvolime za vychozi a néjak ji oznacime.

Budeme zkoumat dva parametry — druh a osamélost (sdm ¢i v lese) stromu.
Timto omezenim se pokusime ziskat jesté vétsi mnozstvi dat, nez kdybychom zkou-
mali kazdou lokalitu zv1ast.

Tabulka uvadi pocty sisek, jejichz pocty spiral odpovidaji Fibonacciho,
resp. Lucasové posloupnosti, v zavislosti na druhu a umisténi stromu.

Druh | Umisténi | Lucas | Fibonacci | Relativni pocet Sisek Lucas [%]
Smrk v lese 27 619 4,2
Smrk | osamocen 5 179 2,8

Borovice v lese 61 766 7,4

Borovice | osamocena | 24 136 15,0

Modfin v lese 39 170 18,7

Modfin | osamocen 32 109 22,3

Celkem 188 1979 8,8

Prestoze jsme méli k dispozici data z riiznych koutil svéta (Cesko, Slovensko,
Francie, Svycarsko, USA), vyskyt anomalnich $igek byl v§ude piiblizné stejny. S na-
sim vysledkem 8,8 % jsme se sice dostali lehce nad obecné uznavany svétovy priumér,
ale vzhledem k malému mnozstvi SiSek jde spise o ndhodu.

20) Obdobného triku vyuziva i diikaz konvergence 360° - F, /F,, 12 — .
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Zda se tedy, ze vyskyt anomalnich Sisek je veskrze ndhodny jev, neda se presné
urcit néjaka zavislost napr. na zemépisné poloze, nadmorské vysce ¢i druhu stromu.
Patrné nasimi zavéry revoluci v biologii nespachame, i kdyz je tfeba zminit i urcité
specialni poznatky:

e Vyskyt lucasovskych sisek se zda vyssi u modfinu a borovice nez u smrku. Otaz-
kou je, zda-li nedoslo k chybnému zjisténi poctu spiral vzhledem k tomu, ze
modfinové a borovicové Sisky jsou cCastéji deformované a nepravidelné.

e Na jednom stromé mohou vyrist Sisky obou typu, nebot nebyl pozorovan strom
plny vyhradné anomalnich sisek.

e 7 predchoziho pozorovani vyplyva, ze typ spiral nezavisi na genetické vybavé
daného stromu nebo jeho umisténi v krajiné.

e Radimu Pechalovi (Roznov p. R.) a Jakubu Michalkovi (t. ¢. v USA) se poda-
filo najit smrkovou Sisku s poctem spiral 6. Snadno zjistime, Ze cislo Sest patii
do rady 1, 5, 6, 11,... nebo 2, 2, 4, 6,..., ale takovych moznosti je vice. Roz-
hodnout bychom mohli, pokud bychom znali pocet spiral v opacném sméru. Ale
kazdopadné je to vice nez anomalie.

Namét pro dalsi praci/projekt

Pokud by se nékdo chtél tomuto problému vénovat hloubéji, je to dobry napad,
vzhledem k tomu, Ze vétSina informaci o phyllotaxi jsou domnénky. Doporuceny
postup by byl zvolit si néjaky lesik (cca 2 ha) a po nékolik let tam rok co rok
sesbirat veskeré sisky a data takto prubézné zpracovavat.

Uloha Il .E ... viny na vodé

Na zakladé rozmérové analyzy najdéte vztah pro rychlost vin na vodé. Teoreticky
vztah ovéite a najdéte neznamé konstanty z méreni rychlosti vin v zavislosti na
jejich vinové délce. Uvédomte si, ze existuji dva typy vin — jedny jsou zpiisobené
gravitaci Zemé a druhé povrchovym napétim.

Jednoho krasného vecera si nejmenovany tesitel FYKOSu vzpomnél, ze se blizi
termin odevzdani druhé série a on musi najit vztah pro rychlost viln v na vodé.
Zajel si tedy k rybnicku o celkové hmotnosti M. Mésicek o hmotnosti m svitil,
vinky na rybnicku o plose S se prohanély a voda o hustoté p si v ném Splouchala.
A protoze zlata rybka v tuhle pozdni no¢ni hodinu jiz chrapala na dné v hloubce [,
musel si fesitel FYKOSak pomoci se svym problémem tuplné sam.

Po chvili premysleni dosel k témto vztahtim:

Vg = A\/g , (25)

vg = A/ g(A + konst) , (26)
Vg = A\/g—)‘a (27)

Vg = A\/g)\ tgh (27”) . (28)
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Tusite, které mohou vystihovat redlnou situaci? Vite, co maji spolecného?
A jak to vypada s presnym resenim?

Teorie

Vinéni na vodé je tzasné komplikovany proces, kterého se zucastnuje odha-
dem 10** molekul. Myslite, Zze bude jednoduché dospét k pFesnému feseni? Nikoliv.

Voda je nestlacitelnd, a proto rozhodné neni mozny pohyb molekul vody v rdmci
jakéhosi sloupce vody na jednom misté nahoru a dolti. Kam by se v takovém pripadé
ztracela voda? Pravé naopak, castecky vody se pri ideadlnim harmonickém vinéni
pohybuji po trajektoriich tvaru kruznice. Tento pohyb je vSak nerovnomérny, a to
znamena pusobici silu. Tou je tihové zrychleni g, které by mélo v hledaném vztahu
vystupovat.

Jaké dalsi veli¢iny mohou byt podstatné? Poloha Meésice nebo jeho hmotnost
jsou evidentné silenosti (a jsou zahrnuté v gravitaénim zrychleni). Ale co takhle
hustota vody? Cim hustsi je kapalina, tim vétsi je na ni ptsobici tiha. Jenomze
pozor, setrvacna sila je také tolikrat vétsi! Z toho intuitivné vychazi, ze rychlost vin
nebude zaviset na hustoté vody. Je to obdobné, jako kdyz rychlost padajiciho télesa
nezavisi na jeho hustoté.

Zavisi rychlost vln na vysce vin? Nebo na hloubce vody? Predstavte si, ze by
nas resitel videl na rybnicku viny o vysSce dvou metrii, jenomze ten rybnicek by byl
skute¢né malinky o hloubce deseti centimetri. Nebylo by to divné? Jista zavislost,
ktera tomuhle zabrani, tedy musi existovat. Jenze my budeme predpokladat, ze nas
rybnicek je skutecné velmi hluboky a tyto vlivy zanedbame. Z rozumnych veli¢in
zustava tedy jenom vlnova délka a gravitac¢ni zrychleni. Spravnym vztahem tak mtize
byt (27).

Na povrchu vody vsak existuje jesté jedna sila. Pokud nékde nadzvedneme povrch
kapaliny, zvétsime tim jeji povrch, a tedy povrchovou energii kapaliny. Ta se bude
snazit povrch zmensit, tedy na misté, kde byla voda zdvizena, se snazi ustanovit
rovnou hladinu. Voda méa vSak né€jakou pohybovou energii ziskanou pifi navraceni
do rovnovazné polohy, kterou odevzda sousedni vodé, aby mohla stoupnout a zvysit
svou povrchovou energii, a tak dal. Takhle mtze na vodé existovat jesté druhy typ
vinéni, zptisobeny povrchovym napétim. Neni tézké uhadnout, Ze rychlost viny bude
v tomto pfipadé zaviset na povrchovém napéti o. Ted pouzijeme obdobné argumenty
jako vyse u gravitacnich vin. Predpokladame, ze rychlost zavisi také na vinové délce
a specialné tady také na hustoté, protoze hustsi kapalina se hybe pomaleji (tentokrat
uz sila neni tmérné hustoté). Po chvili zkouSeni zjistime, Ze rozumnou kombinaci
se spravnym rozmeérem je

Vo = B,/ —. (29)

To, co jsme pravé docetli, nebylo nic jiného nez navod, jak provadét rozmérovou
analyzu. Podstatné je uvédomit si, jaké velic¢iny hraji roli. Je také zrejmé, jaka uskali
tahle metoda prinasi. Stale nevime nic o parametrech A a B. Nevime nic o tom,
kdy nasSe vzorecky mohou platit, a hlavné netusime, zda jsou viibec spravné. Tohle
miuze rozresSit jenom experiment.
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Experiment

Mame hlubokou a rozlehlou vodni nadrz. Vytvorime v ni poradné silnou sérii
pravidelnych vln, které budeme sledovat. Zjistime, kolik vin vznikne v jisté délce,
a tim urcime jejich vlnovou délku. Rychlost vin zjistime zmétrenim casu potiebného
k tomu, aby celo viny projelo jistou drdhu. Experiment nezapomeneme zopakovat
pro rizné vinové délky, protoze jenom tak muzeme zkoumat jakoukoliv zavislost
na vinové délce.

Jenomze nahle procitneme ze sna a zjistime, ze jedinou vodni plochou v nasem
dohledu je vana. A mame problém, protoze vSechno, co jsme odvodili, bylo vsak
platné jenom pro velikou hloubku. Nezbude nic jiného, nez napustit vanu. Po prvnich
pokusech vytvorit pravidelné vinéni zjistujeme, Ze i v tomhle bodé jsme se poradné
prepocitali. Co tedy s tim?

VlInéni jednoduse nezakdzeme interferovat, a tak nezbyva, nez opét privrit obé
oCi a pokusit se zmérit, co se da. Pfi méfeni a vyhodnoceni téchto méreni vsak jiz
nase oc¢i budou opét oteviené a my nezapomeneme na chybu méreni!

K témto hodnotam se dopracovali nékteri z resiteli a opravovateli:

Tabulka uvadi experimentalni hodnoty konstant ze vztahu (27) a (29).

Experimentator | Konstanta ze vztahu (27) | Konstanta ze vztahu (29)
Jan Jelinek A = 0,40 £ 0,06 B=4+4+3
Lukds Malina A =0,40+ 0,03 B=254+0,5
Jakub Benda A=0,31+£0,01
Petr Vanya A=0,33£0,01
Jano Lalinsky A=0,31+0,02 B=121+59

Stredni hodnota a smérodatna odchylka nasich méreni vychézeji
A=0,31+0,02, B=121+59.
Tyto hodnoty jesté poopravime o odhadnuté chyby métreni
A=0,314+0,05, B =124+8.

Néasledné je porovname s teoretickymi hodnotami?*

A:,/ziio,zm, B=+2r=2p5.
TC

A konstatujeme, Ze jsme v podstaté uspéli, protoze hodnoty teoretické se pomérné
dobre blizi k naméfenym hodnotam. Druhou zalezitosti je také presnost méreni.
V pripadé gravitacnich vin to jesté ujde, ale protoze povrchové viny jsou kratsi, je
presnost mnohem mensi a méfeni méa spise orientacni charakter.

Mimochodem, nasi situaci nejlépe vystihuje vzorec (28).

21) Feynman, R., P., Leighton, R., B., Sands, M.: Feynmanovy predndsky z fyziky I. Frag-
ment 2000, strana 695.
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Uloha Il .E ... Planckova konstanta

Navrhnéte a dostatecné teoreticky zdiivodnéte metody k experimentalnimu urceni
Planckovy konstanty, které se daji realizovat doma, piip. s vybavenim ve Skolni
laboratori, a alespor jednu z nich provedte. VSechny veli¢iny, které je mozné experi-
mentalné urcit (zvazte uziti statistiky), co nejpresnéji zmérte a spravné vyhodnotte
velikost této fundamentalni konstanty s prislusnou experimentalni chybou.
Napovéda: LED dioda s ochrannym rezistorem stoji cca 5 K¢.

Experimentalni urceni fundamentalni konstanty, jakou je Planckova konstanta,
je obecné obtizné a v feseni se nevyhneme slozité diskusi vysledkt métreni. Hlavni
motivaci k zarazeni alohy bylo téma seridlu, které nam na odlehcené trovni dovoli
vysvétlit potfebnou teorii. Uplatnime metodu doporuéenou v zadéani (uziti LED
diody), a proto se nejprve vénujme teorii polovodi¢ti®?.

Teorie

Elektrony v atomech vyhovuji Pauliho vylucovacimu principu — zadné dva elek-
trony se stejnym spinem nemohou mit stejnou energii (pfesnéji stejnd kvantova
¢isla). A tak elektrony obsazuji energetické hladiny postupné od té nejnizsi. Pfi nu-
lové teploté jsou vsechny hladiny zaplnéné az po urcitou energetickou mez, nad ni
jsou hladiny neobsazené.

V pevnych latkach se setkdvame s pozoruhodnym jevem. Energetické hladiny
elektront jsou u sebe neuvéritelné blizko (v méfitku vzdalenosti energetickych hladin
izolovaného atomu i v méritku teplotnich fluktuaci £7"), elektrony mohou prakticky
nabyvat spojité kazdé energie (to je dusledek toho, Ze v pevné latce je elektronu
neuvétitelnd mnoho). Existuji vSak intervaly energii, které jsou zakazané. Zadné
elektrony nemohou mit energii z téchto intervali. Zavislost energie elektronu na
vlnovém vektoru nazyvame pasové schéma (pasova struktura), nebot povolené a za-
kézané energie tvori ,pasy“.

U polovodict je konfigurace elektronti prave takova, ze mezi posledni obsazenou
hladinou (ji odpovida energie F,) a prvni neobsazenou hladinou (energie E.) je
zakazany pas — tzv. gap, jeho Sitka je By, = E. — E,. NejvysSimu obsazenému pasu
pri nulové teploté rikdme valencni pas a nejvysSimu neobsazenému pasu rikame
vodivostni péas (conducting band). V redlnych polovodic¢ich za béznych podminek
(napf. nenulova teplota, vliv pfimési) dochézi k diftzi elektroni — nékteré obsazené
hladiny se vlivem tepelného pohybu uvolni a nékteré neobsazené se zaplni.

Pasovou strukturu néjakého polovodice nelze vypocitat analyticky, ale pouze
numerickymi metodami na pocitaci. Priklad takto vypocitané pasové struktury po-
lovodice typu III-V galium-arsenid vidite na obr. 38.

Ve vodivostnim pasu F > E. mize elektron libovolné zvysSovat svou energii
(napf. v elektrickém poli), protoze v jeho sousedstvi je dostatek neobsazenych hladin.
Naopak ve valen¢nim pasu E < FE, je elektron vazany, okolni energetické hladiny
jsou obsazené a nemfize na né snadno pieskodcit.?® U vodi¢i se valenéni a vodivostni
pas tésné dotykaji, tedy pouhym tepelnym pohybem se elektron mtze uvolnit do

22) O polovodicich si mutzete vice predist v seridlu 13. roéniku FYKOSu.
23) Naopak neobsazené hladiny se ve valenénim pasu pohybuji téméi jako bez prekazek.
Témto hladinam rikame diry.
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vodivostniho pasu a vést elektricky proud. U polovodict se elektron mutze dostat
z valen¢niho do vodivostniho pasu absorpci dostatecného mnozstvi energie, napft.
absorpci fotonu o energii F,

h
By <E=hv="5,
A
kde h je Planckova konstanta a dale c rychlost, v frekvence, A vinova délka svétla
v daném prostiedi (muzeme piedpoklddat vakuum). Polovodice a izolanty se lisi

-----

Riazné typy polovodict se pak lisi opét sitkou zakazaného pasu Ej.

energie
Ex
E. o8
E
(100) I B, (111)
vinovy vektor
tezké diry
Eeo lehké diry
odstépeny pas

Obr. 38. Pasova struktura GaAs. Pri teploté 300K je
E;, =1,42eV, Er, =1,71eV, Ex = 1,90eV,
Eso = 0,34eV

Uzivané LED diody jsou vyrobené pravé z polovodice Ga-As, ktery ma primy
prechod. To znamenad, Ze postaci absorpce/emise fotonu bez nutnosti dodat/odebrat
hybnost elektronu. (V pasovém schématu na obr. 38 to znamend, Ze minimum F.
se nachazi pfimo nad maximem F,.) LED (light-emitting diode) vyuziva opac¢ného
preskoku z vodivostniho do valenéniho pasu (jev se nazyva spontanni emise), pfi-
cemz je vyzaren foton o energii £ > E,. Nejprve je samoziejmé nutné potifebnou
energii elektronu dodat k preskoku do vodivostniho pasu; jiz zminény proces tepel-
nych kmith je nedostacujici, proto potiebnou praci W muze vykonat elektrické pole
zpusobené prilozenym napétim U

Ey <W =eU, (30)

kde e je absolutni hodnota naboje elektronu. S uvazenim vztahiti vyse dostavame

obecné nerovnost

"UA. (31)

%ZGU = h>

Ol®
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Emitovanou vlnovou délku A i napéti U muzeme v principu zmérit (hife najit v ka-
talogu soucastek). Jak vime, aby LED zacala svitit, je na ni nutné pfivést urcité
minimalni napéti, jehoz existenci jiz umime vysvétlit nerovnosti (30). V idealizova-
ném pripadé mizeme predpokladat, ze napéti U odecteme pri jeho zvySovani prave
v okamziku, kdy LED zacne svitit, a potom by méla nastat rovnost. Vsechny pred-
poklady vSak nezapomeneme okomentovat v diskusi.

Postup

K experimentu budeme potirebovat LED diodu, resp. né€kolik riznych barevnych
diod s ochrannym rezistorem na pouzité napéti (aby jimi podle Ohmova zakona ne-
protékal proud nad cca 10mA) a jako zdroj baterii s napétim véts$im nez minimélni
nutné napéti. K regulaci napéti zapojime proménny rezistor s vhodnym odporem
jako potenciometr. Z meéridel si obstarame voltmetr. K urceni vlnové délky je nej-
vhodnéjsi spektrometr nebo monochromator, diky némuz mizeme promérit celé
spektrum a poznatky o jeho prubéhu vyuzit do diskuse. Jinak se musime spoléhat
na udaj vyrobce, resp. katalog. Experiment je nejvhodnéjsi provadét v temné ko-
mofte k co nejpresn€jSimu nastaveni napéti potenciometrem. K odectu se bude hodit
lampa ¢i svitilna.

K baterii pripojime potenciometr a jezdec presuneme k jednomu konci. Na tento
konec a jezdec pripojime voltmetr a paralelné k nému ochranny odpor s LED diodou
pri spravné polarité v sérii. Experiment provadime pokud mozno za tmy; potenci-
ometrem zvysSujeme napéti, dokud nezpozorujeme slabou emisi svétla. Nastavené
napéeti U zaznamename, a jelikoz jde o subjektivni méfeni, jeho nastaveni a ode-
¢teni provedeme jesté nékolikrat pro statistické zpracovani. Postup zopakujeme pro
dalsi diody s jinymi barvami. Nechceme-li se spoléhat na udanou vlnovou délku,
promeérime emisni spektrum pouzité LED diody na spravné zkalibrovaném spektro-
metru (monochromatoru).

Vysledky méreni

Experiment byl proveden vecer za dostateéné tmy a pri teploté 22 °C. Byly mé-
feny cCervena, zelena a bila LED dioda presné podle uvedeného postupu. Jako volt-
metr byl pouzit digitalni multimetr s chybou méreni 0,01 V. Namérené hodnoty
napéti U pro vSechny diody vcetné vysledkil statistického zpracovani shrnuje nasle-
dujici tabulka.

Namérené hodnoty napéti a statistické zpracovani

Dioda | Uy [V] | Uz V]| Us V]| Ua V]| Us V] U V]| o (D) [V]
Gervena| 1,51 | 1,49 | 1,46 | 1,49 | 1,48 |1,486| 0,018
zelena | 2,07 | 2,06 | 2,06 | 2,05 | 2,05 |[2,058| 0,008
bilda | 2,21 | 2,19 | 2,19 | 2,21 | 2,18 |2,196| 0,013

Emisni spektrum diod bylo studovano na monochromatoru SPM 2 (Carl Zeiss
Jena), jehoz vyuziti ndm laskavé umoznilo optické praktikum MFF UK. Monochro-
mator byl kalibrovan na spektru rtutové vybojky. Pofizena spektra nalezneme v gra-
fech na obr. 39 a 40. U cervené a zelené diody byl navic zkouman vliv napéti na
diodé (tzn. svitivost diody) na jeji spektralni charakteristiku. Z grafu vidime, Ze
nastavené napéti, resp. svitivy vykon ma zanedbatelny vliv na pribéh spektra. Graf
na obr. 40 uvadi vybrané spektralni charakteristiky vsech diod.
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Obr. 39. Spektrum zelené diody pri

Obr. 40. Spektrum vsech diod (bilé,
ruznych napétich

zelené a Cervené)

Vyhodnoceni métreni komplikuje okolnost, ze spektrum diod neni zdaleka mo-
nochromatické. Jakou vinovou délku tedy vidime v okamziku nastaveni a odecteni
napéti U? Ze spektra urc¢ime jednak vlnovou délku A maxima charakteristiky, jed-
nak krajni vlnovou délku Ao cerveného konce spektra (kde fotony maji nejmensi
energii), kterou muzeme okem spatfit. Odectené hodnoty s odhadem chyby méfeni
(radéji nadsazené) uvadéji nasledujici tabulky. Ze zaokrouhlené hodnoty minimal-

Experimentalni hodnoty min. napéti a vlnové délky maxima spek-
tralni charakteristiky

Dioda | U |AU | X | AX h Ah rel. chyba
(V] | [V] | [nm] | [nm] | [107%*J-s] | [107%* Js] | [%)]
Cervena | 1,49 10,02 | 630 | 10 5,01 0,15 2,9
zelend | 2,06 0,02 | 530 | 17 5,83 0,24 4,2
bild |2,20|0,02| 465 | 20 5,46 0,28 5,2

Experimentalni hodnoty min. napéti a krajni vinové délky charak-

teristik

Dioda | U |AU | o | A)Xo h Ah rel. chyba
[V] | [V] | [nm] | [nm] | [1073* J-s] | [1073% Js] [%]
cervena | 1,49 10,02 | 660 | 10 5,25 0,15 2,9
zelend | 2,06 0,02 | 590 | 20 6,49 0,28 4.4
bila |2,20(0,02| 530 | 30 6,23 0,41 6,6

niho napéti mohla byt vypoctena experimentalni hodnota h Planckovy konstanty
s ptislusnou chybou (zde lze dobfe vyuzit zdkon o s¢itani malych relativnich chyb).
Viz téz diskuse.

K posouzeni spravnosti experimentu miizeme zobrazit experimentalni hodnoty A,
Ao v zavislosti na U. Podle (31)

he 1 A

e U U’

kde koeficient A miuzeme stanovit fitovinim a z ného vyhodnotit Planckovu kon-
stantu

A o =

€
—%.4. 2
h=< (32)

78



Resent experimentdlnich uloh

Zpracovani je uvedeno v grafech na obr. 41 a 42. Pro srovnani je doplnén teoreticky
pribéh zavislosti pro dnesni tabelovanou hodnotu Planckovy konstanty.
Fitovani provedené programem gnuplot 4.0 davd pro zpracovani v grafu na
obr. 41 vysledek A = (1000 + 50) nm-V, odkud podle (32) vychazi
h = (5,333 +0,246) - 107 °* J.s, zaokrouhleno h = (5,3+0,3)-10">*Js.
Pro hodnoty v grafu na obr. 42 vysledky jsou A = (1090 + 80) nm-V a
h=(58+04) 10">*Js.

850 — T T T T T T T 850
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experimentalni body +-—+-+ experimentalni body +-—+-+
teoreticka zavislost -+ teoreticka zavislost -+
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Obr. 41. Fitovani exp. bodud pii odectu Obr. 42. Fitovani exper. bodd pri
v maximech spektralnich odectu v krajich spektralnich
charakteristik charakteristik

Diskuse

Grafické zpracovani vysledkid v grafech na obr. 41 a 42 vypovidda mnoho o spo-
lehlivosti naseho méreni: Zmeérene body nevykazuji dobre ocekavanou teoretickou za-
vislost, proto zvolenou metodu mizZeme doporucit nanejvys pouze jako orientacni
mérent! Jen v jediném zméfeném bodé (zelend LED dioda) jsme se v ramci chyby
méreni priblizili skutecné hodnoté Planckovy konstanty. Rozumnym zavérem z na-
Seho méfeni miize byt napi. aritmeticky prameér 5,7 - 10~3* J-s viech hodnot (z obou
metod odectu vlnové délky) a radéji nadsazena chyba méreni (kterou si nemuzeme
dovolit zaokrouhlit na vice nez jednu platnou ¢islici — vétsi presnost nemizeme ga-
rantovat!). Minimalni absolutni chyba ma hodnotu 0,8 - 1073 J.s, aby zahrnovala
vSechny zméfené hodnoty, lépe vsak 1 -1073* J-s s ohledem na chyby méfeni jednot-
livych vysledki. Podle chyby zaokrouhlime vysledek.

Za dostatecné presné miizeme povazovat méreni minimalniho napéti pro emisi
svétla diodou, jehoz relativni chyba se pohybuje okolo 1%. Jednozna¢né nejvét$im
problémem je urceni vlnové délky svétla, kterou v okamziku odectu napéti pozoru-
jeme a ktera je pro malou intenzitu tézko mértitelna. Jeji hodnotu jsme odhadli pri
vyssi intenzité vyzarovani a za Castecné ovéreného predpokladu, ze pribéh spektra
diody neni prilis ovlivnén vyzarovacim vykonem. Presto nelze rozhodnout o tom,
zda pozorujeme vlnovou délku v maximu charakteristiky ¢i krajni vlnovou délku
u cerveného konce spektra. Zejména z tohoto divodu bylo nadsazeni chyby méreni
dtlezité. Tabelovana hodnota Planckovy konstanty je priblizné 6,63 - 1034 J-s.
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Vsechny vysledky vyhovuji teorii, tzn. nerovnosti (31). Odchylku od teoretické
hodnoty mutzeme zdivodnit jednak nepfesnosti v urceni vlnové délky emitovaného
svétla, jednak slozitosti teoretického popisu readlnych LED diod, zejména muizeme
zpochybnit rovnost v (30) a (31), kterou jsme pfedpokladali pro vyhodnoceni. Jiné
metody k méreni Planckovy konstanty mohou vyuzivat dobfe znamy fotoefekt ci
Heisenbergovy relace neurcitosti (specialni optické experimenty s difrakci na stér-
biné).

Zaver

Podarilo se experimentalné odhadnout hodnotu Planckovy konstanty (obecnéji
jeji minimalni hodnotu) h = (64 1)-10"%* J-s. P¥inos této tilohy spociva prede-
v8im v pochopeni ¢innosti LED diody (napf. ve spektru bilé diody si vSimnéme
excitacniho piku a potom luminiscen¢niho piku, ktery samoziejmé nesmime uplat-
nit k vyhodnoceni) a zejména vyuziti grafického zpracovani k ovéfeni spolehlivosti
meéfeni, resp. pouzitého teoretického popisul

Uloha IV .E ... vytfete ndm zrak

Zmeérte, jak zavisi soucinitel smykového treni mezi dvéma vami vybranymi materialy
na velikosti stykové plochy a na hmotnosti smykajiciho se télesa. Nezapomente nam
napsat, s ¢im a jak jste mérili.

Teorie

P1i méreni soucinitele smykového treni je diilezité si uvédomit, ze existuji dva
ruzné soucinitele. Tedy zZe existuje soucinitel klidového tieni a soucinitel smykového
treni. Klidova treci sila je definovana jako sila ptisobici na stojici téleso, kdezto
smykova treci sila je sila, ktera ptisobi proti pohybu pfi smykani jednoho télesa po
druhém. Pro klidové tfeni plati F' < foN (rovnost nastava tésné pred uvedenim
télesa do smykavého pohybu), pro smykové tieni plati

F=fN,

kde N je pritlacna sila kolméa k podlozce a F' je vyse definovana treci sila. Klidové
treci sile odpovida soucinitel klidového tieni fo a smykové treci sile zase soucini-
tel smykového treni f. Soucinitel klidového tfeni byva zpravidla o néco vyssi nez
soucinitel smykového tieni.

Pro méreni téchto souciniteli se pouzivaji tribometry. NejCastéji se pouziva
sklonny tribometr, ktery je na obrazku 43. Na
tomto tribometru lze mérit jak soucinitel klidového
treni, tak soucinitel smykového tfeni. Soucinitel
klidového tieni se méri jednoduse tak, ze polozime
zkoumané téleso na smykaci plochu a zvétSujeme
thel naklonu ¢, dokud se téleso nepocne pohybovat,

® a tento mezni thel si zapiSeme.
Obr. 43. Sklonny tribometr Meéreni soucinitele smykového tieni je o néco
komplikovan€jsi, hleda se totiz thel, pti kterém se
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zkoumané téleso bude pohybovat po pocatecnim postréeni rovnomérné primocare,
tedy ani zrychlené, ani zpomalené. Zde je znateln€jsi vliv subjektivniho vnimani,
a proto je lepSi méreni pro stejné parametry nékolikrat zopakovat, ¢imz snizime
statistickou chybu.

Z nalezeného uhlu ¢ uré¢ime dany soucinitel f
diky jednoduché geometrii a rozkladu tihové sily
jako

R} L

F
f=x5=tgy. v

Obr. 44. Vodorovny
tribometr

Lze také pouzit vodorovny tribometr, vyobra-
zeny na obrazku 44. Na tomto tribometru lze opét
meérit jak soucinitel klidového tfeni, tak soucinitel smykového treni. Obdobné jako
u sklonného tribometru soucinitel klidového tteni hledame tak, ze za konec provazku
tahame stale vétsi silou a hledame mezni silu, pri které se zacne téleso pohybovat.
Soucinitel smykového tieni urcujeme tak, ze hledame silu, kterou tahat za provazek
tak, aby se téleso po pocatecnim postréeni pocalo pohybovat rovnomérnym pti-
mocarym pohybem. Opét je zde vyznamny vliv subjektivniho vniméani a odhadu
pro rovnomeérny pohyb. Z nalezené mezni sily F, vypocitame soucinitel f opravdu
trivialné, jelikoz velikost Fy, je diky kladce rovna velikosti F', tedy f = Fi,/N.
Meéreni

My jsme pouzili sklonny tribometr a mérili jsme klouzani nelakovaného tvrdého
dreva po tvrdém nelakovaném drevu. Pro zménu hmotnosti jsme pouzivali smés
magnetl a zeleznych krouzki pripevnénou ke dievu pomoci hiebickti, ¢imz jsme do-
sahli vcelku rovnomeérného rozlozeni pridavané hmotnosti. Pro zménu povrchu jsme
vzdy kousek dreva urizli. Nejdrive jsme zkoumali zavislost souciniteld na hmotnosti
télesa, potazmo tedy na pritlacné sile. Pro kazdou hmotnost zavazi jsme mérili pét-
krat a v nasledujici tabulce jsou uvedeny vzdy primérné hodnoty. V této tabulce
uvadime pouze statistické chyby méreni, o celkové chybé méreni se zminime v dis-
kusi.

Meéreni zavislosti souciniteli na hmotnosti

migl|  »[°] f wol°] fo

170 [28,1+£0,4| 0,533 & 0,005 | 32,7 + 0,5 | 0,641 & 0,006
220 28,3+ 0,4|0,537 40,004 | 32,7 4 0.5 | 0,643 + 0,006
250 (27,8 40,6 0,527 4 0,007 | 32,5 & 0,4 | 0,638 + 0,005
300 | 28,74 0,6 | 0,548 4+ 0,006 | 33,1 4+ 0,6 | 0,651 + 0,007
400 | 30,4 +0,5|0,588 + 0,006 | 33,0 + 0,5 | 0,650 % 0,006

Meéreni zavislosti souciniteli na velikosti sty¢né plochy

Slem®] | [°] f wol°] fo
150 | 27,8 £0,6 0,527 + 0,007 | 32,5+ 0,5 | 0,638 & 0,005
120 | 28,0 +£0,4 | 0,532 + 0,005 | 32,8 + 0,7 | 0,645 4+ 0,008
100 |28,3+0,5(0,539 + 0,006 | 32,7 4 0,5 | 0,642 & 0,007
80 |28,140,7]0,535 0,008 | 33,24+ 0,5 0,654 + 0,006
50 | 28,74 0,60,547 & 0,007 | 33,0 + 0,6 | 0,651 %+ 0,007
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Obdobné jsme pro kazdou velikost sty¢ného povrchu také mérili pétkrat a pri-
meérnou hodnotu vcetné statistické chyby jsme zanesli do tabulky. Zavislost na po-
vrchu jsme mérili pfi hmotnosti télesa 250 g.

Diskuse

V literatufe®* se lze doéist, ze pomoci vyse popsanych tribometrii 1ze dosahnout
presnosti kolem 10 %. KdyZ vezmeme v potaz to, Ze samotné urc¢ovani thlu ¢i za-
vésené hmotnosti je zatizeno v amatérskych podminkach nékdy i podobné velkou
chybou, je zfejmé, ze celkova chyba méfeni je podstatné vyssi nez vyse uvedené
statistické chyby, konkrétné v nasem pripadé odhadujeme chybu kolem 15 % danou
také tim, ze realna plocha ¢i hmotnost zkoumaného télesa jsou také o néco jiné nez
nami stanovené.

Vysledek experimentu silné zavisi na zvoleném povrchu zkoumaného télesa, po-
vrchu skluzu a zkoumaném oboru parametrii. Dopredu nelze vyloucit prakticky
zadné kvalitativni chovani. Jedina ,,jistota“ je, ze soucinitel klidového tfeni by mél
byt vyssi nez soucinitel smykového tfeni. Nicméné zavislost obou soucinitelti by méla
byt velmi pozvolna, takika konstantni. Pri relativné malych hmotnostech miize hrat
velkou roli nedokonalé dosednuti trenych ploch. Pri vyssich hmotnostech sice téleso
dosedne lépe, ale zase hrozi prohnuti kluzné plochy. Celkové mohou také ovlivnit
meéteni jakékoliv nehomogenity trenych povrchi.

Uloha V. E ... levoto&ivy svét

Zmérte optickou aktivitu roztoku glukozy v zavislosti na jeho koncentraci. Opticka
aktivita je staceni roviny linearné polarizovaného svétla pii priuchodu danou latkou.
Uhel otoceni je pfimo umérny délce drahy, kterou paprsek v latce urazil, a zavisi
také na vinové délce svétla. Pokuste se zjistit/vymyslet/vzpomenout, ¢im je opticka
aktivita na molekularni tirovni zpiisobena.

Meéreni optické aktivity se pouziva k zjisténi koncentrace cukru v roztocich. Je
tato metoda spolehliva? Ma kazdy cukr stejnou optickou aktivitu?

Teorie

Izomery jsou latky, které maji stejny molekularni vzorec, ale maji riizné rozmis-
téni molekul v prostoru. Izomert je mnoho druhii a chemici je t¥idi do vSemoznych
kategorii. Nas ovSsem zajimaji pouze ty izomery, které staceji rovinu polarizace li-
nearné polarizovaného svétla. Latky s touto vlastnosti se nazyvaji optické izomery
nebo enantiomery. Vyznacuji se tim, ze nékteré z jejich konformaci®*® jsou navzajem
zrcadlovymi obrazy. To znamena, ze se k sobé maji jako prava a leva ruka a bez
preuspotradani vazeb (trhani prsti) je nelze pfinutit prekryt se.

Na stredni skole se obvykle véc znacné zjednodusuje a tvrdi se, ze kazda molekula
obsahujici tzv. chiralni uhlik je opticky izomer. Uhliku se fika chiralni, kdyz ma na
kazdé z vazeb jiny atom. To neni tplné pravda. Existuje fada sloucenin, které jsou

24) Broz, J.: Zdklady fyzikdlnich méreni (I). SPN, Praha 1983.
25) Konformace prelozeno z chemiétiny znamen4 prostorové usporadani.
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chiralni a asymetricky uhlik neobsahuji a na druhé strané existuje rada sloucenin,
které asymetricky uhlik maji a presto chiralni nejsou.

Jak tedy pozname chiralni a achiralni molekulu? Pro nase ucely postaci, ze chi-
ralni sloucenina nema rovinu ani stfed symetrie. Toto plati pro libovolnou konfor-
maci zkoumané slouceniny. Staci tedy vysettit, nejlépe na modelu dané molekuly,
pritomnost téchto dvou jednoduchych prvka symetrie a nasledné lze obvykle snadno
rozhodnout o chiralité dané slouceniny.

Priklad chiralni slouceniny je na obrazku. Pouzivame dohodnuty zptisob zapisu
prostorové molekuly. Vazby kreslené plnou carou jsou v roviné papiru, vazby roz-
Sifujici se (plné klinky) vystupuji pfed papir a vazby ¢arkované (Srafované klinky)
sméruji za papir. Neoznacené vrcholy znaci uhliky s pfisluSnym poctem vodikd.
Vsimnéme si, ze oba optické izomery se k sobé maji skutecné jako leva a prava ruka.

0] O
OH OH
OH OH
Obr. 45. Obr. 46.
l-kyselina d-kyselina
mlécna mlécna

Maji stejné fyzikalni vlastnosti, lisi se pouze v tom, ze kazdy otaci rovinu polarizo-
vaného svétla o stejny tihel, ale v opacném smyslu. Jejich smés v pomeéru 1 : 1, ktera
je opticky neaktivni, se nazyva racemat. Ten ma casto odlisné fyzikalni vlastnosti
od cistych enantiomert.

vvvvvv

molekul mize byt i neprehledné, proto bylo nutné najit zpisob, jak zapsat konfigu-
raci dvourozmérné. Zpusob prevedeni trojrozmérného vzorce do roviny (a naopak)
navrhl némecky chemik Emil Fischer (1852-1919), zakladatel moderni chemie sa-
charidi. Princip zapisu tady nebudeme zbytecné popisovat. Lze ho najit v kazdé
rozumné ucebnici organické chemie.

COOH COOH COOH COOH
H——F——O0OH HO ——H HO ——H H——F—OH
HO ———H H——F—OH HO ———H H——F—OH
COOH COOH COOH COOH
A B C D
Obr. 47. Fischerovo schéma konformaci kyseliny 2,3-dihydroxybutandiové
(vinné)

Se zvysSujicim se poctem asymetrickych atomt uhliku se samoziejmeé zvysuje i po-
Cet stereoizomeri. Obecné sloucenina, kterda méa ve své molekule n center chirality,
muze existovat ve 2" konformacich. Ne vSechny tyto prostorové izomery jsou opticky
aktivni. Neaktivni konformace se nazyvaji mezoformy. Piikladem budiz konformace
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kyseliny vinné znazornéné na obrazku 47 pomoci Fischerova schématu. Struktury A
a B predstavuji dvojici enantiomeru, ale struktury C a D, prestoze jsou navzajem
zrcadlovymi obrazy, enantiomery nejsou. Ve skutecnosti jde o stejnou molekulu ji-
nak umisténou v prostoru (pootoc¢enim vzorce C, resp. D o 180° ziskdme strukturu
totoznou s jejim zrcadlovym obrazem). Takovéto slouceniny, pfestoze obsahuji ve
své molekule centra chirality, nejsou opticky aktivni. Usporadani C a D je tedy
mezoforma.

Mira stoceni roviny polarizace se fidi Biotovymi vztahy:

Stoceni je tmérné tloustce proslé vrstvy.

Stoceni ve stejné pravotocivé a levotocivé latce se lisi jen znaménkem.
Stoceni zplisobené nékolika vrstvami se algebraicky scité.

Ll

Stacivost klesa s rostouci vlnovou délkou svétla.

Z posledniho Biotova zakona plyne, ze se bilé svétlo prichodem opticky aktivni
latkou rozklada na barevné spektrum. Tomuto jevu se rika rotacni disperze.

Kazdou opticky aktivni latku charakterizuje konstanta — specificka otdcivost.
Pro roztoky aktivni latky definujeme specifickou otacivost jako thel, o ktery se
otodi rovina polarizovaného svétla pri jednotkové tloustce 1dm a jednotkové kon-
centraci 1g/ml. Udava se v kruhovych stupnich. Znaménko specifické otacivosti
znaci, na kterou stranu se bude otacet rovina polarizace. Z pohledu proti sméru
sifeni svétla maji enantiomery, které staceji svétlo ve sméru hodinovych rucicek,
znaménko kladné a oznacuji se jako +formy. Enantiomer stacejici svétlo na opacnou
stranu je —forma.

Fyzikalni princip je zhruba takovyto. Predstavte si molekulu ve tvaru spiraly
postavenou na vysku, ke které prichazi svétlo z levé strany. Tvar spiraly neni nutny
ke vzniku optické aktivity, nicméné se na ném velmi jednoduse da nastinit podstata
véci. Svétlo linedrné polarizované ve sméru osy spiraly prochéazejici kolem molekuly
rozkmita elektrony ve sméru své polarizace. Tim vznikne v molekule indukovany
stridavy proud. O stiidavém proudu je znamo, ze generuje elektromagnetické vinéni.
Indukovany proud nema smér presné stejny jako vinéni, které jej vytvorilo. Elektrony
jsou v molekule nuceny pohybovat se ve sméru spiraly, takze kmitaji i ve sméru
kolmém na smér polarizace prichozi viny. Takto vytvorena slozka proudu by neméla
vyvolat zadné zareni, jelikoz uc¢inky se odecitaji se stejné velkym proudem opacné
faze, ktery vznikne na protéjsi strané spiraly. To neni aplné pravda, jelikoz vlna
vygenerovana proudem vlevo se §ifi kone¢nou rychlosti. Takze v dobé, kdy se potkava
a sklada s vinou vytvorenou vpravo, je rozdil fazi o chlup vétsi nez w. Velikost chlupu
zavisi na rychlosti svétla a rozmeérech spiraly. Tak se k plivodni viné pridala jesteé
malilinkaté slozka, ktera kmita ve sméru na ni kolmém, coz znamend stoceni roviny
polarizace.

Biotovy zakony jsou zfejmym a pomérné jednoduchym disledkem ptedchoziho
odstavce. Nejzajimavéjsi pripad je racemat. To se + a — molekuly perou o to, na
kterou stranu se svétlo otoci. Vysledkem je remiza a svétlo zlstane tak, jak bylo,
jenom ma trochu zamotanou hlavu. Zareni s riiznymi energiemi indukuje rizné velké
proudy, a tim padem se i riuzné staci. PriCemz zareni s vyssi frekvenci vytvari vétsi
proud. Z toho dtivodu se d& pozorovat disperze. Vyse popsany efekt pisobi i na
nepolarizované svétlo. Nicméné u né€j to neni tak jednoduse pozorovatelné. Dalsim
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zajimavym faktem je, ze pokud poslete svétlo z opacné strany, v nasem pripadé
zprava, stoCi se rovina polarizace ve stejném sméru, jako kdyz svétlo prijde zleva.

Pozoruhodné jsou efekty cukrti v biochemii. Ukazuje se, ze zivé organismy jsou
uzpusobeny vyhradné k traveni pravotocivych sacharidii. Kdyz predhodite bandé
hladovych bakterii racemat néjakého cukru, stravi z néj pouze pravotocivou polo-
vinu. Pak se sezerou navzajem a posledni nakonec umte hlady, prestoze se doslova
topi v potravé. Z fyzikalniho a chemického hlediska jsou + a — formy cukrt zcela
ekvivalentni, avsak priroda je v tomto sméru vybirava a rostliny tvori pouze pravo-
tocivé formy cukri, zatimco chemickou syntézou vznika racemat.

Meéreni

Specifickou otacivost zjistujeme na pristrojich zvanych polarimetry. Nejjedno-
dussi polarimetr tvori polarizator, ktery meéni pfirozené (nepolarizované) svétlo na
linedarné polarizované, a analyzator, kterym zjistujeme orientaci polarizace po pru-
chodu zkoumanou latkou. Polarizator se da realizovat mnoha zpiisoby. V pristrojich
se pouziva chytte vybrouseny hranol z islandského vapence. Mezi polarizator a ana-
lyzator se vlozi roztok nality v kyveté. Analyzator neni nic jiného nez polaroidova

félie se stupnici okolo. Na stupnici se odecitaji uihly, o které se stocila rovina pola-
rizace.

Z P Ky

Obr. 48. Schéma polarimetru, Z — zdroj svétla, P — polarizator,
Ky — kyveta, A — analyzator, K — kukatko, D — dalekohled

V domécich podminkach je nejjednodussi metodou, jak linearné polarizovat
svétlo, odraz. Pokud svétlo dopada na sklo pod urc¢itym thlem, je odrazeny paprsek
uplné polarizovany. Tento thel se nazyva Brewsteruv a vypocita se jako arctgni /na,
kde n1 a ng jsou indexy lomu prostiedi, ze kterého paprsek prichazi a od kterého se
odrazi.

V polnich podminkach je misto kyvety potieba sehnat nadobu, kterd ma dve
rovnobézné stény, pres néz je vidét skrz. Koncentrace roztoki se nejsnaze méni re-
dénim. Na zacatku si pripravime znamy objem roztoku o znamé koncentraci. Potom
zfedénim vodou o stejném objemu ziskdme roztok s polovi¢ni koncentraci.

Jako analyzator se da pouzit polarizacni filtr do fotoaparatu nebo obycejny kou-
sek polaroidu. Polaroid ma tu uzitec¢nou vlastnost, Ze propousti svétlo polarizované
podél osy polaroidu, zatimco svétlo polarizované ve sméru kolmém silné absorbuje.
Posvitime-li na polaroid normalnim nepolarizovanym svétlem, projde jim pouze ta
¢ast nepolarizovaného svazku, ktera kmita ve sméru osy polaroidu. Takze propus-
téné svétlo je linearné polarizované. Tato vlastnost se hodi k zjistovani, zda je néjaky
svazek paprskl polarizovany. V pripadé, ze ano, je mozné urcit smér polarizace. To je
presné to, co potfebujeme v analyzatoru. Prostym mérenim tithlu otoceni polaroidu
muzeme zjistit miru stoceni svétla po prichodu roztokem.
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Vysledky

Na zavér uvadime hodnoty stoceni roviny linearné polarizovaného svétla pti pri-
chodu roztokem glukdzy za teploty 20,5 °C v zavislosti na koncentraci. K méreni byla
pouzita sodikova vybojka a mamincin polarimetr. Konstrukce polarimetru je trochu
odlisna od té popsané vyse, jako analyzator se pouziva oto¢ny hranol. Délka kyvety
je standardni 1 dm.

Zmeérené hodnoty stoceni v zavislosti na koncentraci

o [°] [2,55] 3,35 [5,20] 6,95 | 10,45] 13,20 ] 21,00 | 26,25
¢ [¢/ml][0,05]0,0625| 0,1 |0,125] 0,2 | 0,25 | 0,4 | 0,5

0 t t t t t
0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 c¢ [g/ml]
Obr. 49. Zmérené hodnoty stoceni v zavislosti na koncentraci, linearni
regrese

Nase méreni potvrdila teoreticky predpoklad, Ze otacivost glukdzy zavisi primo
umérné na koncentraci (viz graf na obr. 49). Linearni regresi tedy vyjde specificka
otacivost glukdzy

o= (52,4%+0,4)°ml-g”"-dm .
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Uloha VI.E ... slintaci tlozka

Zmérte, jaky maximalni podtlak (i pretlak) je ¢lovék schopen vyvinout sanim (na-
fukovanim) tsty.

Rozepisovat, co je to podtlak nebo pretlak, by asi bylo zbytecné, a proto se u této
experimentalni tlohy neobjevi teoreticka cast reseni. Existuje mnoho zpisobi, jak
lze mérit rozdil tlakad, tedy pretlak ¢i podtlak. Asi nejméné napaditou, ale nejpres-
néjsi metodou je pouzit néjaky laboratorni nebo komeréné vyrabény barometr.

V improvizovaném barometru pouzijeme hadici a vodu. Asi nejlepSim resenim
je z hadice udélat jakousi U trubici a do jednoho jejiho konce foukat nebo z néj
sat. Z nejvétsiho dosazeného rozdilu mezi vrchni a spodni hladinou dle notoricky
znamého vzorce pro hydrostaticky tlak hog snadno vypocitame rozdil tlakti mezi
obéma tustimi trubice. Jenom musime dat pozor na to, abychom odecitali opravdu
rozdil hladin a ne pouze zménu vysky jedné z hladin, kterou bychom poté museli
vynasobit dvéma.

Dalsi vcelku rozumnou metodou za pouziti hadice a vody je zkouset, jak vysoko
jsme schopni nasat sloupec vody. Zde je tfeba mérit vysku a ne délku po hadici,
ktera nemusi byt ani vertikalni, ani rovna. Obdobné pro pretlak mizeme zkoumat,
do jaké hloubky jsme schopni vyfouknout bublinky skrz hadici.

Objevil se i ponékud kuriézni zptisob méfeni tlaku, a to s vyuzitim Bernoulliho
rovnice, kdy se mel zmérit objem prosly trubici dané délky za néjaky cas. Nicméné
pri tomto feSeni je nemaly problém zmérit pravé objem proslého plynu, nemluvé
o tom, ze se neméii maximalni dosazitelny, ale maximalni udrzitelny pretlak. Na
podobny problém s urc¢enim objemu vzduchu narazi pokus o zméreni mnozstvi vzdu-
chu, které si je clovek schopen natlacit do ust, a porovnani s objemem ust.

Co se tyce nameéfenych hodnot, je zrfejmé, Ze je naprosto individudlni, jaky
pretlak ¢i podtlak je kdo schopen vytvorit. Zalezi to na stavbé téla, zdravotnim
stavu a celkové minulosti daného ¢loveka. Hodnoty namérené resiteli se pohybovaly
od 5kPa do 30 kPa pro pretlak a od 5kPa do 70 kPa pro podtlak. Bohuzel spousta
fesitelt mérila pouze jeden z idaji, a tak nelze prili§ srovnavat, ale zda se, ze vét-
Sina lidi je schopna vyvinout vyssi podtlak nez pretlak. To potvrzuje mé meéreni
komercnim manometrem, kdy jsem dosahl podtlaku 40 kPa a pretlaku 25 kPa.
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Serial o kvantové fyzice

Kapitola 1: Historicky avod

Co je to kvantovd fyzika?

To je otazka spise filozofickd nez fyzikalni. Nicméné se da ve zkratce fici, ze
kvantova fyzika popisuje svét okolo nas, a to reci teorie pravdépodobnosti. Klasicka
(nekvantova) fyzika umi predpovédét, jak dopadnou ruzné fyzikalni jevy. Napiiklad
pokud vyhodime mic¢ do vzduchu, predpovi, Zze spadne na zem, a je schopna vypoci-
tat, kdy a kde se to stane. Prakticky vSechny fyzikalni jevy v nasem bézném zivoteé
je schopna klasicka fyzika popsat. Nicméné pokud se obratime do nitra hmoty, zjis-
time, ze pravidla, kterad plati v nasem svété, zde uz platit prestavaji. A to je presné
oblast, kde dominuje kvantova fyzika. Strucné treceno, nic zde nelze predpoveédét
s jistotou. Lze pouze rici, s jakou pravdépodobnosti se to ¢i ono stane.

Kvantova fyzika je tou spravnou teorii, nicméné v bézném zivoté bez vydobytki
ze kvantové jevy jsou dobre pozorovatelné v mikroskopickém svété a ¢im vic jdeme do
vétsich rozmeért, tim méné se projevuji. Proto kvantova teorie na velkych rozmérech
efektivné prechazi v teorii klasickou.

Strucné si povézme, jak to vSechno zacalo.

Fyzika na scesti

Fyzikalni predstavy o svété se vyvijely od nepaméti, za pocatek klasické fy-
ziky je nicméné povazovana kniha Isaaca Newtona Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica z roku 1686. Pro dalsich 200 let se stala newtonovska fyzika zaklad-
nim kamenem, na niz byly stavény nové teorie. Druha polovina 19. stoleti vSak
znamenala drastickou zménu. ZlepSovani experimentalnich metod a nové casto ne-
c¢ekané vysledky méreni vedly teoretiky k vyvijeni ¢innosti. Nové predstavy tykajici
se elektromagnetismu a termodynamiky vyvolaly jistou atmosféru nejistoty, kdy do
té doby zakladni principy fyziky (jako t¥eba 2. termodynamicky zdkon) byly ¢asto
zpochybriovany. Tento proces trvajici nékolik desitek let, byt vychéazel z dikladné
znalosti zakonu klasické fyziky, nakonec vedl ke zrodu teorie nové — obecnéjsi.

Planckova hypotéza

Za pocatek kvantové teorie je povazovana Planckova hypotéza zareni cerného té-
lesa. V podstaté jde o to, jaka je intenzita elektromagnetického zareni, které vyzaruji
objekty na urcité frekvenci. Na konci 19. stoleti odvodil némecky fyzik Wilhelm Wien
vyraz?®, ktery sice souhlasil s experimentem, ale nemél zadné teoretické opodstat-
néni. Max Planck v roce 1899 Wieniv vztah na zakladé termodynamickych zakont

26) Vztah mezi vlnovou délkou s maximalni intenzitou vyzafovani a teplotou Amax = b/T.
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dokéazal a pokracoval ve svém snazeni dale, nebot na zdkladé méreni byly prece je-
nom nalezeny jisté odchylky. V roce 1900 publikovali Strutt a Rayleigh praci, v niz
na zakladé klasické teorie odvodili jiny vztah pro vyzarovani, ktery neodpovidal
experimentu na vysokych frekvencich?®’, na nizkych nicméné slavil tspéch. Planck
vsak tuto kratkou praci ignoroval. Generoval si obecné vztahy, které vyhovovaly
podminkam termodynamiky a elektrodynamiky, az se mu jeden z nich zalibil. Tento
vztah nejlépe souhlasil s pozorovanim, nicméné zadné teoretické odtivodnéni nemél.
Planck se totiz po dlouhych bezvyslednych vypoctech uchylil k zoufalému nic¢im ne-
opodstatnénému kroku. Ptidal do teorie predpoklad, Ze energie celého vyzarovaciho
systému je kvantovana, tj. nemize nabyvat libovolné hodnoty, ale pouze urcitych
dovolenych. Pak uz mu kyzena formulka skutecné vysla. Sam Planck pise:

»Byl to akt zoufalstvi ... cisté formdlni predpoklad, je-
muz jsem nevénoval prilis wvah kromé toho, Ze jsem za
kazZdou cenu musel dostat kladny vysledek.

Tim kladnym vysledkem samoziejmé myslel sviij vzorecek. Planck si vaznost
svého predpokladu zjevné neuvédomoval. Az Albert Einstein pochopil dalekosahlé
dtsledky Planckovy hypotézy. Pravé on ji jako prvni aplikoval na kvantovani ener-
gie jedné castice, a to ve své praci o fotoelektrickém jevu z roku 1905. Einstein
vysvétlil jev, ktery byl prvné pozorovan jiz o 6 let drive. Pokud nechame dopadat
elektromagnetické zareni na povrch kovu, zacnou se z néj emitovat elektrony. Pod-
statné je, ze zareni s nizsi frekvenci, nez je hodnota mezni frekvence, jev nevyvola
ani pri libovolné velké intenzité. Einstein prisel na to, ze elektron je z atomu vy-
razen, pokud prijme kvantum energie dostatecné velké k vyprosténi elektronu ze
spar atomu. Kvantum energie ma hodnotu hw, kde w je tithlova frekvence zatreni a h
redukovana Planckova konstanta i = 1,054 - 1073* J.s. ZvySovanim této energie se
bude zvétsovat rychlost vylétavajicich elektront, nikoliv vsak jejich pocet. Ten je
totiz uréen poc¢tem dopadajicich kvant (jeden elektron pfijme jedno kvantum). Tato
kvanta energie hw dostala pozdéji nazev fotony.

Bohr a atomy

Jiz koncem 19. stoleti byla pozorovana spektra jednotlivych atomu (tj. zavislost
intenzity zareni, které tyto atomy vyzafuji, na frekvenci). Spolu s pokusy o vy-
svetleni tohoto jevu prichazely i nové predstavy o tom, jak vlastné atom vypada.
V roce 1911 do toho vstoupil svym slavnym pokusem Ernest Rutherford, ktery ex-
perimentalné dokéazal existenci jadra atomt. Zdalo se tedy, Ze spravna predstava
odpovida solarnimu systému, tj. okolo kladné nabitého jadra obihaji zaporné nabité
elektrony, a to priblizné po kruznicich. Nicméné tato predstava nevyhovovala nejen
experimentalnim pozorovanim, ale narazela i na tehdy znamé fyzikalni zédkony. Slo
o to, ze v tomto modelu muze elektron vyzarit libovolné mnozstvi energie (tedy fo-
ton o libovolné frekvenci), snizit tim svou energii a pfejit na libovolnou jinou orbitu
(priblizit se tak bliz jadru). To by vSak znamenalo, Ze bychom méli pozorovat zafeni
vSech atomt na vsech frekvencich. To se ale nedélo, pozorovany byly u jednotlivych
atomil jen jednotlivé spektralni ¢ary, coz znamenalo, ze atomy vyzaruji jen fotony

27) Prugvih klasické teorie, na ktery tento vztah ukazal, byl ten, ze celkova energie vyzafo-
vani vychazela nekonecnd — tzv. ultrafialovd katastrofa.

89



FYKOS, XX. rocnik

diskrétnich hodnot frekvenci. Druha nepfijemnost souvisela se zrychlenym pohybem
nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli (to presné elektrony v atomu byly). Ta-
kové elektrony by totiz mély vyzafovat energii a za kratky cas®® ji vyzafit tolik,
ze by ,spadly“ do jadra. Ani tento atomovy kolaps nebyl samoziejmé pozorovan.
V roce 1912 publikoval Niels Bohr svou predstavu, ze elektrony mohou v atomech
obihat jen po presné urcenych drahach. Tyto stavy jsou stacionarni, elektrony v nich
samy od sebe fotony neemituji.

Co bylo dale

Popsané udalosti staly sice u zrodu kvantové fyziky, nicméné se jednalo pouze
o st¥ipky (byt podstatné). Jako konzistentni teorie kvantova fyzika neexistovala,
nebylo jasné, podle jakych rovnic se ridi atd. Formalni matematické podoby se
kvantova mechanika dockala az ve 20. letech minulého stoleti. A to hned ve dvou
podobach, které se v zapéti ukazaly byt ekvivalentnimi. Prvni byla predstava Hei-
senbergova opirajici se o maticovy popis, druha byla predstava Schrédingerova, jez
uzivala popis pomoci vlnovych funkci. Ale to uz se dozvite v dalsich kapitolach
serialu.

Uloha I.S ... Bohrova hypotéza

V této uloze se budeme zabyvat atomem vodiku, ktery je tvoren velice hmotnym
jadrem s ndbojem e a lehkym elektronem o hmotnosti m s nabojem —e, ktery kolem
jadra obih& pro kruhové trajektorii.

a) Urcete, jak na zakladé klasické fyziky zavisi vzdalenost elektronu od jadra atomu
na jeho celkové (kinetické a potencidlni) energii .

b) Pfijméme Bohrovu hypotézu, Ze moment hybnosti elektronu je kvantovan,
tzn. mize nabyvat jen velikosti L. = nh, kde n je pfirozené cislo. V jaké
vzdalenosti potom muze elektron kolem jadra atomu obihat?

c) Urcete frekvenci fotonu, ktery elektron vyzaii, pokud piejde z n-té do m-té

povolené vzdalenosti od jadra.
(Tesent str. 134)

Kapitola 2: Matematicky aparat kvantové mechaniky

Drive nez se pustime do taji kvantového svéta, povime si néco o matematickych
nastrojich, jimiz kvantova mechanika disponuje.

Vektory

Vektor si naivné mizeme predstavit jako orientovanou Sipku. Pokud ji umistime
do pocatku souradnic, lze ji popsat pomoci tii ¢isel Vi, Vo a V3, které zapisujeme
do sloupce. Ty tento vektor potom plné urcuji. Napi.

2
V=|4
1

28) Jedna se Fadové o pikosekundy.
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Jisté mtzeme sestavit specialni vektory, které maji vzdy jen jedno z téchto tii cisel
nenulové (konkrétné jednotku), a oznacit je

1 0 0
€1 = 0 ) € — 1 3 €3 — 0
0 0 1

Neni pak problém rozlozit nas ptvodni vektor V na soucet jednotkovych vektori,
tj.

1 0 0
V=210]|+411|+1]0]| =2e1+4ex+es.
0 0 1

Trojice vektort e;, ez a e3 se nazyva baze a do této baze lze rozlozit libovolny vektor,
tedy pro libovolné V
V=Ve + Voex + V3e3,

kde Vi, Vo a V3 jsou komponenty tohoto vektoru v bazi tvorené e;, ez, es.
Dalsim dilezitym pojmem je skalarni soucin. Naivné feceno urcuje, jak jsou si
dva vektory blizké. Pro dva vektory X a Y mame

Y1
)(Y:()(ik X; X;) Yo :Xfyl —I—X;YQ—FX;Y:;.
Y3

Co jsme tedy vlastné provedli za operaci? No, nejdiive jsme vektor X otocili ze
sloupce do radku, komplexné ho sdruzili a poté jsme vynasobili prvni komponentu X
s prvni komponentou vektoru Y atd. A nakonec jsme to celé secetli. Vysledek ska-
larniho soucinu je tedy komplexni cislo.

Kromé skalarniho soucinu definujeme také dyadicky soucin, ktery ze dvou vek-
tort X a Y udéla matici?® podle vztahu

Y i1 X;7 YhX: YhX:i
Yo | (X7 X5 X3) = [ YaXT YaXi YoX3
Y3 Y3 X7 Y3X; Y3X3

Skalarni soucin dvou vektor mé nekteré zajimavé vlastnosti. Pokud je skalarni
soucin dvou vektori 0, potom jsou na sebe tyto vektory kolmé. Lze snadno ukazat,
ze toto plati pravé pro trojici vektort ei, ez, es, tvori tedy tzv. ortogondlni bazi.

Pomoci skalarniho soucinu lze definovat pojem norma vektoru, coz je jen jiny
vyraz pro jeho velikost.

IVI=VV-V=/V2+V2+V2,

Pokud plati ||V = 1, mluvime o normalizovaném vektoru (resp. normalizovaném
na jednotku). To se bude ¢asto hodit, proto neni od véci si na ptikladu ukazat, jak

29) Co je matice, se dozvite v zZapéti.
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z obecného vektoru udélat normalizovany. Opét pouzijeme vektor V z tvodu. Jeho

norma potom je
V] =Vv22+424+12 =+21.

Normalizovany vektor dostaneme tak, ze komponenty toho ptivodniho vydélime jeho
normou, tj.

2 2
V21 1
V= | 4 |=—_ |4
Vit V2l \
V21
Pro tento vektor uz plati ||V’|| = 1. Musime si uvédomit, Ze jsme sice zménili jeho

velikost (a to z V21 na 1), nicméné jeho smér zistal nezménény. Neni tézké ukazat,
ze pro dva normalizované vektory plati X - Y = cos, kde ¢ je thel, ktery spolu
sviraji. Odtud také vidime, ze pro kolmé vektory (¢ = 1/2) méme skaladrni soucin
nulovy, pro rovnobézné (¢ = 0) naopak roven jedné.

Zatim jsme diskutovali jen 3-komponentové vektory (urcené tiemi ¢isly), nicméné
vSe, co jsme tekli, plati pro vektory s libovolnym poctem komponent. Pokud bychom
se pohybovali pouze na plose, popsali bychom vektor pomoci dvou ¢isel atd. Obecné
pro n-komponentovy vektor potfebujeme pro urceni vektoru zadat n cisel, coz jsou
komponenty v bazi e;, ez,...e,.

Vi

Va

V = .

Vi

Vektory baze potom maji tvar

1 0 0
1 0
e = . y ey = . y e e, = .
0 0 1

Vsechny vlastnosti ukdzané pro pripad n = 3 plati obecné i tady.

Matice

Tak jako vektor byl pro nas sloupec obecné n cisel, tak matice bude pro nas
¢tvercova tabulka n x n komplexnich ¢isel. Napriklad

3 0 2 .
1 —
1 2 4], ( 1 0 ) .
5 0 7
Prvky obecné matice oznacCujeme symboly a;;, kde 7 a j oznacuji ¢islo radku
a sloupce daného prvku. Pro prvni z matic je napt. a;1 = 3, a3 = 4. Obecnou

matici 3 X 3 zapisujeme
ailr ai2 a3

A= | a21 a2 a23

asi as2 as3s
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a obdobné pro jiné rozméry. Stopou matice nazyvame soucet diagonalnich elementi
a oznacujeme ji symbolem Tr (z angl. trace), tj.

TrA= > aii=ai1+a2+...+ ann -
i=1

Konkrétné u nasich dvou matic vyjde 12, resp. 1. Matici n X n vzdy mtzeme zapu-
sobit na n-rozmérny vektor, a to tak, ze skalarné vynasobime prvni radek matice
s danym vektorem, dostaneme cislo, poté druhy radek s danym vektorem, atd. Vy-
sledkem této operace je opét vektor. Napft.

3 0 2 2 3:2+0-442-1 8
1 2 4 41 =11-24+2-44+4-1 | =| 14
5 0 7 1 5-24+0-4+7-1 17

Pro obecnou matici je

n
Yi= > ai; Xj,
j=1

kde X, Y; jsou slozky vektoru pred, resp. po zaptisobeni matice a;;. To samé miizeme
zapsat symbolicky
Y=A-X.

Tak jako lze skalarné vynasobit dva vektory ¢i nasobit matici s vektorem, mtizeme
definovat i souc¢in dvou matic. Postup je zcela analogicky jako u soucinu matice
s vektorem, jen druhou matici si predstavime jako sadu sloupcovych vektort vedle
sebe. Poté zaptsobime matici na kazdy vektor zvlast a vysledek zapiSeme opét do
vektori ,stojicich” vedle sebe. Vysledek nasobeni dvou matic je tedy opét matice.
Ukazeme si to na prikladu

3 2 0 1 3 2 0 1
-1 2 -1 2 -1 2 —1 2
3:-0+2-(-1) 3-14+2-2 —2 7 -2 7
(=1)-0+2-(-1) (-1)-1+2-2 —2 3 -2 3)°
To je pouze pro nazornou predstavu. Obecné vzato, pokud nasobime dvé matice A
a B s prvky a;i; a b;j, predpis pro prvky c;; vysledné matice C' zni

cij = Y Qirbrj .

k=1

Pro danou matici®® n x n existuje n specialnich vektori, které nazyvame vlastns
vektory matice A, pro které plati

A-X; =\ X,

30) UvaZujeme pouze regularni matice, coz jsou matice s nenulovym determinantem.
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kde \; jsou tzv. vlastni ¢isla ptislusejici dané matici A a vlastnim vektorim X; (pro
kazdy vektor jsou vlastni ¢isla obecné rtiznd), i = 1, ..., n. Postup feSeni si ukdzeme
na jednoduchém pripadu matice 2 x 2. Hledame tfeSeni rovnice

-1 2 X1\ A\ X1
1 —1 Xo ) X2 )
Dostavame tedy soustavu dvou rovnic pro tfi neznamé

—X1+2Xs =2 X4 X1 — X9 = 2AXs.

To je sice na prvni pohled divné, nicméné z rovnice je jasné, ze pokud rovnici resi
urcity vektor X, bude ji resit i jeho libovolny nésobek. Nicméné se jedna stale
o tentyz vektor, jen méa jinou velikost . Tudiz komponenty samy o sobé tak dtlezité
nejsou, zasadni je, jaky je mezi nimi vztah. Mizeme tedy klidné zvolit X; = 1,
dopocitat X2 a A a poté normalizovat vysledny vektor, jak je potfeba (vétsinou na
¢islo 1). Dostaneme tedy dvé feSeni:

1 1
x1=( 1>,A1=\/§—1; X2=< 1),A2=¢§+1.

V2

V2
Normalizované vlastni vektory maji potom tvar>®!

w5 x5 ()

1

Pro danou matici A miZeme najit tzv. transponovanou matici A*, pro jejiz
komponenty plati a;I; = aj; (prosté matici zrcadlové zobrazime podle diagonaly).
Obdobné lze definovat komplexné sdruzenou matici A*, jejiz vSechny komponenty
jsou komplexné sdruzené k ptvodnim. Uvedeme kratky priklad. Vyjdeme z matice

1 ¢ 0
A= -1 2 -
142 0 3

a vypocitame k ni matici transponovanou a komplexné sdruzenou.

1 -1 143 1 —i 0
AT =i 2 0 , A= -1 2 2
0 —2 3 1-i 0 3

Kromé toho se zavadi také tzv. hermitovsky sdrufend matice AT, ktera je jak trans-
ponovand, tak komplexné sdruzena (a je samoziejmé jedno, v jakém potadi to udé-
ldme). V nasem pripadé dostaneme

1 -1 1—i
Al=ATY = = 2 0
0 2 3

31) Je jasné, ze stejné dobré normalizované feseni jsou vektory vynasobené —1 nebo obecné
jakymkoliv fazovym faktorem e'¥.
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Pokud je matice A shodna s néjakou svoji mutaci, fikdme o ni, Ze je

e ortogonalni, pokud A = AT,
e realna, pokud A = A™,
e hermitovska, pokud A = AT.
32

Déle se k dané matici A da vypocitat tzv. inverzni®® matice A~', pro kterou
plati AA™* = A~' A = 1. Postup vypoétu je ponékud zdlouhavéjsi, proto ho tu délat
nebudeme, nicméné lze najit v kazdé ucebnici linedrni algebry. Pokud je inverzni
matice A~! shodn4 s matici hermitovsky sdruzenou A~ = A", nazyvame matici A
unitarni.

Hilbertiv prostor stavi

Pro dalsi vyklad zavedeme abstraktni oznaceni®® pro vektory. Sloupcovy vek-
tor X budeme oznacovat jako | X), fadkovy vektor (ten u skaldrniho soucinu) jako
(X|. Toto oznaceni bude mit velké vyhody, které se zahy ukazou.

Hristé, na kterém budeme kvantovou mechaniku budovat, se nazyva Hilbertiv
prostor. Je to prostor vSech vektort |X) s tim, Ze muzeme zavést skalarni soucin
mezi dvéma vektory | X) a |Y). Rekneme, Ze prostor je n-dimenzionalni, pokud jeho
baze ma n nezavislych vektori. Oznac¢me je |k), kde k probihd od 1 do n a vektory
jsou na sebe kolmé. Kolmost vektoru baze |k) lze v této notaci jednoduse vyjadrit
jako (k|m) = Ogm.>* Bazové vektory jsou piimym analogem vektorii ey, obecny
vektor |¢) muzeme tedy do této baze rozlozit jako

n

) = > eklk) = ar|l) +c2|2) + ...+ caln)
k=1

kde ci jsou néjakd (obecné komplexni) ¢isla. Tyto vektory se oznacuji jako kety (&i
ket-vektory). Obdobné lze zavést prostor vektoru (1| s bazi (k|, kde rozklad do baze

ma tvar .
(W] = > cplkl =i (1] + 32|+ ... 4+ cp(n].
k=1

Tyto vektory se nazyvaji bra (¢i bra-vektory). VétSinou se pracuje pouze s kety,
protoze prostory obou typu vektoru jsou stejné, kazdému ketu |¢)) odpovida néjaky
bra (i|. Koeficienty rozkladu do baze 1ze reprezentovat pomoci vektoru v klasickém
smyslu, tj.

C1

Cc2

w=| .|, @=d.. ).

Cn

Skalarni soucin vektort |X) a |Y) potom zapisujeme ve tvaru (X|Y). Po rozepséani
vektort | X) a |Y') do baze a vyuziti kolmosti vektord vyjde

|m:émm,|w:§mm

32) Pfesnéji jde to jen pro tzv. regularni matice.
33) Toto znadeni se nazyva Diracova notace.
34) Kroneckertiv symbol d;i je 1 pro j =k a0 proj#k.
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(XIY)=X{1+XoYa+ ...+ X,)Y,.

Fakticky tedy délame to, ze danému ketu |A) prifadime bra (A| a ,,pfibouchneme*
ho zprava na ket |B). Je to pfesny analog skaldrniho sou¢inu dvou sloupcovych
vektoru (ket), kdy jeden z vektoru oto¢ime na Fadku (bra), aby je bylo mozno
vynasobit. Je zfejmé, ze plati dulezity vztah

(AlB) = (B|A)",

tudiz obecné neni jedno, v jakém jsou poradi.
Ted by nés zajimalo, jak vypocitat koeficienty ci v rozkladu [¢) do baze |k). Po-
kud vztah pro rozklad |¢) skaldrné vynasobime s bazovym vektorem (j|, dostaneme

3

Gl) = > ar(ilk) = 3- cudje = ¢ .
Jediny nenulovy ¢len v sumé je pro j = k, tedy skalarni soucin s (j| vybira z rozkladu
pro |¢) koeficient ¢;, napt. tedy c2 = (2]1)). Pro normalizovany vektor plati (¢|¢) =
=1, tj.

n
el = e + e + ...+ e =1,
j=1

coz je signal pro to, Ze |c;|? souvisi s pravdépodobnosti vyskytu |j) ve vektoru |t).

Samoziejmeé neexistuje pouze jedna baze. Pro popis si mizeme zvolit pro nas
nejvyhodnéjsi bazi. Ozna¢me prvni bazi jako |k) a druhou bazi |k'), kde k, k' =
= 1,...,n. Obé baze volime tak, aby byly ortogonalni, coz znamena, ze bazové
vektory jsou navzajem kolmé, tj. (k|m) = Ogm, (k'|m') = dpm . Vektor |¢) lze
potom rozlozit i do nové baze |k')

n
W) = 3 cilk’) = A1) + ef2') + ...+ cu|n).
k=1
Koeficienty c}, jsou obecné rtizné od koeficienti ci, ackoliv rozkladame stejny vektor
|1). Jak tyto koeficienty spolu souviseji, si povime za chvili.

Operatory na Hilbertové prostoru
Dtlezitym pojmem hojné uzivanym v kvantové mechanice je operdtor. Stan-
dardné jej znacime A, H, atd. a pusobi na Hilbertové prostoru tak, ze zkratka méni

jeden vektor ve druhy. Napft. R
AlX) = hlY),

kde |X) a |Y') jsou normalizované vektory a h je ¢islo.
Pro dany operator jsou vSak podstatné pouze vlastni vektory a vlastni cisla,
ktera se podobné jako u matic definuji jako

AIX:) = M| X)),

kde \; je vlastni éislo pfislusejici vlastnimu vektoru | X;), i = 1,...,m, pocet vlast-
nich vektorid je m. Casto maji vlastni vektory a vlastni ¢isla stejné oznadeni jako
operator R

AlAs) = AiAg) .

96



Seridal o kvantove fyzice

Vlastni vektory jsou kolmé, tudiz plati (A;|A;) = d;;. Pokud pocet vlastnich vek-
tortt m je stejny jako pocet vektorii baze n (¢ili dimenze prostoru)®®, miizeme za
béazi tohoto prostoru zvolit pravé vlastni vektory |A;), coz bohaté vyuzijeme pozdéji.

Obecny operator vzdy nakonec vyjadiujeme v né€jaké konkrétni bazi. Ortogonalni
bazi v Hilbertové prostoru ozna¢me |k). Operator pak muzeme vyjadiit jako matici,
kterd mé komponenty>©

Apm = (k| A|m)

kde k cisluje kromé prvki baze i ¢islo fadku a m cislo sloupce. Témér kazdy ope-
rator jde takto vyjadrit pomoci matice, mluvime v tomto ptripadé o tzv. maticové
reprezentact. Hledani vlastnich cisel a vlastnich vektorti operatort se tak vétsinou
prevede na vypocty s maticemi. Stejné jako u matic je sou¢in dvou operatort opét
operator.

Zajimava je skutecnost, ze pokud udélame dyadicky soucin dvou libovolnych
vektoru | X) a |Y'), chova se vysledny objekt jako operator, tedy méni jeden vektor
ve druhy, napf. zapusobenim na néjaky jiny vektor |¢) dostaneme

A=|X)Y] = ARp) = [XNY]P) = a|X),

kde a = (Y|¢) je néjaké ¢islo. Vidime tedy, Ze piisobenim operatoru A se vektor |4)
preménil na vektor | X) vynadsobeny ¢islem. Specidlnim pfipadem takovéhoto opera-
toru je tzv. projekéni operdtor, ktery libovolny vektor |¢) zobrazi do pfedem daného
sméru vektoru | X)

P=|X)(X| = Pl)=|X)X[)=alX),

kde skalarni soucin a = (X |¢) udava, jak moc jsou si vektory |¢) a |X) blizké. Pro
a = 0 jsou oba vektory kolmé, pro a = 1 jsou identické.?” Takovéto projekéni ope-
ratory lze samoziejmé sestavit i pro bazové vektory, Py = |k)(k|. Pak zaptsobenim
na libovolny vektor |¢) dostaneme

Prly) = k) (k) = cxlk),

kde ¢, = (k|¢) je znamy koeficient z rozkladu |¢)) do baze |k). Vidime tedy, Ze pro-
jekéni operator nam z toho rozkladu vybral presné ¢len prislusejici svému bazovému
vektoru |k). Zajimavy pfipad nastane, pokud vezmeme projekéni operatory od vSech
bazovych vektort a secteme je. Zapisobenim na libovolny vektor potom dostaneme

n

> Bl) = 3 R}k = 3 exlk) = )

k=1

Dostali jsme tedy opét ten samy vektor. Proto takovyto specialni operator nazyvame
operatorem identity a zapisujeme ho ve tvaru

I= é P, = é 1K) (K| (33)

35) V pristi kapitole uvidime, ze mtze byt m < n.

36) Vysledek ,oblozeni“ operatoru vektory dostaneme skuteéné ¢&islo, pokud zapisobi ope-
rator na vektor |m) dostaneme obecné néjaky jiny vektor a pak ho skaldrné vynasobime
s (k| a dostaneme ¢islo.

37) Za predpokladu, Ze oba vektory jsou normalizované na jednotku.
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Uvedeny vztah se nazyva relace uplnosti.

Pomoci relace tiplnosti miizeme snadno ukézat slibovany vztah, jak spolu sou-
viseji bazové vektory |k) a |k’) a koeficienty ci a ¢}, rozkladu obecného vektoru |1)
do t&chto bazi. Zaptisobime identitou na vektor |k’)

K"y = 1K'y = 32 [k)(kIK') = 32 haw k) = haw |1) + how|2) + ... + how[n)
k=1 k=1
kde hir = (k|k'). Pro koeficienty ¢}, rozkladu vektoru |¢) do baze |k’) miizeme psat
¢y = (k') = (K'[Tje) = 32 (K'|k) (k) = 37 hwner
k=1 k=1

kde jsme trikové vlozili identitu a rozepsali pomoci projektori na bazové vektory |k).
Obdobné pokud méame zadany operator A v bazi |k), lze ho vyjadfit v ¢arkované
bazi vektori |k')

A = (K| Ajm") = (' [TAT|m) =
=3 z_1<k’|k><k|ﬁ|m><m|m'> =2 3 hekAumhon

kde hik = (K'|k), himm = (m|m') = (m/|m)* = h),mn-

Takze pokud mame operatory a vektory urcené v bazi |k) (tj. zname koeficienty
rozkladu ¢, u vektoru a maticové elementy Apg,, u operatori) a znadme koeficienty
prechodu hi i, mezi bazemi |k) a |k'), lze tyto vektory a operdtory vyjadfit v této
nové carkované bazi.

Zvolme ted za bazi vlastni vektory |4;) néjakého operatoru A (po¢itame s tim, Ze
jich je stejné jako je dimenze Hilbertova prostoru). Potom plati kouzelna formulka,
ktera tika, ze tento operator lze vyjadrit ve tvaru spektralniho rozkladu

~

= 2 AP = 3 A AN (A = A AL (Ax] + .+ An|An)(An], (34)
1=1 1=1

kde A; jsou vlastni ¢isla operatoru A prislusné vlastnim vektorum |A;). Lehko uka-
zeme, Ze zapusobenim na vlastni vektor tohoto operatoru |Ay) skute¢né dostaneme
opét tento vlastni vektor vynasobeny vlastni hodnotou Ay.

AlA) = 3 A A (AilAr) = 3 Al Ao = Ar|Ar) .
=1 =1

Specialnim typem operatori, ktery nas bude v pristim dile eminentné zajimat,
jsou tzv. hermitovskée operatory. Maji totiz velmi dulezité vlastnosti:

1. Jejich vlastni ¢isla jsou realna.
2. Je jim jedno, jestli piisobi vlevo ¢i vpravo, tj. jestli ptisobi na bra ¢i ket vektor.
Presnéji to znamena platnost vztahu

(X|AlY) = (Y]A]X)"

3. V konkrétni bazi maji tvar hermitovskych matic, tudiz pro né plati A = A'.

Podobné jako u matic lze zavést inverzni operator ;i_l, pro ktery plati AAT =
= A_iA = [ Velky vyznam maji také tzv. unitdrni operatory, pro které plati
AT = A7 tedy AAT = ATA=1.
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Jednoduchy priklad — astice se spinem 1/2

Céstice se spinem % (napf. elektron) se mize nachazet ve dvou stavech projekce
spinu na osu z. Bud spin mifi nahoru, pak se nachazi ve stavu |T), ¢ doli, to
je ve stavu ||)*®. Tyto dva stavy jsou na sebe kolmé, tj. (T||) = 0, pfitom jsou
normalizované (T|1) = (||]) = 1. Tvofi tedy bazi dvoudimensiondlniho Hilbertova
prostoru popisujici ¢astici se spinem % Ve své vlastni bazi maji tyto vektory tvar

Libovolny vektor z tohoto prostoru lze rozlozit do baze jako

o) =alny+ol) = (5 )

Aby byl normalizovany, musi navic platit (y[1)) = 1 — a? '+ b2 =1.
Na tomto prostoru lze definovat operatory spinu®’ S 1, S 24 S 3. V bazi vektoru |1)
a |]) je mizeme vyjadfit pomoci matic 2 x 2, kde bude platit

(18T (118l .
e <<lIS\T> <usz-|¢>>’ 1, 2, 3.

V této bazi maji operatory spinu az na nasobek tvar Pauliho matic o;, presnéji

Si:lo'i
1/0 —i 1/0 1 1/1 0
Sl:i(i 0)’ S2:§<1 0)’ Sg:i(o —1)' (35)

2
Uloha I1.S ... &istice se spinem 1/2
Uvazujte dvoudimenzionalni Hilbertiav prostor popisujici ¢astici se spinem %
a) Napiste, jak vypadé operdtor identity na tomto prostoru v feci vektoru |T) a |[).
b) Najdéte vlastni vektory a vlastni ¢isla matic S1, Sz a Ss.
¢) Méate zadany operatory S; a S_ ve tvaru S = [1)(l], S— = ||)(1]. Najdéte
jejich vyjadreni v bazi vektoru |T) a ||) a urcete, jak pusobi na obecny vektor
|v) = alT) + b|l). Jak vypadaji vlastni vektory téchto operatoru a jaka jsou
vlastni ¢isla?
d) Definujme vektory

1 1
®) = — + ©)=—F — :
|®) NG (1 + 1) ©) 7 (1 = 1)
Ukazte, ze tyto vektory tvofi bazi na zadaném Hilbertové prostoru, a najdéte
vztah mezi koeficienty a, b v rozkladu [¢) do puvodni baze a koeficienty ¢, d
v rozkladu |¢) = ¢|®) + d|®) do nové baze.

38) Sipky nahoru a dolii zde pouzivame jen proto, Ze je to hezé&i a nazornéjsi oznaceni.
Samoziejmé muzeme tyto dva vektory oznacit |1) a |2) v souladu s pfedchézejicim vykladem,
ale je to jedno, jde o pouhé oznaceni.

39) Indexy 1, 2, 3 odpovidaji osam z, y, z
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e) Napiste tvar operatort spinu §1, S» a S5 v bazi vektort |®) a |®). Urcete jejich
vlastni ¢isla a vektory.
(Tesent str. 136)

Kapitola 3: Zaklady kvantové mechaniky

Ve treti kapitole seridlu probereme zakladni aspekty kvantové mechaniky. Do-
zvime se, co vibec znamena, zZe je néco kvantového, jak kvantové systémy popisovat
atd.

Popis klasického a kvantového systému

Objekty, se kterymi v kvantové mechanice pracujeme, nazyvame kvantove sys-
téemy. Muzeme si pod tim predstavit elementarni ¢astici, atom, molekulu, ale treba
i sviidnou prodavacku zeleniny nebo kyblik slizu. Prosté je to cokoliv, co popisu-
jeme jako celek (ovSem samoziejmé muze mit néjakou vnitini strukturu). Klicovym
pojmem kvantové mechaniky je potom stav systému®’, ktery popisujeme pomoci
vektoru v Hilbertové prostoru. V ném lze zvolit uréitou bazi a potom kazdy stav |)
lze napsat jako linearni kombinaci vektort této baze

n

) = > ¢ila)-

J=1

Rikdme, Ze stav |1)) je superpozici stavii |j). Na konci minulé kapitoly jsme se
zabyvali ¢astici se spinem % Béze tohoto prostoru méla jen dva prvky [1) = [T1),
bude mnohem pocetnéjsi (obecné bude mit nekoneéné mnoho prvku, jak uvidime
pozdéji).

Rozklad vektoru popisujiciho systém do baze neni specialitou kvantové mecha-
niky, to samé de facto délame na klasické trovni. Predstavte si, ze mame systém
mnoha stejnych kulicek. Jak v daném okamziku popiSeme jednu z kulicek? No potre-
bujeme védét, kde se nachazi — to urcuje polohovy vektor x, no a samozrejmé taky,
jak rychle se pohybuje — tuto informaci v sobé skryva vektor hybnosti*' p. Tedy
pokud zname polohovy vektor x a hybnost p, mame danou kulicku plné charakte-
rizovanou.*? K uréeni polohového vektoru potiebujeme t¥i parametry (jeho slozky
ve sméru os x, y a z), stejné tak urceni hybnosti vyzaduje t¥i parametry (opét
slozky ve sméru soutadnicovych os). Celkové je tedy k popisu kulicky zapotiebi Sest
parametrti, dany prostor stavil je Sestidimenzionalni.*?

40) Nebudu filozoficky plkat o tom, co to vlastné je. S4m néazev to uréuje.

41) Ptesnéji o rychlosti néco ¥ik4 vektor rychlosti v, ale ten s hybnosti jednoduse souvisi
p = mv. Hybnost je ovSsem z jistych ddvodi k popisu vhodnéjsi.

42) Samoziejmeé jsou zde jesté veliciny jako hmotnost, velikost atd., ale fekli jsme, Zze vSechny
kulicky jsou stejné, tudiz nas nemuseji zajimat.

43) V klasické mechanice mluvime v této souvislosti o fazovém prostoru.
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Méreni v kvantové mechanice

Veskeré informace o kvantovém systému se dozvidame prostiednictvim méreni.
co chceme, jak chceme, kolikrat chceme a systém to neovlivni. Asi nejlepsi predstavu
o méreni v kvantové mechanice ziskame, kdyz si dany meérici pristroj predstavime
jako jakysi filtr, ktery propousti pouze stavy s danou vlastnosti. Opét vyuzijme
systém castice se spinem % a predstavme si, ze ho pripravime ve stavu

[9) = c1|T) + e2|l)

a méfime, zda se ¢astice nachazi ve stavu |T) nebo ||). Co miZeme Fici o vysledku
méteni? Klasickou avahou bychom dostali jednozna¢nou odpovéd, zkratka spin ¢as-
tice mifi bud nahoru, nebo doli. V kvantové mechanice nikoliv. O tom svéddi i to,
ze dany stav je superpozice. To, co jsme schopni Tici, je pouze pravdépodobnost,
ze naméfime |T) ¢i ||). Nejedna se pouze o tento ptiklad, celd kvantova mechanika
dava pouze pravdépodobnostni predpovédi, tj. nefikd presné, co se stane, ale pouze
s jakou pravdépodobnosti se to ¢i ono realizuje.

Pokud méame pfipraveny systém ve stavu |¢) a méfime, zda se nachazi v néjakém
stavu |j), pak kladnou odpovéd dostaneme s pravdépodobnosti

wj = ()]

Jedna se tedy o kvadrat skaldrniho souc¢inu puvodniho stavu [¢) a stavu |j), ktery
na tomto stavu , hledame®.
Pro néas priklad

wi = [(N)°=cl,  w =[] =c.

Z normalizace vektoru |¢) dostaneme, ze plati w; +w| = 3 + c3 =1, tedy celkova
pravdépodobnost, ze néco namétrime, je 1. To zni logicky.

Béhem meéreni dochazi k tzv. redukci stavu. To znamena, Ze po méreni se systém
jiz nebude nachézet v zddné superpozici, ale v ¢istém stavu (tj. ve stavu, ktery lze
popsat vektorem baze), tedy v |[¢') = |1) ¢i [¢') = ||). Celkové dostaneme:

1. S pravdépodobnosti w; = c? se bude systém po méFeni nachazet ve stavu IT).
2. S pravdépodobnosti w| = c3 se bude systém po méfeni nachézet ve stavu 11).

Obecné méjme n-dimenzionalni prostor s bazi |j), kde j = 1,...,n. Na tomto
prostoru mame obecny vektor |¢) popisujici stav systému. Tento stav podrobime
méfeni na naSem méficim pristroji, ktery zjistuje, zda se nas systém nachézi ve
stavu popsaném vektorem |j). Potom s pravdépodobnosti w; = |{j|1)|?
bude systém nachézet po méreni ve stavu |¢’) = |7).

2
—CjSG

Pokud uz pred méfenim mame systém pfipraveny ve stavu |¢) = |j), bude
podle vyse uvedeného po méieni s pravdépodobnosti ¢c; = 1 ve stavu |¢') = |j)
a s pravdépodobnosti c¢;; = 0 (' # j) ve vSech ostatnich stavech |j'). Tedy pokud
uz na zacatku mame cisty stav, tak mérenim se s nim nic nezméni.
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Pozorovatelné jako operatory

Na Hilbertové prostoru stavi lze zavést operatory, které piislusi tzv. pozorova-
telnym. Ty symbolizuji veli¢iny, které miizeme na daném stavu mérit. Z klasické
fyziky zndme napf. energii, hybnost, polohu, impulsmoment (moment hybnosti), ty
vSechny do kvantového svéta preneseme. Navic nové mame tieba spin, ktery nema
klasicky analog.

Libovolnou pozorovatelnou lze tedy reprezentovat pomoci operatoru A. Pro neéj
muzeme najit prislusné vlastni stavy |A;) a vlastni ¢isla A;, jak jiz vime z minulé
kapitoly.

AlA)) = Ai|A)),  i=1,...,n.

Vlastni stavy odpovidaji Cistym stavim, v nichz se bude systém nachazet po mé-
feni veli¢iny A. Vlastni ¢isla udavaji, jaké hodnoty namérime — jestli zméfime hod-
notu A;, bude se systém po méreni nachazet ve stavu |A;). Jasné danou hodnotu
veli¢iny A maji tedy jen stavy |A;). U ostatnich stavi |1)) muzeme jen Fici, s jakou
pravdépodobnosti [(A;:|y)|? tu kterou hodnotu naméfime.

V pripadé, ktery jsme diskutovali dtive, tj. Castice se spinem % (kde néas zajimal
pouze spin), je timto operdtorem A=3s (o tom, pro¢ ho oznacujeme takto, se
dozvime pozdéji), s vlastnimi stavy |A1) = |1), |A2) = ||) a vlastnimi ¢isly A; = %

2
Ay = —

N

Sslty =310, Ssll)=—3lb).

O nejdulezitéjsich operatorech si povime néco vice.
Energie

Operator energie se nazyva hamiltonidn a oznacujeme ho jako H. Vlastni stavy
maji ostrou hodnotu energie. To znamena, ze mlizeme presné rict, jakou energii
stavu |F;) naméfime. V pfipadé superpozice vlastnich stavi tak ucinit nemtzeme.
Analogicky to plati i pro jiné pozorovatelné. To, jakych hodnot mize energie naby-
vat, 1ika R

HI|E;) = E;|E;) . (36)

Muze se stat, ze energie bude nabyvat spojitych hodnot (pak nebude mozno hodnoty
energie ocislovat), stejné jako poloha a hybnost, o ¢emz si povime v nasledujicim
odstavci.

Poloha a hybnost
Operatory polohy a hybnosti znacime X , Tesp. P. Popisuji, v jaké poloze se dany
systém nachéazi, resp. jakou ma hybnost. To samoziejmeé lze fici pouze o vlastnich
stavech daného operatoru. Stavy popsané linearni kombinaci nemaji presné defino-
vanou polohu (resp. hybnost) a vysledek méfeni ma opét pouze pravdépodobnostni
charakter. R R
Xl|z) =z|lz),  Plp) =plp). (37)
Tentokrat vlastni stavy ani vlastni hodnoty necislujeme, protoze tyto dvé veliciny
jsou spojité, neexistuji diskrétni hodnoty pro polohu a hybnost. Proto x, resp. p tady
znadi libovolnou hodnotu**. Samozfejmé mizeme mit néjaké okrajové omezeni, ale

44) Pfesnéji * mtze nabyvat libovolného redlného cisla. Predtim jsme cislovali energii F;
prirozenymi ¢isly i. Zde to nejde, protoze redlnych ¢isel je vice nez prirozenych (maji vétsi
mohutnost).
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jinak se obecné systém muize nachazet napt. jak v poloze x = 1,02nm, tak v z =
= 1,03 nm.

Toto plati v jednorozmérném pripadé. Pokud budeme uvazovat trojrozmeérny
pripad, stane se z operatoru X vektorovy operator X = (X 1, X 2, X 3), obdobné pro
hybnost. Rovnice pro vlastni stavy a vlastni hodnoty potom budou mit tvar

X|x)=x|x),  Plp)=plp).

Impulsmoment

Specialnim typem operatoru je impulsmoment. Jedna se o vektorovy operator
(trojrozmérny), jez lze zapsat ve tvaru J= (J1 Ja, Jg) tedy operator, ktery ma tfi
komponenty — ve sméru os x, y a z stejné jako operator polohy ¢i hybnosti. Z jistych
duvodu (které uvidime za chvili) se méfeni impulsmomentu charakterizuje pomoci
dvou operatorti — kvadratu velikosti J? = j% + 7 2+ J 3 a projekce na tieti osu Js.
Pro vlastni hodnoty téchto operatori lze odvodit

Py =4+ 1)),  JTslm) =mlm), (38)

kde j je nezaporné celé nebo polocelé ¢islo, které nazyvame velikost impulsmomentu,
a m muze nabyvat hodnot m € {—j,—j+1,...,j}. Vysledek pro projekci na osu z
je intuitivni — miZzeme namé¥it projekci od plus celé hodnoty spinu (mifi ve sméru
osy z) az po minus celou hodnotu (mifi proti sméru osy z). Mezitim je vektor spinu
rizné sklopeny
impulsmomentu je v tomto pripadé spin castice ] =52 udava néco Jako ,,thrnl mo-
ment hybnosti“. Dale orbitalni impulsmoment L? L3 charakterizovany orbitalnim
momentem hybnosti j = [ (to nabyva pouze nezapornych celych ¢isel) je pfimym
analogem klasického momentu hybnosti.

Jednoduchym ptikladem, ktery uz byl nékolikrat zminovan, je operator spinu
a Castice se spinem % Pro tu si jako cvi¢eni muzete odvodit nasledujici (vse, co
k tomu potfebujete, najdete na konci minulé kapitoly)

SN =3M=3G+1)M,  Sslh=3m,
SI=3D=3G+DL),  Sll)=-3l).

Proto vlastni vektory [T) a [|) lze znacit ve tvaru vlastnich vektort operatort 52

353

N =ls=5s=3, [D=Is=35=-3).

Zde jsme vidéli zajimavou véc — vektory [1), [|) byly vlastnimi pro oba opera-
tory 52 a Ss. Tento zavér méa obecnou platnost (jak si ukdzeme za chvili), vlastni
stavy operatoru 1mpulsmomentu J jsou zaroven vlastnimi stavy operatoru projekce
impulsmomentu na treti osu J 3.

Narozdil od spinu, ktery nema v klasické fyzice zddnou analogii, orbitalni impuls-
moment (¢ili moment hybnosti) je zndmy uz v klasickém pripadé. Proto v korespon-
denci s klasickou fyzikou zavadime

L=XxP. (39)
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Ve slozkach potom dostaneme®®

~ 3 ~ o~
Z 61'ijij, kdei:1,2,3.

Jk=1

Kvantovani fyzikalnich velic¢in

Konecné se dostavame k zakladnimu rozdilu klasické a kvantové mechaniky. Cely
aparat popisu stavi pomoci vektori v Hilbertové prostoru, zavedeni pozorovatelnych
jako operatori se sice v klasické fyzice nepouziva, ale v principu by mohl. Zasadni
rozdil je ovsem skryt v méreni velicin. Pokud na klasické tirovni mérime dvé fyzikalni
veliciny, vibec nezalezi na tom, v jakém poradi je budeme mérit. Typicky pokud
zméfime polohu a potom hybnost télesa, vyjde nam to samé, jako kdybychom to
méieni provedli obracené. To vSak v kvantovém svété neplati! Mezi jednotlivymi
pozorovatelnymi se zavadéji tzv. komutacni relace, které tuto disproporci urcuji.
Komutacni relaci operatort A a B mtizeme zapsat ve tvaru

[A,B] =C,
kde C je néjaky operator. Pokud C = 0, pak rikdme, ze operatory AaB komutuji
a o pozorovatelnych, které témto operatortim prislusi, fikdme, zZe jsou kompatibilni.

To znamend, Ze je jedno, v jakém poradi méfime, vzdy vyjde to samé. Podle definice
komutatoru totiz

[A,B] = AB — BA
a pokud [ﬁ, E] = 0, pak plati AB = BA. Obé veli¢iny tedy lze mérit soucasné
a nestarat se o to, kterd z nich byla prakticky zmérena jako prvni, protoze je to
jedno. V klasické fyzice jsou kompatibilni vSechny veli¢iny, v kvantové fyzice ne.
Zcela zakladni je komutacni relace mezi operatory X a P

(X, P] = inl, (40)

kde I je identicky operator. Dilezité je, Ze to neni nula! Na zakladé této komutacni
relace se da také ukazat, jak ptisobi operator P na vlastni stav operatoru X ¢ehoz
v nasledujicim vyuzijeme.*®

ﬁ@:-m%@» (41)

45) €ijk S€ nazyva Levi-Civitiv symbol a plati: €123 = €231 = €312 = 1, €321 = €132 =
= €213 = —1 a 0 ve vSech ostatnich pripadech. Tedy kazda cislice se mezi indexy smi
ocitnout pouze jednou a v tom pfipadé je vysledek 1 ¢i —1 podle toho, jestli se jedna
o sudou ¢i lichou permutaci.

46) Odvozeni je jednoduché. Komutator [5\( , 13] nechame zapusobit na vektor |z)

X(Pla)) = P(X|x)) .
Po dosazeni za operator P dostaneme
.o d Lod oS Lo d Lo d . . .
—ihX —|x) + ih — (X|x)) = —ihX —|z) + 1R X —|x) + ih|z) = ik|z) = ikl|x) ,
dx dx dx dx

kde jsme vyuzili vztahu X|z) = z|z).
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Dalsi zasadni komutacni relace souvisi s operatory impulsmomentu. Mozna se
vam zdala trochu podivna konstrukce, kterou jsme v minulém paragrafu délali, ale
ma své hluboké opodstatnéni. Projekce impulsmomentu (napf. spinu) na rizné osy
totiz spolu nekomutuji

[‘/]\1)‘72] 7é0

atd. Komutac¢ni relace, kterou se de facto definuje impulsmoment (tj. pokud slozky
néjakého vektorového operatoru J tuto relaci splnuji, pak je J impulsmomentem),
maji tvar

[Ti, T4 = ieijud (42)

kde indexy i, j a k probihaji hodnoty 1,2,3 (ty odpovidaji jednotlivym osdm z, y
a z jako uz predtim).

Konkrétné tedy napriklad plati [j 1, jg] — iJ5. Proto nelze souéasné méfit pro-
jekce spinu (¢i orbitdlniho 1mpulsmomentu) na osu z a y. Co vsak vzdy | platl je
kompatibilita jedné z projekci J s operatorem kvadratu impulsmomentu J?

[J5,7%] =0, konkrétne [J1,J%] =[]z, J%] =[Js,J?] =0. (43)

Vzajemné komutujici veliciny jsou velmi dilezité pro volbu baze na Hilbertove
prostoru a i jinak, jak uvidime v zapéti.

Uplné mnoZina pozorovatelnych

Klicovym tkolem je volba béaze na Hilbertové prostoru. Zatim jsme se zabyvali
pouze jednoduchym pripadem castice se spinem %, kde nas nezajimalo nic jiného
nez jeji spin, zadna poloha ¢i hybnost, zkratka nic. Proto bylo zrejmé, ze bazi lze
utvorit ze dvou stavu |T) a ||). Nicméné ve slozitéjsich pripadech to tak byt ne-
musi. Napriklad pokud budeme chtit popsat elektron v atomu vodiku, tak by bylo
prirozené zvolit jako bazi vlastni stavy hamiltonianu, tj. stavy s ostrou hodnotou
energie |E;). To vSak ani zdaleka nestaci, existuje totiz vice riznych stavi se stejnou
energii, které se lisi napr. hodnotou orbitalniho impulsmomentu. Proto kdybychom
se divali pouze na energii, pak by stavy |E = FE3,l = 0) a |[E = Es,l = 1) byly
z naseho pohledu stejné, coz nejsou.

Abychom byli schopni zvolit ,kompletni“ bazi, je potfeba najit tzv. uplnou mno-
Zinu pozorovatelnych, zkracené UMP. Je to maximalni moZna mnoZina navzajem
kompatibilnich operatorti. To znamena, Ze jim odpovidajici pozorovatelné mtzeme
sou¢asné méFit a navic maji vSechny stejné vlastni stavy!*” Nalezeni této mnoziny
je casto nelehky tkol, nicméné pokud se povede, tak poté kazdy vektor baze je jed-
nozna¢né uréen vlastnimi hodnotami operatortt z UMP. Vlastnim hodnotam téchto
operatorid rikame kvantova cisla. Naptiklad pokud operatory A a B tvori UMP, pak
kazdy vektor je charakterizovan dvéma cisly a a b, jez jsou vlastnimi hodnotami
vySe zminénych operatorta. Lze tedy psat

Ala,b) = ala,b),  Bla,b) = bla,b).

47) Pokud plati A, B] = 0 a oznadime Ala) = ala), potom 0 = [A, B]|a) = AB|a) — aBla),
tudiz A(B] a)) = a(B| )), COZ znamena, ze B[ ) je vlastnim vektorem operatoru A & jeho
nasobkem Bla) = b|a).
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Vektory |a, b) poté tvori bazi naseho prostoru a libovolny vektor lze napsat jako jejich
linearni kombinaci. Kvantova ¢isla a a b mohou nabyvat bud diskrétnich hodnot
(napf. spin), nebo libovolnych hodnot ze spojité ¢iselné mnoziny (napi. poloha). To
zalezi na konkrétnich operatorech a konkrétni situaci.

Jako jednoduchy ptiklad si vezméme systém ¢éstic s riznym spinem (nic jiného
kromé spinu nas ted nebude zajimat). Uplnou mnozinu pozorovatelnych ted tvori
operatory S? a S3 (jez komutuji, jak jsme si jiz fekli). Zadné jiné operatory s témito
dvéma nekomutuji, tudiz nelze tuto UMP jiz rozsitit. Operatory S1 a S sice ko-
mutuji s §2, nicméné nekomutuji s §3.48 Na tomto Hilbertové prostoru tedy mame
bazi |s, m) charakterizovanou dvéma kvantovymi ¢isly — s je velikost spinu ¢éstice
a m projekce spinu na osu z.

S%|s,m) = s(s + 1)|s,m), Ss|s,m) = mls,m).

Pro predstavu uvedeme prvnich par vektorti baze

s=0: |s =0,m =0)
s=3: s=2,m=-31), |s=3im=1)
s=1: ls=1,m=-1), |s=1,m=0), [s=1,m=1)

Vidime, ze tato baze bude mit kone¢né mnoho prvki, pokud se omezime jen na
Castice se spinem s < n, kde n je néjaké c¢islo. Nicméné pokud povolime libovolné
spiny, bude tato baze nekoneénérozmérna.*’ L

7Z predchoziho je zfejmé, ze nelze zvolit za UMP operatory X a P vzhledem k je-
jich komutaéni relaci. Jinak konkrétni volba UMP samoziejmé zavisi na konkrétnim
fyzikalnim problému. Uz proto, Ze hamiltonidn (operator energie) je pro kazdou si-
tuaci jiny. Pak se mtze napiiklad stat, ze jednou bude s operatorem P komutovat,
podruhé ne apod.

Uloha III. S ... impulsmoment

a) Dokazte, ze z komutacni relace [Ji,J,] = ici;rJr plyne kompatibilnost opera-
toru J3 s operatorem J>.

b) Definujme posunovaci operatory

Ji=J1%iJs. (44)

Vypodéitejte komutaéni relace [J 4, J_], [Js, j;\], [T+, J?.

c) Na zakladé téchto vztahli dokazte, ze vektory J+|j,m) jsou vlastnimi stavy ope-
ratort J2 a Js a plati pro né

T(Teljm)) =5+ D(Tliym)),  Ts(Tzlj,m)) = (m=£1)(Txlj,m)).

48) Pravdou je, ze za UMP lze zvolit i dvojice {§2, §1}, {§2, gg}, ale to nic nového nepfi-
nese, jedna se pouze o preznaceni os.

49) Konkrétné u operatoru spinu se s timto nesetkdme, protoze nejvyssi spin Castice, kterou
zname je 1, resp. 2, pokud uvazujeme i gravitony. Ale tfeba u orbitalniho impulsmomentu
zadné takové omezeni neni a baze by byla v tomto pripadé skutecné nekone¢nérozmeérna.
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d) (Bonus) Z predchoziho vyplyva, ze
Teljym) = o (Gm)jm+1),  J-ljm)=a'D(m)jim—1),  (45)

kde o) (4, m) jsou koeficienty zavislé na j a m. Urcete je.
Rada: Utzijte relace (J i)T = J+ a toho, ze pokud operator plisobi napravo
jako A, tak nalevo ptsobi jako hermitovsky sdruzeny AT, tj.

(alAlb) = (a] AT|B)"

(fesent str. 139)

Kapitola 4: Schrédingerova rovnice a jeji reseni

V predchozich kapitolach jsme vybudovali zakladni aparat kvantové mechaniky,
tj. zavedli jsme Hilbertiv prostor stavli a operatory predstavujici pozorovatelné.
V tomto napiSseme bezcasovou i ¢asovou Schrodingerovu rovnici a ukazeme si na
jednoduchém prikladu zpisob, jak se fesi.

Hamiltonian a stacionarni stavy

Zv1astni roli mezi vSemi operatory hraje pravé hamiltonian ¢ili operator energie.
Jak se pozdéji dozvime, tak prave on bude zodpovédny za ¢asovy vyvoj daného stavu.
Disledkem toho plati, ze pokud je systém v cCase tg ve stavu, jenz je vlastnim stavem
hamiltonianu prislusejicim néjaké energii F;, pak v libovolném case t > to popiseme
systém stejnym vektorem.’® To je dtivod, pro¢ vlastni stavy hamiltonianu nazjyvame
staciondrnimi stavy. Systém v rovnovaze se praveé v téchto stavech nachazi. Rovnici

H|E;) = Ei|E;) (46)

fikdme bezcasovd Schrodingerova rovnice.

Hamiltonian se d& zavést uz na klasické arovni jako H = T'+V, kde T je kineticka
energie a V potencialni. Pro kinetickou energii plati T = p? /2m, potencidlni energie
je ve vétsiné piipadi funkci pouze polohy V = V(x). Toto schéma pfevezmeme i na
kvantové trovni, jen velic¢iny =, p nahradime operatory X , P.

H=— X). 4
—+V(X) (47)

Takovy hamiltonian popisuje castici se dvéma stupni volnosti — polohou a hybnosti
(resp. rychlosti) v jednorozmérném piipadé. (Ve tfech rozmérech bychom méli tfi
soutradnice a tfi slozky hybnosti.) Bezéasovd Schrédingerova rovnice nabyva tvaru
ﬁQ

Dy + ()A()] |Ei) = Ei|E;) . (48)

50) Trochu predbé&hnu, kdyz prozradim, Ze bude pouze vynasoben jakymsi fazovym fak-
torem. Podstatné vsak je, ze bude stale zustavat ve stavu s tou samou energii F; (bude
i nadéle vlastnim vektorem hamiltonidanu, ktery pfislusi energii F;).
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Stav |E;) symbolizuje vlastni stav hamiltonianu. Ukol, ktery pied nami stoji je
najit stavy |F;) a jim pfislusné energie E;. Obratme se ted ke konkrétnimu tvaru
hamiltonianu. Jeho kinetickd cast je vzdy stejna, jednotlivé pripady se tedy lisi
potencialni ¢asti. Na ukazku uvaddime nékolik konkrétnich pripada systému:

.~ p?
volna Castice H=—,
2m
U N W
harmonicky oscilator H=—+-mw' X",
2m 2
.. p2 -
homogenni pole H=—+FX
2m

Nalezeni stacionarnich stavi a vlastnich energii neni viibec jednoduché, obecné vede
na diferencialni rovnice, jak si ukazeme v nasledujicim paragrafu.

Vinova funkce v x-reprezentaci

Podivejme se ted blize na vlastni stavy operatoru X (resp. ]3, tam je to analo-
gické). Jednotkovy operator jsme psali ve tvaru

coz plati v pripadé, Ze vektory |j) tvori bazi na Hilbertové prostoru.

Pokud operator X tvoi{ sém uplnou mnozinu pozorovatelnych (UMP), tj. s zad-
nym jinym operatorem nekomutuje (coz plati v prakticky vSech relevantnich pfi-
padech), potom jeho vlastni stavy skutecné bazi tvori. Nicméné jiz vime, Ze téchto
vektorll je nespocetné mnoho, tudiz nelze psat I =}, [x;)(z;|. Logickym feSenim
je nahradit sumu integralem

I= [dz|z)(x|.

Ve spektralni reprezentaci potom bude mit operator X tvar
X = [dzz|z)(z].

Jiz jsme si ukazovali, jak vypocitat koeficienty rozkladu obecného vektoru [¢) do
baze |k)

n

V) = 1) = 3 k) (k) = 3 exlk), ke cx = (k).

k=1

Pokud zname vsechny koeficienty ci, mame informaci o celém vektoru. Pokud za
bazi zvolime vlastni stavy operatoru X, bude mit tento rozklad tvar

) =1ly) = [dalz)(z|y) = [dey(z)lz), kde o(z) = (z[¢).

Koeficienty 1 (x) tentokrat nejsou ¢islovany diskrétnim indexem k, ale spojitym
indexem z, tj. kazdému redlnému ¢islu x ptiradime jisté ¢islo ¢(x). Ale to je presné
definice funkce, to znamend, ze misto sady koeficientt c; zde mame jednu funkci
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Y(x) — vinovou funkci v z-reprezentaci,”® jez popisuje kompletné cely vektor |¢). VI-
nova funkce () ma zcela analogickou interpretaci jako koeficient ¢x v predchozim.
Kvadrat jeji absolutni hodnoty o(z) = |1 (z)|* uréuje hustotu pravdépodobnosti, ze
Castice popsana vektorem |i) se nachazi v bodé x. Nejedna se zde o pravdépodob-
nost, protoze ta je v kazdém bodé nulova.’? Pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachézi
v intervalu (z1, x2), je

o(z1,22) = [ dz o(2).

Celkova pravdépodobnost toho, ze se castice ,nékde* nachazi, musi byt 1, tj.

[ o(x)dz = [*_|¥(z)Pde=1.

To je piiméa analogie podminky » 7', ek |? =

Specidlniho tvaru nabyva vinova funkce v (x) v pfipadé, Ze |¢) uz je vlastnim
stavem operatoru polohy pfislusnému né&jaké vlastni hodnoté z’; tj. |[¢) = |z’). VI-
novéa funkce odpovidajici tomuto vektoru potom je (x|¢)) = (z|z’), kde x probiha
vSechny mozné hodnoty jako piedtim, ale z’ je fixni. Tento skaldrni sou¢in odpo-
vid4 Diracové §-funkci®® §(x — x’). To odrazi fakt, ze Gastice se tentokrat skuteéné
nachdzi pravé v jednom bodé x = z’ a ne nikde jinde. Pak nelze jiz hovofit o hus-
toté pravdépodobnosti (ta je v bodé x = 2’ nekoneéna), ale pfimo o makroskopické
pravdépodobnosti, ze se ¢astice v tomto bodé nachazi.

Bezcasova Schrédingerova rovnice

Napisme znovu bezcasovou Schrédingerovu rovnici ve tvaru

Hyp) = Ely).

Vlastni vektory H jsme oznadili |1), tyto vlastni vektory hleddme. Vynasobme ska-
larné tuto rovnici zleva (x| a vlozme k hamiltonidnu operator identity.

(| HI[¢) = [ da' (x| H|2') (@' |v)) = E{x|y)), (49)

51) Obdobné bychom mohli celou proceduru opakovat i pro vlastni stavy operatoru 13, pak
bychom mluvili o p-reprezentaci.

52) Pokud by platilo, Ze v intervalu (z1,x2) mé vlnova funkce nenulovou hodnotu, byla by
celkova pravdépodobnost, Ze se Castice nachazi mezi body x1 a x2,

o(z1,22) =3 o(x) = 3 () [*.

Problém je v tom, Ze suma probihd nekonecné mnoho hodnot x, které se mezi body zi
a x2 nachazeji. Celkova pravdépodobnost by tudiz byla nekonecna a to je nesmysl. Je to
analogické tomu, jako kdyz se zeptate, kolik vazi voda, kterd se nachazi v jednom bodé.
Samoziejmé Ze je to nula, protoze je ji tam nekonecné malo. Pfesto mtizeme mluvit o hustoté
vody v tomto bodé.

53) To je specialni funkce, kterd ma vSude nulovou hodnotu kromé bodu, kde je jeji argu-
ment nulovy. Zaroven plati

[dz' §(x —2')=1.

Do integralu prispé&je pouze jeden bod z = z’. Pokud je integral nenulovy a funkce ma
nenulovou hodnotu jen v jednom bodé, musi §-funkce v tomto bodé nabyvat ,,nekonecna‘“.
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kde jsme vlozili operator identity ve tvaru [ = [ da'|z’)(z'|. Vyraz (z|H|z') opét
predstavuje ¢islo (presnéji funkci), nebot H |z’) je vektor a zleva skalarné vynéso-
beny (x| d4 funkci H(z,z'), kterd obecné bude zaviset jak na poloze z, tak i na po-
loze z’. To by ale nutné& znamenalo, Ze fyzika v bodé z je ovlivnéna situaci v bodé z’.
V drtivé vétsiné piipadi tomu tak neni (co se déje v jednom bodé zévisi pouze na
podminkach pravé v tomto bod€), proto se tato zavislost projevi pouze jako d-funkce,
tj. (z|H|z') = H(z')é(z — z'). O takovém hamiltonianu Fikame, 7e je lokalni.

Ale jak zjistit tvar H(z')? Rozdé&lme si hamiltonidn na dvé éasti, jak jsme to
udelali drive. Potencialni ¢ast je jednoduchd, zavisi pouze na operatoru polohy X
a vektor |z’) (stejné jako |z)) je jeho vlastni stav prislusny hodnoté z’ (resp. z).
Potom tedy mame®*

(z[V(X)l2') = (@|V(2)|z') = (z|2")V(2') = §(x — ')V (a").

Kineticka ¢ast hamiltonianu nejde takto jednoduse upravit, protoze neni uplné
jasné, jakou mé podobu maticovy element (z|P?|z’). Z pfedchozi kapitoly viak vime,
ze (vztah (41))

~ d
Plz) = —ih—|x) .
2} = i+ |2)

Potom operator prislusejici kinetické ¢4sti hamiltonianu ptisobi na |z) jako

P2 FLQ d2 , , h2 d2
(el o) = fol | =g 22 | o) = =0 — o)

Vidime, Ze i tento vyraz je lokalni stejné jako potencialni ¢ast, to potvrzuje i lokal-
nost celého hamiltonianu.
Dohromady tedy z rovnice (49) dostaneme

[dz'6(z —2") (_;L_mdi@ + V(JJ/)> P(z') = Ey(x).

Integrovani je piimocaré®® a dostaneme bezcasovou Schrédingerovu rovnici v z-re-
prezentaci®®
h? d*p(x)

2m  dx?

+V(x)p(z) = Ed(x). (50)

54) Vyuzivame toho, ze pokud |z) je vlastnim stavem operatoru X prislusnym vlastni hod-
noté x, pak totéz plati i pro libovolnou funkci polohového operatoru, tj.

Xz) =alz) = [(X)|z) = f(2)|z).

Tento vztah se da dokézat Taylorovym rozvojem funkce f(X)

1k = 3 D o1y = 32 LI iy = i)
n=1 n=1

55) Plati totiz uziteéna formule [dz'é(z — ') f(z') = f(x).
56) Vge, co jsme v této kapitole probrali, se da jednoduse zobecnit na trojrozmérny pripad.
Relace uzavienosti bude mit v tomto pfipadé tvar I = [ d3x|x)(x|. Bez¢asovou Schrédin-
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Matematicky se jedna o diferencidlni rovnici 2. fadu pro vlnovou funkci 9 (x).
Vratme se jesté k maticovému elementu (z|A|z'). Takovy vyraz oznacime A(z, z')
a mluvime o ném jako o operdtoru A v x-reprezentaci. Je to presna analogie vyrazu
Agw = (k|A|K'). Problémem je, Ze zde je baze nejen nekoneéna (to by mohla byt
iprok=1,2,...), ale dokonce nespocetna’”. Pokud plati (z|Alz') = §(z — 2" )A(x"),
je operator A v bazi |x) diagondlni, tzn. Ze lokalita je ekvivalentni diagonalnosti
matice operatoru v x-reprezentaci. To vSe nas vede k poznatku, Ze je mozné udélat

analogii
k) - =),
ck = (k[) - Y(x) = (z|y),
wi = |ex|? - olz) =[¥(@)?,
Awe = (KIAIK) - Ax,a') = (2|Aa’)

Reseni bez¢asové Schrédingerovy rovnice

Jak jsme jiz tekli, bezcasovad Schrodingerova rovnice je diferencidlni rovnice
2. radu. Ta ma obecné dvé nezavisla reseni, ktera mizeme napsat ve tvaru

P(x) = A (x) + Bipa(z) .

Konstanty A a B ur¢ime z pocatecnich podminek, které je nutné zadat.

a) Hodnota vlnové funkce v néjakém bodé xo. Casto se voli pocatek souradnic xg =
= 0, ale neni to nutné.

b) Hodnota derivace vlnové funkce opét v néjakém bodé (miiZze byt i odlisny od
bodu zo, ale ¢asto se voli shodné).

To jsou cisté matematické pozadavky. Pri reSeni konkrétnich pripadu se tlisné skry-

vaji v jinych — fyzikalnich pozadavcich na tlohu. Vlnova funkce ¢ (z) ma totiz i fyzi-

kalni vyznam — jeji kvadrat udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu castice v da-

ném bodé. Proto nutné:

1. Vlnova funkce ¥ (z) musi byt kvadraticky integrabilni, coz znamena platnost

vztahu
J7 (@) de = 1.

To je dtisledkem skutecnosti, ze celkova pravdépodobnost nalezeni ¢astice nékde
je 1, jak jsme jiz uvedli.

2. Vlnova funkce musi byt spojita; to tizce souvisi s tim, Ze jeji kvadrat pak lze
interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti.

3. Vlnova funkce musi byt diferencovatelna, coz je ekvivalentni pozadavku, aby jeji
prvni derivace byla spojita. Tento pozadavek je nutné dodrzet pouze v pripadé,
ze zmény potencidlu bod od bodu jsou konecné.

gerovu rovnici pak piseme v podobé
—h?/2m - Ag(x) + V(x)p(x) = E(x)
atd.
57) To znamen4, ze parametr, ktery bazi ¢isluje (zde z, resp. z’), je spojity. Tudiz tézko

muzeme zapsat <x|ﬁ|w/) do matice.
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Predstavme si castici uvéznénou v energetické jamé vymezené souradnicemi
x € (0,a), kterym odpovida potencialni energie V(x) = 0. VSude jinde je poten-
cidlni energie nekoneéna, V(z) = 00.”® Pustme se do feseni.
e Bezcasova Schrodingerova rovnice ma v naSem pripadé tvar
B2 4% ()

2m  dx?

+V(x)p(z) = Ed(z),

kde V(z) =0 pro z € (0,a) a V(x) = oo pro ostatni z. V téch je feSeni jednodu-
ché, a to identicky nulové ¢(x) = 0. To je vidét pfimo z rovnice, neb nekoneény
potencial mize byt ,zabit* pouze nulovou vlnovou funkci. Uvnitf jamy mtizeme
rovnici prepsat do tvaru

d*(x)

dx?

2mE
+ 22 (@) = 0.
To je vsak znamad rovnice harmonickych kmiti, kterd ma obecné reseni
Y(x) = Asin(wx) + B cos(wx),

kde w? = 2mE/h>.
e V krajnich bodech x = 0 musi byt vlnova funkce nulova, aby se dala

axr=a
Spojité napojit na feseni ¢ (x) = 0 vné jamy. Musi tedy platit

0=1v(0)=B, 0 = ¢(a) = Asin(wa) + B cos(wa) .

Z téchto podminek dostaneme B = 0 a Asin(wa) = 0. Pokud nechceme mit
identicky nulové feSeni, kde A = B = 0, musi platit wa = nr, kde n je celé
¢islo. Ale frekvence w tzce souvisi s energii, podminky na ni tedy urc¢i mozné
energetické hladiny.

h2w? _ h2m?n? 2 h2m?

= Eon y kde Eo =

E = = )
2ma?

om  2ma?

Vidime tedy, Ze energie muze nabyvat jen nékterych hodnot. Odted budeme
jeji hodnoty indexovat pismenem n a psat F,. Nasli jsme tedy vsechny vlastni
hodnoty hamiltonianu.

e Zatim jsme dospéli k tomu, ze vlnova funkce ¢ (z) mé tvar

Y(x) = Asin(wz) pro z € (0,a).

Tim je pozadavek 2. vycerpan. Podminku 3. zde nelze splnit, nebot toto je zrovna
pripad, kde dochazi k nekonec¢né zmeéné potencialu. Zbyva pozadavek 1., ktery
lze napsat ve tvaru

J7 (@) do = I A?sin®(wz)dz = 1.

— o0

58) Je dobré si uvédomit, Ze se nejedna o zadnou jamu v klasickém smyslu. Je to prosté ob-
last v prostoru (v nasem jednorozmérném piipadé na ose), kde je nulovy potencidl, a vsude
jinde je nekonecny. Jako priklad si mizeme predstavit elektron ve Faradayové kleci, kde
vné klece je velmi silné elektrické pole.
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Vypocétem dostaneme podminku (zkuste si to, je to trénink integrovani) A =
= y/2/a. Dostavame vysledek ve tvaru

5 22,2
Un(z) = \/;sin nTr , E, = nmn .

a 2ma?

Toto jsou vlnové funkce odpovidajici vlastnim stavim daného hamiltonianu
a prislusné vlastni hodnoty energie. Za tkol si mtzete zkusit nakreslit kvadraty
téchto vlnovych funkci, které urcuji hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice
v jdmé v daném bodé.

Tento priklad byl samoziejmé velmi jednoduchy. Uz pokud bychom uvazovali
jamu konecnou, situace by se velmi zkomplikovala — vlnova funkce by byla nenulova
i vné jamy (vlnovéa funkce by tam méla exponencidlni pokles). Postup by v tomto
pripadé byl takovy, ze bychom bezc¢asovou Schrédingerovu rovnici vytesili zv1ast
uvnitt jdmy a zvlast vné (to jsme de facto udélali taky, jen vné bylo identicky nulové
feSeni), obé FeSeni bychom pak v krajnich bodech napojili za splnéni podminek 2.
a 3. Tvar vlnové funkce i vyraz pro energie by pak zdaleka nebyl tak jednoduchy.
Ale i tak by to byla vcelku prosta situace, nebot by se povedla pfesné vyfesit, coz
pro spoustu jinych potencialti tak snadné nebude ¢i to viibec neptujde.

Casova Schrédingerova rovnice

V klasické mechanice feSenim pohybové rovnice F = mF zjistujeme, jakym zpu-
sobem se pohybuje dany hmotny bod. Jediné, co potiebujeme znat, jsou plsobici
sily, pocatecni poloha r(to) a rychlost #(to). Zobecnénim tohoto konceptu dostaneme
teoretickou mechaniku, kde sily nahrazujeme energiemi. Pohyb hmotného bodu ten-
tokrat neurcujeme zadanim pusobicich sil, nybrz pomoci energie. Celkovou ener-
gii pak nazveme hamiltonidnem H, ktery vyjadiime pomoci polohy r a impulsu p
hmotného bodu. Resenim Hamiltonovych rovnic dostaneme stejné jako v klasické
mechanice trajektorii r(t).

V kvantové mechanice jiz nadale nemtizeme mluvit o hmotnych bodech a jejich
trajektoriich. Informace o kvantovém systému nese vinova funkce ¥ (x), jejiz kvadrat
urcuje hustotu pravdépodobnosti nalezeni castice v daném bodé z. V tomto smyslu
je Castice ,rozmazana“ a netvori hmotny bod, ale spiSe jakysi oblak, ktery je v né-
kterych mistech hustsi a v nékterych ridsi. Proto prechodem od klasické mechaniky
k mechanice kvantové ménime popis Castice.

Doted jsme se zabyvali popisem kvantového systému v jednom case, stacil nam
tedy pouze vektor |¢) ¢i jeho vlnova funkce v z-reprezentaci ¢ (z). Vétsinou vsak
chceme popsat dynamiku systému, jakym zptsobem se vyviji s casem. Logicky se
sem dostane zavislost na case, tedy |¢(t)) (resp. ¥(x,t) — uz jsme si ukazali, Ze
popis pomoci vektoru |¢) a ¥ (x) je ekvivalentni). Stejné jako pohybova rovnice
v klasické mechanice urcuje, jak se polohovy vektor r(t) vyviji s casem, potiebovali
bychom najit i v kvantové mechanice néjakou rovnici, ktera by urcovala vyvoj |1 (t)).
Pokud hamiltonian nezavisi na ¢ase (coz budeme vzdy predpokladat), 1ze stav |¢(t))
vyjadiit pomoci pocate¢niho stavu |¢(to)) jako

() = U(t, to) (ko))
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kde ﬁ(t, to) je tzv. evolucni operdtor, ktery prevadi stav v Case to na stav v case t.
Zasadni informaci je, Ze tento operator komutuje s hamiltonidnem. To je dtisledkem
toho, ze operator U (t,to) lze vyjadiit ve tvaru

T (t, to) = exp (—%f](t _ to)) . (51)

Potom pfirozend plati [H, U (t,to)] = 0 kvili tomu, #e hamiltonidn samoziejmé ko-
mutuje sam se sebou. Derivaci vektoru [i(¢)) podle ¢asu dostaneme

d d ~ PPN i~
SI®) = 20 to)|(te)) = = HU(E ) [b(t0)) = - HIv (1)),

coz po upravé dava q
ih 2 1o(t) = Hly(2)). (52)

To neni nic jiného nez slavna Schrodingerova rovnice.

Pokud je vektor |¢(to)) vlastnim stavem hamiltonianu pfislusnym vlastni hod-
noté E, bude to platit i pro vektor |4 (t)). To lehce dokézeme. Uzitim H|t)(to)) =
— E|4(to)) dostaneme po vynésobeni obou stran rovnice operatorem U (¢, to)

Ut to)H|p(to)) = HU(t,to) [y (t0)) = H|p(t)),  U(t,to)Elt(to)) = El(t)).

7 toho ihned plyne H|[(t)) = E|(t)). Odvodili jsme tedy vyznamnou vlastnost
stacionarnich stavii, kterou jsme avizovali uz na zacatku kapitoly. Zajimavé je, ze
u stacionarnich stavi lze jit jesté dale a primo urcit, jakym zptisobem zavisi vek-
tory |¢(t)) na case. Pokud uzijeme pfedchozi vysledek a dosadime ho do ¢asové
Schrédingerovy rovnice, dostaneme jednoduchou diferencialni rovnici prvniho radu

i L) = Bu@) > () = e FO ()

Stacionarni stavy tedy zavisi na case pouze pres fazovy faktor. Pro vSechny ostatni
stavy (které nejsou vlastnimi hamiltonidnu) muze byt tato ¢asova zavislost daleko

vvvvvv

Uloha IV .S ... spinova precese

Uvazujme castici se spinem % v magnetickém poli, které mifi ve sméru osy z,
B = (0,0, B), a zanedbejme vSechny stupné volnosti kromé téch spinovych. Jako
jeden priklad baze, kterou zde mizeme zvolit, je dvojice vektori s ostrou hodnotou
projekce spinu na osu z: |S3 = 1), |S3 = —3). Hamiltonidn pifslusny této ¢astici lze
napsat ve tvaru

f‘.\’: hwgg,

kde w = eB/2m.

a) Napiste vlastni vektory a vlastni ¢isla hamiltonidnu H. Urcete, jak ptisobi ha-
miltonidn na obecny vektor |¢) = a|Ss = 1) + b[Ss = —3). Taktéz vypoctéte,
jak ptsobi operator R R

U(t,0) = exp(—iHt/h).
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b) Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 se ¢astice nachazi ve stavu s ostrou hodnotou
z-ové projekce spinu, tj. |¢(0)) = |S3 = 1). Urcete, v jakém stavu se bude
nachazet v ¢ase t = 7 a s jakou pravdépodobnosti namérime ¢astici ve stavu |Ss =
= 1) a s jakou v |S3 = —1).

c) V pripadé, ze v ¢ase t = 0 se ¢astice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou projekce
spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu |Sy = %), urcete, v jakém stavu se bude
nachazet v case t = 7. Urcete také pravdépodobnosti, zZe pii méreni spinu ve

smeéru y namérime hodnoty +%, resp. —%.

Definujme stfedni hodnotu operatoru vztahem
<A> = Z Wy Aj7
J

kde w; je pravdépodobnost, ze naméfime hodnotu A;. (Rozmyslete si, Ze je to
prirozend definice stfedni hodnoty.) Predpokladejte, Ze se v Case t = 0 nachézi
castice ve stavu s ostrou hodnotou projekce spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu

1S2 = 3).

d) Urcete stiedni hodnoty operatori spinu, tj. (S1), (S2) a (Ss) v case t = 0.
e) Ty samé stfedni hodnoty vypoctéte v case t = 7. Okomentujte, jak vysledek
souvisi s nazvem ulohy.
(Tesent str. 142)

Kapitola 5: Skladani impulsmomentii

V této kapitole seridlu se budeme vice vénovat mimoradné dilezitému opera-
toru — impulsmomentu. Leccos jste uz o ném slyseli v predchozich kapitolach, ale
mnohé zajimavé skutecnosti jsme vam zatajili.

Dva impulsmomenty

Jiz jsme se seznamili s komponentami operatoru impulsmomentu Ji a jeho
kvadratem J2. Ukéazali j Jsme, Ze je mozné najit vektory, jez jsou spole¢nymi vlastnimi
stavy J3 a J2. To bylo zptisobeno tim, ze [Jg, J2] = 0. Tyto vlastni vektory jsme
oznacovali jako |j,m) a platilo pro né

‘/]\2|j) > ]( )|Ja > /‘]\3|jam>:m|jam>? (53)

kde 7 je celé ¢i polocelé ¢islo a m probih& hodnoty —j,—7 + 1,..., 7. Jako priklad
jsme uvadéli operator spinu S, kde 7 = s znacilo pfimo spin castice.

Zajimavy problém vznika v piipadé, kdyz mame k dispozici dva nezavislé impuls-
momenty J W aJ (2), které splnuji obvyklé komutacni relace

(1) 5 .50 F(2) F(2 .2

T, TP =iepd), [T, TP = ieipnd P
Protoze jsou nezavislé, nesmi zalezet, v jakém poradi je méfime, tj. musi spolu
komutovat

70, TP =0.
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Priklad systému se dvéma nezavislymi impulsmomenty je systém se dvéma cas-
ticemi. Kazdy z impulsmomenti pak miZze popisovat spin jedné z Castic. Vznika
otazka, jak to vypada s bazi tohoto prostoru. Vlastni vektory impulsmomentu J 1)
ozna¢me |j1,m1), naopak pro impulsmoment J J® mame vlastni vektory |jz, m2). Po-
kud by v systému byla jen jedna castice se spinem, ktery by popisoval operator J )
baze by byla tvofena vektory |ji,m1). Nezavislost obou impulsmomenti vsak zna-
mena, ze cely prostor je direktnim soucinem podprostort, které odpovidaji J( )
resp. J(Q). Plati tedy, ze cely Hilberttiv prostor se da napsat jako H = H,;1 & sz.
Znamena to tedy, ze bazi tvori vektory

|jimijame) = |jima)|jamz) .

Pro lepsi predstavu uvazme systém dvou c¢astic se spinem % Kazda castice se miize
nachézet ve dvou vlastnich stavech |s = %,s3 = 1), |s = 3,53 = —3). Potom cely
systém obou c¢astic se miize nachéazet ve ctyrech stavech

s = 1,88 = +1)1s® = 3,5 = +1),
sV = 1,50 = +1)1s = 1,58 = -1),
|8(1) _ %,sél) _ _%>|s(2) _ %75,;2) — +%>’
ls(l) _ %7S§1) _%>|S(2) _ %,8:(32) =-1).

Prvni stav odpovida tomu, Ze prvni i druha ¢astice ma spin nahoru, atd. Jednoduse
feceno, bazové vektory direktniho soucinu prostorti dostaneme jako vsechny mozné
kombinace sou¢ini (ve spravném potradi) bazovych vektoru jednotlivych prostor.

Otéazkou je, jak na tyto vektory ptisobi operatory impulsmomenti prvni a druhé
¢astice. Odpovéd je jednoduchd — na ,svoji“ ¢ast vektoru stejné jako v pripadé,
kdyby tam zaddny druhy impulsmoment nebyl, a na druhou cast vektoru ptisobi
jako identicky operator. To zni logicky. Mérim-li na systému dvou castic spin jedné
z Castic, druhé castice si nevSimam. Presnéji

.7(1) = .7(1) QI, 7(2) =1I® 7(2) ,

tedy
~12, . . . .
TP 51, ma) g2, ma) = ji(G1 + 1)|j1, ma)|sz, ma)
T i, ma) g2, ma) = majr, ma)|ja, ma),
o2
T3 51, ma) [j2, ma) = j2(jz2 + 1)|j1, m1)|jz2, m2)
T g1, ma)| gz, ma) = maljr, ma)|ja, ma) .

Je dobré také definovat operatory jgtl ) a j(f >, které maji znamé vlastnosti

TP g1,ma)j2, ma) = o (g1, ma)ljr, ma £ 1)]j2, mo) ,
jf)|j1,m1>|j2,m2> = a(i)(jz,m2)|j1,m1>|j2,m2 +1),
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kde a(i)( j, m) jsou koeficienty, jez jste hledali v tloze ke teti kapitole seridlu

o (jm) = VGG T D —mE .

Jako lehké cviceni miizete dokazat, ze operatory
JOT @ Gm . §@ (54)

spolu vSechny navzajem komutuji a tvori iiplnou mnozinu pozorovatelnych na celém
prostoru. Vektor |j1,m1)|j2, m2) je proto plné uréen zadanim déisel j1, j2, m1 a mo.
Zbyva jesté dodat, kolik vlastné vektoru |ji,m1)|j2, m2) je, tj. jakd je dimenze Hil-
bertova prostoru. Vime, ze vektora |ji,m1) je 2j1 + 1, vektord |j2, m2) je 2j2 + 1.
Z toho jiz jasné plyne, ze dimenze celého prostoru je (271 + 1)(2j2 + 1).

Celkovy impulsmoment

Na celém Hilbertoveé prostoru méa smysl definovat operator celkového impulsmo-

mentu
=304 5o

V pripadé systému dvou spinovych c¢astic jsou vlastni ¢isla tohoto operatoru moz-
nymi hodnotami celkového spinu. Jako dalsi jednoduché, byt trochu zdlouhavé cvi-
ceni si muzete dokazat, ze operatory

T2, T, JWF a4 o7 (55)

spolu také komutuji a tvori také iplnou mnozinu pozorovatelnych. To tedy znamena,
ze bazi celého prostoru lze vytvorit i z vektoru

|j7m7j17j2> )
pricemz plati

3G+ D|j,m, g1, 72),

T2|j,m, g1, j2) =

Talj,m, g1, j2) = mlg,m, j1, ja) ,
) =
)

~(1)2, . .
TV, m, g1, g2) = G1(Gr + D)|g, m, 1, j2)

(2)2, . .
TO%5,m, g1, j2) = ja (G2 + 1)lg, m, g, ja) -
Je ucelné také definovat posunovaci operatory J 4,
‘/]\iljamajlaj2> = a(i)(ja m)']am:l: 17j17j2> :
Uvédomme si, ze vektor |j, m, j1, j2) jiZ nelze nikterak rozdélit na dvé ¢asti. V tomto
pristupu popisujeme systém jako celek, ne jako systém dvou nezavislych castic.
Zasadni otazkou je, jak od jednoho popisu prejit ke druhému, tj.

j17j27m17m27|j17m1>|j27m2> - j7m7j17j27‘j7m7j1?j2>'
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vvvvvv

Ur¢it vektory |7, m, j1, j2) je ponékud slozit€jsi a rozebereme to v dalsim paragrafu.
Co se tyka vlastniho c¢isla m operatoru J 3, tak zde je situace jednoduchéa. Z definice
vime, ze plati

Ty = T 4 7
tedy pro vlastni c¢isla mame m = mi + ma.

Pro kvantové cislo j takto jednoduché pravidlo nemame. Zde velmi zalezi na tom,
do jakého sméru impulsmomenty J® 2 J® mif. Velmi vagni tvrzeni ik, ze pokud
maji stejny smér, kvantova cisla j; a jo se sc¢itaji, tj. 5 = 71 + j2. Pokud naopak
mifi opacné, tak se odecitaji, a protoze j musi byt vzdy kladné, mame j = |j1 — j2|.
Avsak mohou se slozit i jinym zptisobem. Dale vime, ze m = —j,—j+1,...,j je celé
¢i polocelé ¢islo (protoze m1, meo jsou celd ¢i poloceld), takze i ¢islo j musi byt celé
¢i polocelé. Z toho plyne, ze pokud skladame impulsmoment, jemuz odpovidaji cela
vlastni cisla, s jinym impulsmomentem, kterému odpovidaji polocela, tak celkovy
impulsmoment musi byt polocely (neb pfislusné m = mq +ms je polocelé). Vsechny
tyto indicie vedou k zavéru, ze celkovy impulsmoment 7 miize nabyvat hodnot

jJ=g1+Jje, 1 +j2—1,..., |51 — jo|.

To znamend, ze vektoru |ji,m1)|j2, m2) nelze prifadit jeden vektor |j, m, j1, j2),
ale ze se bude jednat o linearni kombinaci rtiznych vektort, tj.

Ji+72
|j17m1>|j27m2> = Z Cj|j7m7j17j2>'

J=|31—32|
Tento vztah zapisujeme ve formalnéjsi podobé

JitJ2
|j17m1>|j27m2> = Z Z .71 ]27m17m2|]7 )|j7m7j17j2>7

=|j1—J2| m=—J

kde jsme pridanim sumy pfes m zahrnuli i vektory, které nespliuji podminku
m = my + ma. Logicky potom koeficient u nich stojici musi byt nulovy.>® Cisla
(j1, J2, m1, ma|j, m) pak uré¢ime standardnim zptsobem jako skalarni soucin vektoru
baze s rozkldadanym vektorem

(j17j27 mi, m2|j7 m) = <.]7 m7j17j2|j17 m1>|j27 m2>
a nazyvame je Clebschovy-Gordanovy koeficienty (zkracené C-G). Diky relacim or-

togonality plati i opacny vztah

|7, m, j1, J2) Z Z (J1, 72, m1, mz[j, m)|j1, mi)|jz, ma2) .

mlz—jl m2——

59) Toto (na prvni pohled) zesloziténi neni samoucelné. Koeficienty (j1,j2,m1,mz|j, m)
maji totiz spoustu pé&knych vlastnosti narozdil od c;.

118



Seridal o kvantove fyzice

Z predchoziho je jasné, ze C-G koeficienty jsou nenulové, pokud je splnéna tzv.
trojuhelnikovd nerovnost |j1 — j2| < 7 < j1 + j2 mezi j, j1 a j2 a zaroven plati
m = mi + mao.

Jako ilustrativni priklad vezmeme systém dvou c¢astic se spinem %, jez jsou ve
stavech popsanych vektory |ji1 = %,ml = %) a|j2 = %,mg = —%) Pro rozklad do
baze |j, m, j1,j2) pak mizeme psat

kde jsme uzili toho, ze C-G koeficient je nula, pokud m # mi + me. Vidime, Ze
prechod od baze |j1, m1)|j2, m2) k bazi |7, m, j1, j2) (¢i naopak) se prakticky redukuje
na nalezeni prislusnych C-G koeficientii.

Hledani Clebschovych-Gordanovych koeficienti

Uvedeme nejprve obecny postup a pak ho aplikujeme na jednoduchy pripad.
Uvazujme Hilberttv prostor dvou castic s impulsmomenty j; a ja2.

1. Pro nejvétsi hodnotu 5 = j1 + j2 a maximalni moznou hodnotu m = j1 + j2
je v rozkladu vektoru |j,m, j1,j2) do baze |j1,m1)|j2, m2) pouze jeden vektor,
odpovidajici m1 = ji, me = j2 (opét maximalnim hodnotdm mi a ma).

J1 + J2, 1 + G2, 1, J2) = |j1, 31) g2, j2) -
Z toho vidime, ze pro prislusny C-G koeficient plati
(J1:J2, 41, J2lj1 + J2,j1 + j2) = 1.
2. Vztah posunovacich operatoria celého systému a dvou podsystémi je
Je=Ji£ido=JW 4+ T® 1170 £i7® =T + J@
Zapiisobime ted operatorem .J_ na vektor |71 + J2, 71 + J2, J1, J2)

J_|j1 + jos g1 + Jo, g1, jo) = (j(_l) + j<_2))|j1,j1>|j2,j2>,

Q(—)(

g1+ J2, 1 + j2)|j1 + j2, J1 + J2 — 1,41, 72) =

(—)(

= o' (ju, ju)ldn, 1 = Ve, g2) + &7 Gz, g2) i, 1) |z, 2 — 1)

tedy

a7 (51, 1)
a1 + J2, J1 + Jo

71+ J2, 51 + j2 — 1,71, j2) = ) 11, 71 — 1)|j2, j2) +

a7 (2, j2)
a(F)(J1 + j2, j1 + Jo

] |71, 1) |72, 92 — 1) .
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Pokud pouzijeme rozklad vektoru na levé strané pomoci C-G koeficientti, dosta-
neme
g1+ J2, J1 + J2 — 1,41, 52) =
= (J1,J2, J1 — 1, J2|d1 + j2, 31 + g2 — D)|j1, j1 — 1)|j2, j2) +
+ (J1, J25 J1, g2 — g1 + J2, J1 + j2 — D)ljr, j1) g2, j2 — 1) .

Porovnanim poslednich dvou vztahi lehko urc¢ime prislusné C-G koeficienty.

3. V dalsim kroku zaptisobime opét posunovacim operatorem J_ na ziskané vektory
a vysledek opét porovname s rozpisem pomoci C-G. Takto to budeme délat znova
a znova (v kazdém kroku snizujeme m o jednotku), az dospéjeme do nejnizsiho

stavu m = —(j1 +j2). Rozpis tohoto posledniho vektoru do baze |ji,m1)|j2, m2)
ma jen jeden clen ze stejného diivodu, jako je to u prvniho vektoru s nejvétsim
m.

g1 + J2 —J1 = J2, J1, 52) = |1, —g1)ld2, —J2) -
Dalsim zapiisobenim posunovaciho operatoru J_ se prislusné vektory anuluji.
4. Tim jsme urcili vSechny koeficienty pro j = j1 + j2. V dalsim snizime o jednotku
velikost j, tedy 7 = j1 + j2 — 1. Maximéalni hodnota m je ted m = j1 + j2 — 1.
Situace je zde o trochu komplikovanéjsi nez v predchozim piipadé, protoze plati

lj1 + j2 — 1,41 + j2 — 1,41, 72) = Alj1, 1 — 1)|j2, 52) + Blj1, j1)|j2, 52 — 1) .

Mame zde dva neznamé koeficienty A a B, které je nutné urcit.

Jedna podminka plyne z faktu, ze vektor |ji + jo — 1,51 + j2 — 1,71, 72)
musi byt kolmy na vSechny ostatni, jinak by |7, m, ji, j2) netvofily bazi. Testovat
kolmost na vsechny vektory by byl nesmysl a nic by to nedalo kromé jednoho.
Onen vyvoleny ma stejnou hodnotu m, ale riiznou hodnotu j, jednéa se o vektor
|71+ j2, j1+J2 — 1, j1, j2). Ten pouzijeme proto, ze jeho rozvoj do |j1,m1)|j2, m2)
obsahuje stejné vektory.

Druhéd podminka plyne z normalizovatelnosti vektoru |j,m, ji,j2). Protoze
|51, m1)|j2, m2) normalizované jsou, dostaneme A* 4+ B* = 1.

Tudiz skutecné mame dveé rovnice pro A a B. Jakmile zname rozklad poca-
te¢niho vektoru |j1 + j2 — 1,41 + j2 — 1, j1, j2), urcime ptislusné C-G koeficienty
a pokracujeme dale ptsobenim J_ jako v predchozich bodech. Opét projdeme
celou procedurou az na konec. Ve chvili, kdy dojdeme k poslednimu vektoru
|71 + j2 — 1,—(j1 + j2 — 1), j1, j2), dalsim pisobenim posunovaciho operatoru
opét vektory vymizi. Pro j = j1 4+ j2 — 1 jsme opét tedy dostali rozvoje vsech
vektort, a tudiz i vSechny C-G koeficienty.

5. A podobné bychom pokracovali dale. Nasadili bychom j = j1 + j2 — 2 a vektor
s nejvétsim m. Rozvoj do |ji, m1)|j2, m2) by jiz obsahoval tfi ¢leny. Jednu pod-
minku bychom dostali opét z normalizovatelnosti vektoru. Dalsi dvé podminky
by pak vychazely z uziti kolmosti na dva vektory se stejnym m, tj.

|J1 + g2, J1 + J2 — 2, j1, j2) |71 + 72 — 1,51 + j2 — 2,51, J2) -

A tak déle. Timto zptisobem tedy obdrzime vSechny C-G koeficienty s danym j;
a jz.
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Jesté je nutné uvést jednu poznamku. Obcas se muzeme dostat do problémi
se znaménkem u konstant A, B (C,...), které nemusi byt z nasich podminek plné
urceno. Uzivana konvence pro C-G koeficient je

(j1,72,71,7 — J1l77) > 0.

Vratme se ted opét k prikladu dvou ¢astic se spinem % a dofeSme ho do konce.

Mame tedy j1 = % ajJo = % Postupujme presné podle uvedené procedury.
1. Vezméme nejprve j = j1 + j2 = 1 a m = j = 1. Prislusny C-G koeficient potom
je
1,1, 5.5 =153053 = (G333l =1.

2. Zapusobenim J_ dostaneme

Jo1,1, 0 5y = W 4 TP L Ly Ly
o (L)L,0,3, ) =07 D5 DI D+ TG DR DR -,
V21,0, 5,8 =13, -DI5 D+ 15 D5 -

+
Rozpis vektoru [1,0, 5, %) pomoci C-G koeficientii ma podobu

’1 0’272>: Z (%a%7m17m2|170)’%7m1>‘%7m2>:

3. Vezmeme ted ziskany vektor

1 1 1yv|1 1 1 11 1\1 1
1,0,5.3) = 5l =35 3) + 5133015 —3)

coz jsme vsak mohli vytusit i bez vypoctu.
4. Ur¢ime ted C-G pro j = j1 + j2 — 1 = 0. Nejvétsi mozné m (zaroven jediné) je
m = 0. Rozpis pro né€j ma podobu
0,0,5,3) = Al5, =33, 3) + Blg, 3)l5,—3) -
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Kolmost na vektor [1,0, %, %) vede ke vztahu
0=(1,0,3,30,0,3,3) = A+ B,

kde jsme uzili toho, ze vektory |ji,m1)|j2, m2) jsou na sebe kolmé. Normalizace
dava podminku A? + B? = 1. ReSeni téchto dvou rovnic je A = £1/v/2, B =
= F1//2. Znaménko uréime za chvili. Rozvoj pomoci C-G dava

0,0,2,2) = (3,5, -4,210,0)[3, -5 5. D)+ (3,4, 4,-210,0)[3, 2)|5. - 1)

N[

Po porovnani a zohlednéni znaménkové konvence dostaneme

1
V2’

Timto je procedura vypoctu C-G koeficientti u konce.
Miizeme tedy jiz presné urcit rozvoj dvoucasticového stavu, ktery jsme na za-
c¢atku zadali.

1
(33,3, -10.0) = .

( NG

7%7_%7%’070) - -

N

331530 = 5510.0.5,3) + 511,03, 3).

Na otazku, s jakou pravdépodobnosti bude mit tento systém celkovy spin 1, bychom
tedy odpovédéli

b= ’(1707 %7 %|%7 %>|%7_%>‘2 =

Uloha V.S ... spin-orbitalni interakce
Elektron je castice se spinem 3 1 popsanym operatorem S. Kromé spinu vsSak
muze mit i orbitalni moment hybnostl popsany operatorem La kvantovym c¢islem [.

Celkovy impulsmoment castice je pak definovan jako
J=5+L.
Predpokladejte, ze se elektron nachazi v druhém excitovaném stavu (I = 2).

a) Urcete mozné velikosti celkového impulsmomentu j a kolikrat jsou tyto hodnoty
degenerovany, tj. kolik vektoru |l,l3)|s, s3) odpovida danému j.

b) Projekce na tteti osu jsou s3 = % a ls = —1. Stanovte, jaky celkovy spin j a jeho
projekci j3 na treti osu miizeme namérit, a urcete prislusné pravdépodobnosti.
Zajimavym jevem je samointerakce elektronu sama se sebou, a to praveé prostred-

nictvim jeho impulsmomentii. Pfesné feceno spin interaguje s orbitalnim momentem

hybnosti. Tato spin-orbitalni interakce je popsana hamiltonidnem

kde a je konstanta a tecka predstavuje skalarni soudin dvou vektoria®®. V dusledku
této interakce se energetické hladiny elektronu rozstépi v zavislosti na jeho spinové
konfiguraci.

60) QOperatory Sal jsou samoziejmé i vektory.
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c) Pokud je energie elektronu bez spin-orbitdlni interakce Ey a orbitalni moment
hybnosti | = 2, urcete vzdalenost rozstépenych energetickych hladin.
d) S jakou pravdépodobnosti tyto energie naméfime pro stav s projekcemi na tieti
OSUS3:%al3:—1?
(Tesend str. 144)

Kapitola 6: PokrocCilé partie kvantové mechaniky

V predposledni kapitole seridlu letem svétem zabrouzdame do nékterych slozi-
téjsich partii kvantové mechaniky.

Poruchova teorie

Jednou ze zakladnich metod vypoctt v kvantové mechanice je tzv. poruchovd
teorie (téz perturbacni teorie). Jeji princip je jednoduchy. Méjme néjaky systém
popsany hamiltonidanem Ho a predpokladejme, ze znadme jeho vlastni vektory [, )
i vlastni ¢isla E2. Kli¢ova otézka pak zni, jak se situace zméni, pokud je v systému
mala porucha popsana hamiltonianem H' < Hy. Obecné se tato metoda provadi
iteracné, tj. v prvnim kroku zjistime prvni opravu k energii i k vlastnim vektortiim
a v kazdém dalsim kroku tuto korekci zpfesnujeme. Samoziejmé s tim, ze druha
oprava je o hodné mensi nez ta prvni atd. Zajemce, kteri chtéji tento nastroj solidné
ovladnout, odkazuji na nékteré z ucebnic kvantové mechaniky. Kvili nedostatku pro-
storu zde jen pro ilustraci uvedu, jakym zpiisobem se pocita prvni oprava k energii
systému. Jak i zde uvidime, Casto se stane, ze se ptivodni energetické hladiny v du-
sledku poruchy rozstépi.

Korekce k energii E2 v dasledku poruchy mé v prvnim fadu tvar

AEn = (| H' [thn) (56)

kde |¢,,) je vlastni stav piivodniho hamiltonidnu Ho ptislusejici energii Eo. Samo-
ziejmé tato korekce miize zaviset i na dalSich kvantovych cislech, coz je pric¢inou
jiz zminéného rozstépeni energetickych hladin. Konkrétni vypocet si ukazme na pri-
klade.

Uvazujme ¢astici v radidlnim elektrostatickém poli (¢asto se mu fika coulombické
pole), jako priklad muze slouzit elektron v atomu vodiku. P¥islusny hamiltonian mé
tvar

R 72 2
Ho = — ST
2Me 4regr

Vlastni energie jsou
mZet

0

E,=——55—
2.2,2

8h?egn

n=12...

Operéatory Ho, L? a L3 tvoii uplnou mnozinu pozorovatelnych, vlastni vektory mi-
zeme oznacit jako |n,l,m). Pfesto pro pevné n, coz je tzv. radialni kvantové éislo,
nalezi viem vektortim |n, [, m) stejna energie E° (prosté energie EY nezévisi ani na [,
ani na m). Toto berme jako vstupni fakta problému.
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Vlozme tento systém do vnéjsiho magnetického pole, které reaguje s orbitalnim
impulsmomentem a zptsobi malou interakci popsanou hamiltonianem

fI':,uB-:‘S\.

Ukolem je urédit, jak se zméni energetické spektrum v disledku této malé poruchy.
Protoze volba souradnicovych os je zcela na néas, zvolime vyhodné osu z ve sméru
vektoru B. Podle definice ma pak zména energie podobu

AE, = <n7l7m|ﬁ,|n7l7m> = uB(n,l,m|E3|n,l,m),

kde B = |B|. Vypocitat tento maticovy element je vSak nadmiru snadné, nebot
vektory |n,l, m) jsou vlastnimi vektory L3, tedy

AFE, = uBm.

To je zvlastni vysledek. Korekce energie k n-té hladiné nezavisi na radidlnim
kvantovém cisle n, nicméné zavisi na treti komponenté orbitalniho impulsmo-
mentu m. To znamené, ze kazda z energii EQ se (21 4+ 1)-kréat rozstépi. Vyslednd
energie se zapoc¢tenim prvni poruchy ma tedy podobu

Enm = ES + uBm, kde m € {—I,—l+1,...,1}.

Napf. pokud je elektron v prvnim excitovaném stavu (I = 1), jeho druha energeticka
hladina (n = 2) se t¥ikrat rozstépi

m2et Es 1= ES — uB,
) O —. Eoso = E?
2 32h2¢2 20— 72

Fy1=ES+4 uB.

Druhé kvantovani

Doposud jsme kvantovou mechaniku formulovali v terminech operatoru a je-
jich vlastnich vektort. Tomuto pristupu se tika pruni kvantovdni. Jiny postup pfi
budovani kvantové mechaniky, ktery je s tim prvnim samoziejmé ekvivalentni, je
tzv. druhé kvantovani. Diraz je zde kladen na stavové vektory a jejich casticovou
interpretaci.

Zakladem je tzv. vakuum, coz je stav systému, ktery nema zadnou castici. Nejcas-
t&ji ho oznacujeme jako |0). Systém, v némz méame ¢éstici se spinem s a hybnosti p,
popiseme vektorem |p, s). Tento vektor dostaneme z vakua pomoci kreacniho operd-
toru @' (p, s), ktery tuto ¢astici vytvori

p,s) =@ (p, $)[0) .
Opacnou praci vykond anihilacni operdtor a(p,s), ktery danou éastici vymaze ze
svéta

a(p, s)lp,s) = |0).

124



Seridal o kvantove fyzice

Samoziejmé na vektor |p,s) lze zapisobit dalsim krea¢nim operdtorem a'(p’,s’),
jenz vytvari ¢astici s hybnosti p’ a spinem s’. Vysledkem pak bude vektor popisujici
dvoucasticovy systém

~tror AN

a'(p,s)lp,s) = |p,s;p,s).

Naopak zaptisobenim anihila¢niho operatoru a(p’, s’) na vysledny stav dostaneme

a(p',s)p,s;p',s") = |p, s).

Pokud zapiisobime anihilacnim operatorem castice na vektor, ktery tuto castici ne-
obsahuje, nema co anihilovat a cely vektor zrusi, tj.

a(p’,s')|p,s) =0.
Kreac¢ni a anihilacni operatory splnuji velmi dilezité relace

@lp,s),a'(p,s)) =1,  [@'(p,s),a'(p,9)] =0,  [a(p,s).alp,s)] =0

a navic pro né plati, ze jsou k sobé hermitovsky sdruzené (proto ten kiizek u kreac-
niho operéatoru). Casto se zde logika véci obraci, tj. dva operatory, které jsou spojeny
hermitovskym sdruzenim a splnuji vyse uvedené relace, nazveme kreacnim a anihi-
la¢nim. Césticova interpretace vsak neni jedind mozna. Jak za chvili uvidime, méa
smysl je definovat i pro systém jako celek, ktery je v n-tém excitovaném stavu po-
psan vektorem |n). Krea¢ni operator potom tento systém posune o hladinu nahoru,
anihila¢ni naopak o hladinu dola®*

o) > ln+1),  aln) = n—1).

Jiz vime, ze vSechny vektory z Hilbertova prostoru jdou kreovat z vakua |0).
Jak ale v tomto formalismu nalozit s operatory? No, vtip je pravé v tom, ze je
vyjadiime pomoci krea¢nich a anihila¢nich operatoru! A u téch uz vime, jak na dany
stav ptsobi. Proto v jistych pripadech je tento postup velmi vyhodny pii hledani
vlastnich stavi a vlastnich hodnot.

Vse si ukazeme na klasickém prikladé, jejz lze najit ve vSech zakladnich ucebni-
cich.

Linearni harmonicky oscilator
Linearni harmonicky oscilator je popsan hamiltonianem
P* 1

H=_— 4+ -MJ*X2.
o g

Samoziejmé ulohu nalezeni vlastnich vektort a vlastnich cisel Ize fesit standardnim
zpusobem, nicméné prislusné bezcasova Schrodingerova rovnice je velmi osklivou

61) Rovnitko neni v téchto vztazich kvili tomu, Ze se zde miize objevit n&jaky normalizaéni
faktor.
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diferencialni rovnici a neni lehké ji fesSit. Druhé kvantovani vyzaduje nalezeni kre-
acnich a anihila¢nich operatort tohoto systému.®? Rozumny nastiel by mohl byt
linearni kombinace operatora X a P (ty vystupuji v hamiltonidnu)

a=oaX+ 8P, al =o' X +8°P.

Platnosti komutacnich relaci a rozmérové dtivody ihned vedou k vysledku

Mw [ =~ 1 =
/\T . v
a = o7 (X MwP) .

Q)

‘ =

g

N
<)
_|_
)

N———

Zpétné lze také vyjadrit XaP jako

A_ h ~} P A_, th ~t
X = 2Mw(a +a), P=i

Odtud jiz snadno dostaneme i podobu hamiltonianu

H=nw(aa+}).

Vsechny stavy linearniho harmonického oscilatoru dostaneme zapisobenim kre-
acnimi operatory na vakuum. Protoze zde mame pouze jeden kreacni operator
(zadné castice zde nejsou), kazdy stav lze charakterizovat pomoci éisla n, které
iiké, kolikrat jsme zapisobili kreaénim operatorem na vakuum®?

1 4\ "
)= —= (@) " 10).
Na zakladé této definice pak snadno zjistime, zZe plati

alln) =vn+1jn+1), aln) = v/nln —1).
Kombinovanym zaptisobenim dostaneme®*

a'aln) = nln).

Ale to je presné kombinace krea¢niho a anihilacniho operatoru, ktera se vyskytuje
ve vyrazu pro hamiltonidn. Jeho pusobeni na vektor |n) dava

H|n) = hw (ZL\Jr )|n>—hw(n—|— 2) n) .

N

zeme najit vice. Vézte, ze miizeme, nicméné vsechny jsou unitarné ekvivalentni, tj. jednu
dvojici na druhou lze prevést pomoci unitarni transformace.

63) Ciselny faktor je zde zvolen tak, aby vektory byly normalizovany na jednotku. Vektory
jsou samoziejmé na sebe také kolmé, tj. platl (n|m) = dnm.

64) Tento operator se ¢asto oznacuje jako N=a'aga nazyva se operdator poctu castic.
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Vektor |n) je tedy vlastni vektor hamiltonianu piislusny vlastni hodnoté FE, =
= hw (n—I— %) Vlastni energie jsme tedy dostali pomérné snadno, vlastni stavy
zname jen v terminech kreacnich operatortu. Nalezeni vinovych funkci ¢, (z) = (x|n)
je tloha slozitéjsi a nebudeme ji zde Fesit.5®

Na tomto misté je nutné udélat drobnou poznamku. Obé formulace kvantové
mechaniky — prvni i druhé kvantovani — jsou zcela ekvivalentni a davaji identické
vysledky. Prvni kvantovani je vice intuitivni, protoze mame pod kontrolou hod-
noty fyzikalné métrenych velicin. V druhém kvantovani se nékteré operatory Spatné
vyjadiuji pomoci kreac¢nich a anihilac¢nich operatori, nicméné priklad linearniho
harmonického oscilatoru ukazal, ze tento postup je casto vyhodnéjsi. Navic druhé
kvantovani predstavuje jakysi spojovaci mustek mezi kvantovou mechanikou a kvan-
tovou teorii pole.

Fermiony a bosony

V predchozich kapitolach jsme jiz zavedli pojem spinu castice. Presto jsme pro-
zatim nevideéli zadny velky rozdil mezi stavem popisujicim castici se spinem % ¢i 1.
Fundamentalni rozdil zde vsak je a souvisi se vztahem mezi spinem a statistikou.
Ten tika, ze Castice s polociselnym spinem — nazyvame je fermiony — se mohou
nachazet pouze v antisymetrickych stavech. Naopak bosony, coz jsou castice s ce-
lo¢iselnym spinem, mohou byt pouze v symetrickych stavech.®® Hned to vysvétlime
na dvoucasticovém prikladu.

Méjme dvé castice, které samostatné popiseme pomoci stavovych vektord 1),
resp. |¢2). Pokud tyto ¢astice popisujeme dohromady jako dvoucasticovy systém,
pak zavedeme vektor

91, %2) = |P1)|1h2) .

Analogickou situaci jsme uz zazili pii skladani impulsmomenti. Pokud jsou castice
stejné®” a navzajem je vyménime, miiZe se zménit jen fize vlnové funkce, nebot jeji
absolutni hodnota, ktera urcuje hustotu pravdépodobnosti a vysledky experimenti,
musi zistat stejna.

Y2, 1h1) = €[1, ha) .

65) Postup je nasledujici. Vyjdeme z rovnice a|0) = 0, kterou prepiSeme v z-reprezentaci

kde 1o(x) = (x|0). ReSeni této rovnice je funkce

Mw\ 4 M
o(x) = (ﬂ—,‘j) exp (—Q—;m) .

V dalsich krocich budeme na tuto funkci ptsobit kreacnimi operatory vyjadfenymi
v x-reprezentaci, coz vzdy povede na diferencidlni rovnici, vzdy vsak o poznani snazsi,
nez by byla bezcasova Schrédingerova rovnice.

66) Ackoliv tento teorém je pouzitelny na trovni kvantové mechaniky, jeho odvozeni vyza-
duje aparat kvantové teorie pole.

67) Ptipadem rtznych Gastic se zde zabyvat nebudeme, ale tento formalismus se d4 rozsikit
i na né.
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P1i opétovné vymeéneé castic se faze znovu zméni o ¢, ale musime dostat ptvodni
vlnovou funkei, takze plati €*¥ = 1, a tedy jsou jediné dvé moznosti €'? = =+1.
Kladné znaménko odpovida bosonim, zaporné fermionim

fermiony |12, 1) = —|¢1,Y2), bosony |12,1) = [11,72) . (57)

Obecné pii prohozeni dvou stejnych fermiond se zméni znaménko vinové funkce,
u bosonu ne. Toto vede k naprosto zasadnimu tvrzeni. Zvolme ted |11) = |¢2) =
= |¢), tj. obé Castice jsou ve stejném stavu. V pripadé bosond se nic zajimavého
nedéje, dvoucasticovy stav je popsan vektorem

|¢1,¢2> — |¢27¢1> — Wﬂp) .

V pripadé fermiont je situace daleko zajimavéjsi. Jednoduchou manipulaci totiz
dostaneme

[V, ) = [W1,92) = —|h2, 1) = —[¥, ).

Takze jako vysledek dostaneme |1, 1) = 0. Dva fermiony se tedy nemohou nachézet
ve stejném stavu, tj. nemohou mit vSechna kvantova cisla stejna.

Tuto zkusenost mame jiz ze stredoskolské chemie pii kresleni chlivecktl a Sipek
v elektronovych konfiguracich atomt. Sada chliveckt predstavuje stav s konkrétni
hodnotou [ a kazdy z chlivecki pak stav s danym m. Kazda z nakreslenych Sipek
predstavuje elektron, jenz je ve vlastnim stavu operatort L? a Eg. Elektron ma
vSak jesté spin, jehoz projekce na tfeti osu mize nabyvat hodnoty i%. To znamena3,
ze pro pevné [ a m (tj. do kazdého chlivecku) muzeme nakreslit dva elektrony —
jeden s projekci spinu nahoru a druhy s projekci spinu dolti. Tomu také odpovidaji
prislusné Sipky. Proc¢ ale nemizeme dvé stejné sipky nakreslit do jednoho chlivecku?
Odpovéd jsme dostali pred chvili. Znamenalo by to totiz, Ze tyto elektrony maji
naprosto shodna kvantova cisla a nachazely by se v uplné stejném stavu. To vsak
nelze, nebot elektrony jsou fermiony. Kdyby byly bosony, situace by byla Gplné jina,
v kazdém chlivecku by klidné dvé stejné Sipky byt mohly (tj. dva bosony ve stejném
stavu). A nejen dva, i milion stejnych elektront by se tam veslo. U bosonu totiz
zadné omezeni neni.

Toto vSe se da formulovat i na turovni kreacnich a anihila¢nich operatori.
Ozna¢me @' (1)) kreaéni operator ¢astice popsané stavem |1)), analogicky anihila¢ni
operator je a(t). Potom plati

[1,92) = @' (Y1) @' (12)[0)
a rovnéz pro anihilacni operator plati stejné relace, napft.

a(y2)[h1,2) = |ih1) ¢ a(yr)p2) =0 pro Y1) # [P2).

V pripadé bosont opét plati intuitivni vztahy, nicméné u fermionti je situace o trochu

vvvvvv

@' (11) @ (2)[0) = |11, 92) # [P2,91) = @' (2) @' (¥1)]0) .

128



Seridal o kvantove fyzice

Odtud vidime, ze a'(¢1)a’ (v2) # af (v=2)al (11).
Vlastnosti fermiont i boson®l na turovni stavovych vektort se daji prenést i na
uroven kreacnich a anihila¢nich operatorti. Pro bosony plati

@@).a' ()] =1,  [a@®)a@)=[a(¥),a (¥)] =0.

Pro operatory dvou stejnych ¢astic v raznych stavech (tzn. jsou to stejné Castice,
jen maji napf. jinou orientaci spinu ¢i orbitalni impulsmoment) plati

[@(41),a@" (2)] = [@(yr), a(y2)] = [@ (¥1),@" (2)] = 0.

Vsechny tyto vztahy se daji zkondenzovat do nasledujicich

[@(y1), @ (¥2)] = bpywe,  [@(%1),a(42)] = [@' (¥1),a" (¥2)] =0,  (58)

kde §y,, je Kroneckerovo delta.
Relace pro fermiony jsou témeér stejné, jen se komutatory nahradi antikomuté-
tory®®, coz je zcela zasadni rozdil, tj.

{@(W1),a" (W)} = 0pwa s {@(yn),@w2)} = @' (1), @' (¥2)} =0.  (59)

Z téchto vztahi dostaneme ihned i nase zjisténi, ze dvé castice se nemohou nachazet
ve stejném kvantovém stavu. Z posledni antikomutacni relace mame

{@'w),a' W)} =a'wa'w) +a'wa'w) =0 = [@"w)p*=o,

pak plati
[, ¢) =a'(¥)a' (¥)|0) = [@'(¥)]*0) = 0.

Uloha VI.S ... linearni harmonicky oscilator ve vnéjsim poli
Uvazujme lineadrni harmonicky oscilator s hamiltonidnem

fp ﬁZ 1 2 52
Hy=—+ -Mw"X".
°Taom T2
a) Urcete maticové elementy
Xoun = (m| K|} Poun = (m|Pln),

kde |n) (resp. |m)) jsou vektory zkonstruované v textu seridlu.

b) Vypocitejte stfedni hodnotu energie ve stavu |n) a urcete, jakd ¢ast této ener-
gie pochazi od kinetického ¢lenu P?/2M a jaka od ¢lenu potencidlni energie
Mw?X?/2.

68) Pro pfipomenuti — komutéator je definovén jako [a, b] = a-b—b-a, zatimco antikomutator

{a,b} =a-b+b-a.
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Vlozme cely systém do slabého homogenniho elektrického pole. Interakce se sys-
témem je pak popsana hamiltonianem

H = -FX,

kde F' je konstanta a plati H < Hy.

c) Vypocitejte v prvnim fadu poruchové teorie opravu k energii n-té hladiny.
d) Reste tuto tilohu pfesné a srovnejte vysledek s poruchovym fesenim.
Napovéda: Jak neporuseny hamiltonian H 0, tak i celkovy hamiltonian H=H o+
H' jsou translac¢né invariantni, tj. hodnota energie se nezméni, pokud operator
soutadnic posuneme o konstantni hodnotu X —X-— £.
(Tesent str. 146)

Kapitola 7: Za hranicemi kvantové mechaniky

V posledni kapitole udélame rychly priilet pokrocilymi partiemi teoretické fyziky,
které na kvantovou mechaniku navazuji. Nejednd se v zadném pripadé o néjaky
soustredény vyklad, ale spise o motivacni povidani.

Kvantova mechanika vs. speciadlni teorie relativity

Jiz pri vzniku kvantové mechaniky bylo jasné, ze jeden velmi dulezity problém se
zamlcuje. Kvantova mechanika totiz v jistém smyslu predstavuje analogii ke klasické
newtonovské fyzice, tedy v jejich zdkladech nejsou zakotfenény principy specialni
teorie relativity. Stejné jako v klasické mechanice se i v kvantové mechanice miize
Sifit signal libovolnou rychlosti, coz ptisobi znamé problémy. Reseni se snazili najit
dva z tehdejsich teoretickych fyzikia — Oskar Klein a Walter Gordon.

Jejich myslenka byla jednoduché a pfimocara: pro volnou ¢astici zname jak kla-
sickou podobu energie, tak jeji relativistickou modifikaci. Zkusme tedy tento prechod
udélat i na rovni hamiltonianu

~ p2 ~ ~
H = —  H =1/ P22+ M?3c*.
2M
Casova Schrodingerova rovnice pak mé dobfe zndmou podobu. Nicméné odmocnina
v Hamiltonidnu mize byt nepiijemnym problémem, proto bylo nutné celou rovnici
,2umocnit“®? coz ve vysledku vedlo v z-reprezentaci na slavnou Kleinovu-Gordonovu
TOVNICY

hQ
Operator ¢tverecku (d’Alembertiiv operator neboli d’Alembertian) se éasto pouziva
a je definovan jako

(\ZI +M262> W(z) = 0. (60)

_l82+82+82 0? 1 0
c2ot2  0x2  Oy2 022 2 0t?

69) Samoziejmé odvozeni nebylo tak naivni a mélo sva logickd opodstatnéni.
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Kleinova-Gordonova rovnice ma vsak jednu vadu — nespliuje principy kvantové
mechaniky. Obsahuje totiz druhé casové derivace, tj. pti jejim feSeni jsou potieba dvé
pocate¢ni podminky (pocatecni stav a jeho casova derivace). To je vSak v pfikrém
rozporu s predpokladem, Ze k popsani vyvoje systému potfebujeme znat pouze jeho
pocatecni stav (tzn. jednu poc¢ateéni podminku).

S TreSenim tohoto problému prisel jeden z nejvétsich fyziki 20. stoleti — Paul Di-
rac. Sikovnou manipulaci s Kleinovou-Gordonovou rovnici dospél ke slavné Diracové
rovnici

(iry" 8, — Me)yp(z) =0, (61)

ktera je jiz prvniho ¥adu v derivacich. Rozbor této rovnice by zabral vice ¢asu’®,
nicméné vézte, ze Y (x) tentokrat jiz nepredstavuje jednu funkci, ale celou ¢tverici
funkci. To Dirac vysvétlil tak, ze jeho rovnice nepopisuje bezspinovou castici jako
Kleinova-Gordonova rovnice, ale ¢astici se spinem %, a to spolecné i s jeji anticastici.
To dava dohromady ¢tyfi komponenty 3 (x).

I zde se vSak objevily problémy, tentokrat vsak skrytéjsiho razu (konkrétné se
jednalo o nemoznost zkonstruovat vlastni stavy operatoru polohy). To vse nako-
nec vedlo k zavéru, ze kvantovd mechanika neni slucitelna se specialni relativitou,
a k jejimu zavrzeni jako fundamentalni teorie.

Nemusite ji vSak oplakavat ani kvili tomu skakat z mostu, nejedna se totiz
o zadnou tragédii. Ukazuje to jen na to, ze i kvantovd mechanika ma své meze
platnosti, stejné jako tomu je u klasické newtonovské fyziky.

Kvantova teorie pole

Kompletni propojeni kvantové mechaniky a specialni teorie relativity se povedlo
az v kvantové teorii pole. Ustfednim pojmem je zde operdtor pole, jenz obsahuje li-
nearni kombinaci prislusnych kreacnich a anihila¢nich operatort ¢astic danych vlast-
nosti. Napriklad operator skalarniho pole se da napsat ve tvaru

o) = <= [ < (7 + ()

Vidime, ze tento operator obsahuje kreacni a anihilac¢ni operatory skalarnich castic
vSech hybnosti. Dalsi pole (vektorové, spinorové,...) obsahuji také vSechny kom-
binace projekce spinu a pripadné dalsi vlastnosti. Zkratka, operator pole obsahuje
vSechny moznosti pro dany typ castice, které mohou existovat. Takto zkonstruované
operatory pole maji vhodné transformacni vlastnosti vii¢i Lorentzové transformaci,
coz praveé ve vysledku zarucuje splnéni speciadlnérelativistickych podminek.

Zapusobenim skalarniho pole na vakuum dostaneme

~ . 1 dp ipx
so(ﬂf)|0>—\/ﬁ 25 p)-

70) Pro zvédavce miizu alespori poznamenat, ze 0, je vektor derivaci

5, — (_12 9 9 ﬁ)
o cot’ 0x’ Oy’ 8z)

Symbol v* predstavuje ctverici tzv. Diracovych matic, coz jsou matice 4 X 4 splnujici jisté
komutacni relace.
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7 této linearni kombinace vybereme jednu, pokud zprava zapitsobime konkrétnim
stavem |p’) skalarni ¢4stice s hybnosti p’. Normalizace se zde ¢asto voli netradi¢né,
kazdopadné

(p'13(2)|0) # 0.

Nenulovost tohoto maticového elementu potvrzuje, ze pole p(x) skutecné generuje
skalarni castice.

Stejné jako v kvantové mechanice i zde chceme primarné pocitat amplitudy pre-
chodu z poc¢ateéniho stavu |in) do koncového stavu |out). Tato amplituda odpovida
maticovému elementu

(out|S|in) ~ (out|exp (% / d%ﬁ(m)) lin) ,

kde H(z) je hustota hamiltonianu, H(t) = Il d®zH(x). Tento vztah by vam mél byt
c¢astecné povédomy jiz z normalni kvantové mechaniky. Hustota hamiltonianu H
je vytvorena z kvantovych poli, které se v teorii vyskytuji, a musi spliovat jisté
podminky symetrii. I zde se pouzivaji metody poruchové teorie, konkrétné v podobé
tzv. Feynmanovych diagramii.

Standardni model interakci

Kvantova teorie pole je idealnim teoretickym prostredkem, jak popsat spektrum
elementarnich c¢astic a jejich vzajemné interakce. Existuji ¢tyti fundamentalni inter-
akce — elektromagneticka, silna a slaba jaderna a gravitacni. Prvni tifi jmenované
existuji jako konzistentni kvantové teorie pole: pro elektromagnetismus kvantova
elektrodynamika (QED — Quantum electrodynamics), pro silnou jadernou interakci
kvantova chromodynamika (QCD — Quantum chromodynamics). Slabou jadernou
interakci se podarilo sjednotit s elektromagnetickou ve spole¢nou teorii elektroslabé
interakce (EW — Electroweak interactions). Existuje spousta modelt, jak spojit
vSechny tfi interakce pusobici v mikrosvété v teorii Velkého sjednoceni (GUT -
Grand unified theory), zaddna vsak neni experimentalné potvrzena.

A co gravitace?

Posledni interakci, o které jsme jesté nemluvili, je gravitacni. Od dob Einsteina
pro ni mame klasickou nekvantovou teorii — obecnou teorii relativity, ktera velmi
dobre popisuje realitu. Prechod k teorii kvantové vsak skryva nékolik potizi.

Dominantni oblast pusobeni je na velkych skélach (hvézdy, ¢erné diry, vesmir
jako celek). V mikrosvéteé jsou jeji efekty naprosto nepozorovatelné, proto je tézké zde
délat néjaké experimentalni testy. Presto daleko zavaznéjsim problémem je nalezeni
samotného modelu kvantové teorie gravitace. Zejména jde o to, ze v kvantové teorii
pole se pozadi (prostorocas) bere jako konstantni, nehybné, nicméné gravitace (jak
jiz vime od Einsteina) ho zakfivuje. Existuje spousta pokust, jak tyto problémy
néjak tesit Ci je alespon obejit — supergravitace, kvantova smyckova gravitace, presto
prozatim bez rozhodujiciho tspéchu.

Superstruny

Jesté ambicidéznéjsim projektem je propojeni vSech Ctyr typt interakci do jedné
kompletni teorie, kterd by popisovala cely vesmir, a to na vSech skalach. Vedouci
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proud v tomto snazeni se koncentruje kolem teorie superstrun (Superstrings). Mnoho
jiz bylo v tomto oboru udélano, ale situace je natolik slozita, ze ke konkrétnim zave-
rum se prozatim nedospélo. Teoretic¢ti fyzikové jsou v pohledu na teorii superstrun
rozdéleni a ¢asto do hry vstupuji i emoce a iracionalita.

Prvnim hlavnim problémem je ,,priliSna bohatost teorie“. Kromé stavii, jez by se
daly identifikovat se znamym spektrem castic, obsahuje jesté spoustu dalsich, které
se v prirodé nerealizuji, a zatim neexistuje zptsob, jak je z teorie odstranit. Dalsim
zdsadnim problémem teorie superstrun je (alespon prozatim) absence prediktivni
sily, tj. v tomto stavu vyvoje neni schopna davat néjaké experimentalné méritelné
predpovédi. Posledni vaznou vytkou, kterou odpirci superstrun zduraznuji, je pri-
liSna , matematizace“ problému. Slozitost problému vyzaduje obtizné matematické
konstrukce a lidé, kteri se timto zabyvaji, casto jiz nemaji kontakt s fyzikalni pod-
statou, jiz tato teorie sleduje.

I pres tyto slabiny ztistavaji superstruny nejslibnéjsim kandidatem na finalni te-
orii. V tomto oboru pracuje cela rada spickovych fyzikti a matematikti a mnoho vy-
znamnych objevi se jiz podafilo udélat. Mezi nejvyznamnéjsi patii objev AdS/CFT
korespondence v roce 1997, ktera v jistém smyslu dava dohromady objekty v obecné
relativité a v kvantové teorii pole.

Az budouci vyzkumy ukéazi, jestli bude teorie superstrun zavrzena jako zcela
chybna, ¢i naopak vSechny nedostatky vyresi a v ucebnicich fyziky se objevi na
nejcestnéjsim misté.

Uloha VII.S ... za nobelovku
Vytvorte lokalni renormalizovatelnou kvantovou teorii pole, ktera popisuje
vSechny ¢tyri typy sil jako projevy jedné sjednocené interakce.
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Reseni tloh ze seridlu

Uloha I.S ... Bohrova hypotéza

V této tloze se budeme zabyvat atomem vodiku, ktery je tvoren velice hmotnym
jadrem s nabojem e a lehkym elektronem o hmotnosti m s nabojem —e, ktery kolem
jadra obiha pro kruhové trajektorii.

a) Urcete, jak na zakladé klasické fyziky zavisi vzdalenost elektronu od jadra atomu
na jeho celkové (kinetické a potencidlni) energii E.

b) Piijméme Bohrovu hypotézu, Ze moment hybnosti elektronu je kvantovan,
tzn. muze nabyvat jen velikosti L. = nh, kde n je prirozené cislo. V jaké
vzdalenosti potom miize elektron kolem jadra atomu obihat?

c) Urcete frekvenci fotonu, ktery elektron vyzari, pokud prejde z n-té do m-té
povolené vzdalenosti od jadra.

a) Celkova energie elektronu se skldada z potencialni a kinetické ¢asti

62

1 5
E = Fxin + Epot = = — .
kin + Spot 2mv ATegr

Rychlost elektronu zjistime z rovnosti elektrostatické a odstiedivé sily

v? 2 N e2
m — = —-—- v = —_— .
r Aeqr? dregmr

Dosadime za velikost rychlosti v do vztahu pro energii a vyjadiime zavislost r =
=r(E).

2
(&

 8meoE

Zaporné znaménko je zde plné v poradku, protoze pro vazané stavy je E < 0.
Volny elektron méa nulovou energii.

b) V tkolu a) jsme vidéli, ze v klasické mechanice se elektron muze nachazet v li-
bovolné vzdalenosti od jadra. Nalozme ted na problém Bohrovu kvantovaci pod-
minku L = nh/2x. Z toho jednoduse zjistime, jaké rychlosti muze elektron na-
byvat, v = v(r).

nh nh
L=mvr=— = ov= .
2T 2rtmr

Srovname-li tento vztah pro rychlost se vztahem z Casti a) ziskany ze silové
avahy, dostaneme

e? nh n?h’eg
= = r = 5 -
dtegmr 2tmr mme
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Vidime tedy, ze vzdalenost elektronu od jadra nemtize byt v Bohrové modelu
libovoln4, ale miize nabyvat jen hodnot r,, = ron?, kde n je pfirozené &islo, a
h2€o

mme2

ro = =53-10"'m=0,53A

se nazyva Bohruv polomeér.
c) Z ukold a) a b) odvodime, ze elektronu na n-té hladiné odpovida energie

62 me4

1 1
E, = — =M _ JRy. -~ = -13,6eV- — .
8TEQTn, 8c2n?h? Y2 V2

Tento vztah definuje energetickou jednotku atomové fyziky — Rydberg (Ry). Pfi
preskoku elektronu z n-té do m-té hladiny se vyzari foton o energii

4
me 1 1

AE,m =FE, —FEp=—=|——-—=|.
8c2h? <m2 n2>

Podle Planckovy hypotézy je energie fotonu primo umérné frekvenci, tj. £ = hf

AE,m me? 1 1

h 8e2h3 \m? 2

135



FYKOS, XX. rocnik

Uloha I1.S ... &stice se spinem 1/2

Céstice se spinem % (napfi. elektron) se miize nachazet ve dvou stavech projekce

spinu na osu z. Bud spin mifi nahoru, pak se nachazi ve stavu |1), ¢i doli, to je

ve stavu |]). Tyto dva stavy tvori bazi dvoudimensionalniho Hilbertova prostoru

popisujici prévé ¢dstici se spinem %.

a) Napiste, jak vypada operator identity na tomto prostoru v feci vektori |T) a |]).

b) Najdéte vlastni vektory a vlastni ¢isla matic Sy, Sz a Ss.

¢) Méte zadény operdtory S, a S_ ve tvaru S, = |1){(||, S— = ||)(1]. Najdéte
jejich vyjadreni v bazi vektori |1) a ||) a urcete, jak pisobi na obecny vektor
|v) = a|l) + b|l). Jak vypadaji vlastni vektory téchto operatoru a jaka jsou

vlastni cisla?
d) Definujme vektory

1 1
|®) = 73 N+ o= NG, (1M =11) -

Ukazte, ze tyto vektory tvori bazi na zadaném Hilbertové prostoru, a najdéte
vztah mezi koeficienty a, b v rozkladu |¢) do piivodni baze a koeficienty ¢, d

v rozkladu |¢) = c|®) + d|®) do nové baze.
e) Napiste tvar operatoru spinu Si, S2 a S3 v bazi vektorii |®) a |®). Urcete jejich

vilastni c¢isla a vektory.

a) Vime, ze vektory |T) a |]) tvofi na nasem dvoudimenzionalnim Hilbertové pro-
storu bazi, operator identity bude mit tedy podobu

S NIESINEE

V této bazi bude mit tento operator samoziejmé podobu jednotkové matice.
b) Ukolem je nalezeni vlastnich vektord a vlastnich é&isel spinovych matic S;, tj.

resit rovnice
a a
s(5) =2 (5)

Vytesenim téchto algebraickych rovnic dostaneme normalizované vlastni vektory

srn-35 (D). -3 ()
sa=0=(g) = 1sa=-bH=(7)=m

Symbol A samoziejmé znaci prislusné vlastni ¢islo. Vidime, ze pro vSechny matice
jsou tato vlastni ¢isla pouze j:%. To odrazi fakt, ze pii méreni spinu v libovolném
sméru muzeme vzdy dostat jako vysledek pouze tyto dvé hodnoty a nic jiného.
Zkratka bud spin mifi nahoru, nebo dolé. Castéji znacime vlastni ¢islo stejné

jako operator, tedy napiiklad |S3 = —) ).
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c) Maticové vyjadieni operatoru S 1 a S_ v bazi vektorti IT) a ||) najdeme z definice

(N8I B _ (MU (DY _ (o 1
S*“<<u§+n> <u§+u>> (imam i) = (o o)
S;(mgm m§m> Cmmm mmm»z(OO)
O \AS-I S (LD AL 10/
Na obecny vektor [¢)) = a|T) + b|]) ptsobi takto

Sely = MUy =01, S-lv) = [1)(1ly) = all).

Vidime tedy, Ze operator §+ ¢len a|7) uplné ,zahazuje“, naopak ¢élen b||) jaksi
»,povysi“ na b|T). Opravdu tento operator zvysuje tfeti komponentu spinu o jed-
notku, tj. [|) = |Ss = —3) zvedne na []) = |S3 = 1). Vektor |) ale uz nema
kam zvedat, takze ho vynuluje.

Operator S_ se chova presné opacné, tj. snizuje kvantové cislo prislusejici S 3
o jednotku — méni []) na ||), vektor ||) vSak uz nema na co zménit, tak ho
vynuluje. Operatory S a S_ proto nazyvame posunovact operatory.

Tento koncept je obecny a plati pro stav s libovolnym spinem’!, napf. pro
castici se spinem 2 by platilo

Si|Ss=1)=]S3=2), S [S3=0)=|S5=-1) apod.

Vektory odpovidajici maximalni, resp. minimalni hodnoté kvantoveho &isla S se
samoziejmé pusobenim S+, resp. S_ nuluji, tj. S+|Sg =2)=5_|53=-2)=0.
Vratme se k nasemu prikladu.

Stejny vysledek pisobeni posunovacich operatort bychom dostali vynasobe-
nim nalezenych matic a obecného vektoru

0 1 a (b 0 0 ay (0

0 0/\b/) \0/’ 1 0)\b) \a)°
Je dobré si uvédomit, ze oba postupy (maticovy a operdtorovy) jsou naprosto
ekvivalentni.”®

Nalezeni vlastnich vektoru a vlastnich ¢isel téchto operatoru (matic) je uloha
velmi trivialni, nicméné dava pozoruhodné vysledky

sea=0= (o) =, Isa=0=(7) =

Ke kazdému z operatori existuje pouze jeden vlastni vektor, ten druhy by byl
identicky nulovy”®. Jediny vlastni vektor a nulové vlastni &islo jsou signély toho,
ze ani jeden z téchto operatort nepredstavuje pozorovatelnou veli¢inu.

1) Dokonce se netyka pouze spinu ale libovolné pozorovatelné

.....

s grupou regularnich matic GL(n), tj. kazdy operator lze vyjadrit jako matici.
73) Tomu by pak odpovidalo libovolné vlastni ¢islo, ale mluvit o ném u nulového vektoru
postrada smysl.
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d) Dva vektory tvofi na Hilbertové prostoru bazi, pokud jsou na sebe kolmé. To
pro |®) a |®) splnéno je.

(@) = 3 ((T11) = (L) + (L) = (T|1) = 0.

Ve staré bazi ma obecny vektor rozklad [i¢) = a|T) + b||). Do néj chytie vlozime
identitu ve tvaru I = |®)(®| 4+ |©®)(®|. Potom dostaneme

[¥) = a (|} (@] +[0)(O) 1) + b (@) (] +[0){]) 1)
= (a(@|1) + b(@[1) [®) + (a(OI1) + b([1) [©) -

Skalarni souciny vektort staré a nové baze maji hodnoty

@M = (@)= (@) =—, (o) = —%.

|-

Po dosazeni vyjde

a+b a—2>b a+b a—2>b

®) + ® = c= . d= .

7 |®) 7 ©) 7 7

e) Poslednim tkolem bylo vyjadfit matice spinu v bazi vektoru |®) a |®). Pfimocary
postup ,,brute force“ vychézi z definice

) =

K operatoru S; vlozime z obou stran identitu ve tvaru I = |[1)(1| +|1){l| a dosa-
dime za znamé hodnoty.

, 1[0 , 11 0 , _1(0 1
51_2(—¢ o)’ 52_2<0 —1)’ S3_2<1 0)'

K takto ziskanym maticim pak osvédcenym postupem najdeme vlastni cCisla
a vlastni vektory.

Pozorny ¢tenar lehko nahlédne, Ze matice S2 a S3 se prohodily a matice S; se
komplexné sdruzila. Vlastni vektory a vlastni ¢isla se oproti ptivodnimu piipadu
nezménily (jen prodélaly stejnou zaménu jako jejich matice). Matice S5 je v této
bazi diagonélni, coz znadi, ze |®), resp. |®) jsou jeji vlastni vektory ptislusné

1

vlastnim hodnotam 3, resp. —%.
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Pavel Motloch si vsiml velmi vyznamného jevu. Libovolny vektor vyjadieny
v nové bazi miZzeme na zadkladé vysledku tulohy d) vyjadfit pomoci staré baze

jako (Ccl): % G _11) (Z> ’

kde carkou explicitné zdiraznujeme, ze se jednad o novou béazi. Vyse zminénou
matici nazyvame matici prechodu mezi starou a novou bazi. Libovolnou matici
vyjadfenou v nové bazi mizeme potom zapsat pomoci jeji podoby ve staré bazi
jako A’ = UAU ™!, kde U je ona prechodovd matice. V nasem piipadé je vy-
jadfeni ¢, d pomoci a, b stejné, jako by tomu bylo naopak (obecné to tak byt

nemusi), tj.
1 1 1 _1
¢§Q»—J

Matice S, pak dostaneme velmi jednoduse prostym vynéasobenim t¥i matic S, =
= US;U™!, coz je podstatné méné prace nez v tradi¢nim piistupu.

Uloha IIl.S ... impulsmoment

a) Dokazte, ze z komutacni relace [ ji, jj | = igijk Tu plyne kompatibilnost opera-
toru Js s operatorem J?.
b) Definujme posunovaci operatory

ji:j1 :I:ijg.

Vypocéitejte komutacni relace [T, _], [Js, ji] [T, T?].
c) Na zédkladé téchto vztahi dokazte, ze vektory Jt|j,m) jsou vlastnimi stavy ope-
rétord J° a J3 a plati pro né

T2 (Jeljym) = 3G+ D(T<lim), Js(Jxljm) = (m£1)(J=]j,m)).
d) (Bonus) Z predchoziho vyplyva, ze
Tilgim) = ol (Gom)lgm + 1), J-ljm) = a7 (G,m)ljm 1),
kde o*) (j,m) jsou koeficienty zavislé na j a m. Urcete je.
Na zacatku si jako pomocny vztah odvodime dilezitou vlastnost komutatoru
J2T5 = Jidi ) + (JadjJs — J;J3) =
(75, J; ]

~~

[J2,7,1=J20; —J;J% =
= Ji[Js, J;] +

%) k)

Tato vlastnost se nazyva linearita.

a) Kompatibilita operatoru J 3 s kvadratem impulsmomentu J? = > J ? znamena
[J3,J%] = 0. Z linearity komutatoru plyne

[:7\37 ']2] = [337 :]\%] + [:]\37 jg] + [:7\37 :]\g] =
= :7\1[33, jl] + [33, jl]ejl + jz[j?,, jz] + [33, jz]jz,
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kde jsme vyuzili toho, ze operator J3 komutuje s libovolnou funkci sebe sama.
Komutacni relace nam déavaji

[Js,J1] =iJ2,  [Js,J2] = —id1.
Po dosazeni pak dostaneme
[J3, 7% =iJ1Js +idaJ1 —iJad1 —iJ1J2 = 0.
Naprosto stejnym postupem bychom dostali, Ze stejné tak komutuji s J? i ope-

ratory Ji a Ja.
b) Uziti komutac¢nich relaci

[J1,Jd2] =iJs,  [J2,ds]=iJ1,  [J1,Js] = —ids
a linearity vede po jednoduchych vypoctech na
(T, d_] = [J1+ida, J1 —iJs] =
= [J1, J1] +i[T2, J1] —i[J1, Jo] + [J2, J2) = 275
Obdobné dostaneme pro dalsi dva komutatory
[Js,Js]=+Js,  [J&,J]=0.

c) O vektoru |j, m) vime, Ze je vlastnim stavem operatoru jQ, resp. Js prislusny
vlastni hodnoté j(j + 1), resp. m, tj.

Pljym) =G +Dlgim),  Jalj,m) =mlj,m).
Definujme ted novy stav [¢4) = ji\j, m). Plisobeni operatoru J? déva
Ple) = T eljym) = JeJ°|j,m) = J<[i(G + D0gm)] = 5(j + D]yps),

kde jsme vyuzili vztah [32, J +] = 0 ziskany v tkolu b). Podobné pro pisobeni
operatoru J3 mame
Jslp+) = JsJxlj,m) = (JxJs £ J1)|j,m) = Jeml|j,m) £ J+[j,m) =
= (m+1)Jz|j,m) = (mE1)[Y+).
Vidime tedy, ze vektory |[¢1) = J +]7, m) jsou skutecné vlastnimi vektory ope-
ratort J2, Js, které prislusi stejné hodnoté j jako vektor |7, m), ale jinym hod-
notdm m, konkrétné tfeti komponentu impulsmomentu méni (posouvaji) o jed-
nicku.
d) Jako pomocny vztah si chytfe rozepiSseme souéin operatori JyJ_.
:]\4_:]\_ = (jl + ijz)(jl — ijz) = jf — ijzjl + i/jljg + jg =
— T+ T2 —i[J, T = T3+ T2+ Js.
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Jisté plati, ze j% + j% =J? - j%, coz po dosazeni da

~ o~

Jod_=T2-TJ%2+17;.

Predkladana rada v zadani nebyla zadnym hlubokomyslnym tvrzenim, ale
meéla vas vést k vypoctu maticového elementu

(Goml T T -|j,m),
a to dvéma zpisoby. Prvni uzije pravé ziskané relace
(j,m\jJrj_]j,m) = <j7m’j2 - jg + js|j,m> =j(7+1) — m?+m.
V druhém zptsobu uplatnime radu a vyjadiime vysledek pomoci koefici-
entit o) (j,m). Porovnanim pak pro né ziskame explicitni vztah. Doted jsme

se zabyvali pouze pripady, kdy operator pusobil vlevo. Tady je vSak vyhodné
nechat zapusobit J nalevo, ale J_ napravo.

()(

<j7m|']+:<jam_1‘04 J,m )

Pro maticovy element tedy mame
(ym| T J-|j,m) = a7 (j,m)|?.

Porovnanim vysledkti z obou zpiisobi vypoctu dostaneme

a7 (j,m) =G + 1) —m(m —1).

Obdobné pocitanim maticového elementu (7, m|j_ j+|j, m) dospéjeme k vy-
razu

o (,m) =5 +1) —m(m+1).
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Uloha IV.S ... spinovd precese

Uvazujme castici se spinem % v magnetickém poli, které miri ve sméru osy z, B =
= (0,0, B), a zanedbejme vsechny stupné volnosti kromé téch spinovych. Jako jeden
priklad baze, kterou zde miizeme zvolit, je dvojice vektori s ostrou hodnotou pro-
jekce spinu na osu z: |Ss = L), |Ss = —1). Hamiltonidn piislusny této ¢éstici lze
napsat ve tvaru

H = hw53 y
kde w = eB/2m.

a) Napiste vilastni vektory a vlastni Cisla hami]tonia’mu H. Urcete, jak piisobi ha-
miltonidn na obecny vektor |¢) = a|Ss = %) +b|Ss = —3). Taktéz vypoctéte,
jak piisobi operator R R

U(t,0) = exp(—iHt/h).

b) Piedpokladejme, Ze v case t = 0 se ¢astice nachazi ve stavu s ostrou hodnotou

z-ové projekce spinu, tj. [¢(0)) = |Ss = ). Urcete, v jakém stavu se bude nach4-

zet v ¢ase t = T a s jakou pravdépodobnosti namérime ¢astici ve stavu |Ss = %)

a s jakou v [Ss = —1).
c) V pripadé, ze v ¢ase t = 0 se ¢astice nachdzi ve stavu s ostrou hodnotou projekce
spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu |S; = %), urcete, v jakém stavu se bude

nachazet v case t = T. Uréete také pravdépodobnosti, ze pii méreni spinu ve

sméru y naméiime hodnoty +%, resp. —%.

29
Definujme stiedni hodnotu operatoru vztahem

(A) = S w;Aj,

kde w; je pravdépodobnost, ze namérime hodnotu A;. (Rozmyslete si, ze je to

pfirozend definice stiedni hodnoty.) Piedpokladejte, ze se v ¢ase t = 0 nachazi

castice ve stavu s ostrou hodnotou projekce spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu

52 = 3).

d) Urcete stiedni hodnoty operatort spinu, tj. (S1), (S2) a (Ss) v dase t = 0.

e) Ty samé stfedni hodnoty vypoctéte v case t = 1. Okomentujte, jak vysledek
souvisi s nazvem ulohy.

a) Protoze hamiltoniadn je az na nasobeni redlnym c¢islem Aw pfimo operétor treti
komponenty impulsmomentu Ss3, ma s nim spoleéné vlastni vektory a vlastni
)
¢isla jsou

H|S3 = -1y =FE_|S3 = -1) = —Lhw|Ss = —1).

Ptsobeni hamiltonidnu na obecny vektor |) je nyni uz jasné.

Operator U (t,0) ] je funkce H. Ze serialu vime, ze vlastni vektory jsou identické
s vlastnimi vektory H. Vlastni é&isla pak nejsou nic jiného nez prislusné funkce
energie.

U(t,0)|S5 = 1) = exp (—iE4t/h) |Ss = 1) = exp (—3iwt) |S3 =
U(t,0)]S5 = —1) = exp (—iE_t/h) |S5 = —1) = exp (3iwt) |S5 = —

N
~

N
~
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b) OperaﬁtO}: casového vyvoje z casu t = 0 do casu t = 7T je pro nas systém
presné U(7,0) (proto jsme ho v prvni poduloze zkonstruovali). Uz vime, jak
pusobi na vektory |Ss = j:%), které jsou pro néj vlastnimi. Tudiz pro vektor
1%(0)) = |Ss = %) dostaneme

1W(7)) = U(7,0)|S3 = 1) = exp (—Siwr) |95 = 1).

Bystrym okem snadno nahlédneme, Ze je to nas stary dobry vektor |Ss = %)
pouze vynasobeny fazovym faktorem. Proto nas neprekvapi, ze pravdépodob-
nost, ze namérime v ¢ase t = 7 hodnotu z-ové komponenty spinu —l—%, bude

wi = (S5 = L] exp (—%iuﬁ) |Ss = %>|2 =1.

Logicky pak w_ = 0. Analogicky vysledek bychom dostali i pro pocatecni
stav |Ss = —%) Tento vysledek mé obecnéjsi platnost. Vektor se az na fa-
zovy faktor pri ¢asovém vyvoji neméni, pokud je vlastnim vektorem operatoru
c¢asového vyvoje.

c) Zde je vyhodné rozlozit si vektor |S2 = 3) do baze tvorené vektory |Ss = +1).
Vybaveni znalostmi ze serialu nebudeme mit s timto rozkladem problém.

).

N

1S2 = 3) = 55193 = 5) + 5|9 = -

Analogicky pro druhy z vektoru plati

S2= —1) = LIS = ) - Hlss = -1).
Casovy vyvoj je opét zprostiedkovan operatorem (7(7,0), kterym zapisobime
na vektor [1(0)) = [S2 = 3). A ted je jiz jasné, pro¢ je rozklad do nami zvolené
baze vyhodny.

[¥(7)) = FU(7,0)|8s = 3) + 5U(7,0)|S5 = —3) =

2

= \% exp (—3iwT) S5 = 3) + % exp (3iwT) |S3 = —3).

Pravdépodobnosti nameéreni y-ové komponenty spinu j:% potom jsou
. . 2
wy = [(S2 = %|'l,[)(7’)>|2 =1 !exp (—3iwT) + exp (%1w7’)| = cos’ (FwT) ,
2

w_ = [{S2 = —%|¢(7’)>|2 = i ‘exp (—%in) — exp (%iun’)‘z = sin %an') )

d) Velmi podobnym postupem, jakym jsme fesili pfedchozi tlohy, budeme pokra-
covat i zde. Z definice dostaneme pro stfedni hodnotu operatoru S; v ¢ase t = 0

(S1) = [(S1= 3182 = PI*- 5 +(S1=—51S = 5)I*- (=3) =0,
(S2) = [(S2 = 3|92 = PP 5+ [(S2 =312 = H)*- (—3) = 3,
(S3) = [(S3 = 3|82 = PI*- 5 + (S = =515 = 5)I*- (=3) = 0.
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Vidime tedy, ze jsme dostali pfesn€ to, co bychom intuitivné ocekavali.

e) Podstatné zajimavéjsi je situace v pripadé, ze nechame systém casové vyvijet.
Postup vypoctu je vsak zcela analogicky. Systém tentokrat nemame popsany
pocate¢nim vektorem [¢(0)) = |S2 = 1), ale ¢asové vyvinutym vektorem [(7)),

ktery jiz zname
(1)) = 5 €Xp (—lle) 1S3 =2) + \} exp ( 1w7‘) |S3=—12).

Pocitanim maticovych elementii dostaneme

(S1) = [(S1 = 317 - 5+ (81 = —3[e(7)]* - (-3) = — 5 sinwr,
(S2) = [(S2 = 1(M)I* - 5 + (S = =3[ ()[*- (=3) = 3 coswr,
(S3) = [(S3 = 1(M)I* - 5 + (S = =3[ (r)* - (—3) = 0.

Tyto vysledky ospravedlnuji nazev tlohy. Stfedni hodnoty spinového vektoru
,konaji“ precesni pohyb v roviné xy, stfedni hodnota projekce na osu z ztstava
nemeénna.

Uloha V.S ... spin-orbita’/n/' interakce

Elektron je castice se spmem popsanym operatorem S. Kromsé spinu vsak miize mit

i orbitalni moment hybnosti popsany operatorem La kvantovym cislem [. Celkovy
impulsmoment castice je pak definovan jako

J=5+1
Predpokladejte, ze se elektron nachazi v druhém excitovaném stavu (I = 2).

a) Urcete mozné velikosti celkového impulsmomentu j a kolikrat jsou tyto hodnoty
degenerovany, tj. kolik vektoru |l,l3)|s, ss) odpovida danému j.

b) Projekce na tieti osu jsou s3 = % als = —1. Stanovte, jaky celkovy spin j a jeho
projekci j3 na treti osu miizeme namérit, a urcete prislusné pravdépodobnosti.
Zajimavym jevem je samointerakce elektronu sama se sebou, a to pravé prostred-

nictvim jeho impulsmomentii. Presné receno spin interaguje s orbitalnim momentem
hybnosti. Tato spin-orbitalni interakce je popsana hamiltonianem

Heo =a(S 1),

kde a je konstanta a tecka predstavuje skalarni soucin dvou vektori. V diisledku
této interakce se energetické hladiny elektronu rozstépi v zavislosti na jeho spinové
konfiguraci.

c) Pokud je energie elektronu bez spin-orbitdlni interakce Ey a orbitalni moment
hybnosti | = 2, urcete vzdalenost rozstépenych energetickych hladin.
d) S jakou pravdépodobnosti tyto energie naméiime pro stav s projekcemi na treti
osusz3 =%al3=—-17
3 - 2 a 3 — .
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a) Pro velikost celkového impulsmomentu mame jen dvé moznosti: j = g aj= %
Degenerace je pak urcena poctem stavu |l,[l3)|s, s3), které tvori bazi prislusného

podprostoru. Pro j = g mame

js==+2: 2, £2)|5, £1) 2 stavy;
jp=E5 (2,15, £35),  [2,£2)]5.F3) 4 stavy;
33::|:% : |27:|:1>|%7:F%>7 |27O>|%7:|:%> 4 stavy.

To dava dohromady celkem 10 rtznych stavi. Obdobné pro j = % dostaneme

js==£32: 2,£2)|5,F3), [2,£1)|3,+3) 4 stavy;

1 1
35 3
js==£1: 2,£1)|5,F3), [2,£0)|3,+3) 4 stavy.

V tomto pripadé dostaneme 8 rtiznych stavi. To tedy znamena, ze hodnota j = g
je 10krat degenerovana, zatimco j = % je 8krat degenerovana.

b) Velikost projekce celkového impulsmomentu na tfeti osu mame pevné danou,

Js =ls + s3 = —%. Pomoci masinérie C-G koeficientt pak dojdeme ke vztahu
l 2l _ 1 S 2 -5 _ 1 l_2 _ 1
| - 3—7 >|3_§7S3_§>_ g"]_§733__§7 - 73_§>+
3 )
+ 5|J:%7]3:_%7l:273:%>

Prislusné pravdépodobnosti pro naméreni velikosti celkového impulsmomentu

jsou ps/2 = 0,4 a p3/o = 0,6.
c¢) K urceni energii rozstépenych hladin je vhodné vztah pro spin-orbitalni interakci

vtipné upravit

FP=(L+8*=[+2L-5)+8 = L-§5=

Odtud je zrejmé, ze vlastnimi stavy poruchy hamiltonianu H.o budou prave
stavy |7, 7s,(,s). Vlastni hodnoty celkového hamiltonidnu H = Ho + H.o pak
budou R "

H|j, gs,l,5) = Bo+ 5 [i(G+1) =1+ 1) = s(s + 1)] .

Konkrétné prol =2, s = % mame

H|27j37 1>:(E0+ )|%7j3a2 >
H|27j3? 72>:(EO_% )

27.]3727 §> :

Vzdalenost rozstépenych hladin je 5a/2.

d) Pravdépodobnosti naméfeni téchto energii presné kopiruji vysledky z tlohy b).
Velikosti spinu a orbitalniho impulsmomentu jsou zadany, zalezi pouze na veli-
kosti celkového impulsmomentu. Plati tedy p(Fo+a) = 0,4 a p(Eo —3a/2) = 0,6.
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Uloha VI.S ... linedarni harmonicky oscilator ve vnéjsim poli

Uvazujme linearni harmonicky oscilator s hamiltonianem

a) Urcete maticové elementy
Xonn = (m|X|n), Ppn = (m|P|n),

kde |n) (resp. |m)) jsou vektory zkonstruované v textu serialu.

b) Vypocitejte stiedni hodnotu energie ve stavu In) a urcete, jaka c¢ast této ener-
gie pochazi od kinetického clenu pP? /2M a jaka od c¢lenu potencidlni energie
Mw?X?/2.

Vlozme cely systém do slabého homogenniho elektrického pole. Interakce se sys-
témem je pak popsana hamiltonianem
H =-FX

Y

kde F je konstanta a plati H < H,.

c) Vypocitejte v prvnim fadu poruchové teorie opravu k energii n-té hladiny.
d) Reste tuto tilohu pfesné a srovnejte vysledek s poruchovym fesenim.

a) Podle seridlu je rozpis operatori X a P pomoci krea¢nich a anihila¢nich opera-

tort
o h + 5 - th +
X = 2]\ﬂu(a—l—a), P=i 5 (a' —a).

Maticové elementy operatori potom jsou

_ N i N L e
an_ M <m|a —|—a|n>— 2Mw( n+15m,n+l+\/55m,n—l)a

Pon =1 hﬂjw (m|a —a|n)—1\/th (Vn+18mmnt1 — Vnldmmn—1).

Tento vysledek mimo jiné znamena, ze diagonalni maticové elementy téchto ope-
ratort jsou vzdy nulové,

(n|X|n) = (n|Pn) =0.

b) Pro stfedni hodnotu kinetické energie ve stavu |n) dostaneme

(] 52 In) =~ (n(a’ — a)?|n) =

= —%(anaT + aaln) + %(MGTG + aaT|n> :
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Prvni ¢len je nulovy a druhy se d4 pomoci komutaéni relace [a, aT] = 1 upravit,
vyjde tedy

~2

(] o |n) = "< (nlataln) + " gojny = "0 RO R () 2
2M "2 4 N N ‘

Zcela identickym postupem dostaneme

1 hw 1

Pro celkovou energii poté plati
~2
1

(nlHoln) = (n] 5 In) + {n] § Mu? X |n>—hw< %)

c) Podle seridlu dostavame opravu k energii v prvnim fadu poruchové teorie

AE, = (n|H'|n) = —F(n|X|n) .

Tento maticovy element jiz zname — je nulovy, jak bylo ukdzano v tloze a). Pro
prvni opravu energie tedy plati AFE,, = 0.

d) Hamiltonian systému je dle zadani

~2

P 1. 2 o5 S

H=H H = — M=w X—FX.
o+ 2M+2

Napovéda iika, ze tento hamiltonian je translacné invariantni, tj. pri zméné
X — X — & se energetické spektrum nezméni. Udélejme tedy substituci X =
= X'+,

~2

77 P 1 2 2 v/ o
ﬁQ

1 22/2 2 2 2 2
op T MASX (M - F)X—l— Lare?e? - pe

Konstanta ¢ je libovolna, tj. zvolme ji jako ¢ = F/(M?w?). Hamiltonian nabude
tvaru

~2
P 1. 5 oo F? ~, F?
H=_-— M2 gt
oM T2 2M2)2 Y VERE

Diky translac¢ni invarianci plati

(n|Hb|n) = (n|Ho|n) = hw (n + %) .

Vidime tedy, ze pri vlozeni do konstantniho vnéjsiho pole se celé energetické
spektrum posune o energii AE,, = —F?/(2M?w?). A&koliv prvni ¥fa4d poruchové
teorie dava nulovou opravu, skutecna zmeéna energie je nenulova. Mizeme tedy
fici, ze tato zména je efekt vyssiho radu.
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)

Podzimni soustredéni ve Skrdlovicich
Soustfedéni se konalo od 14. do 21. ¥{jna 2006 ve Skrdlovicich na Zd4rsku.

Organizatori
Brom Pavel, Fiala Roman, Jirotka Tomas, Kucka Zdené€k, Lipovsky Jiri, Podolnik

Ales, Prachar Jan, Ringel Matous, Sukova Petra, Sykora Petr, Trnka Jaroslav, Ttma
Karel.

Uéastnici

Baxova Katarina, Benda Jakub, Berta Peter, Bogar Ondrej, Bukacek Marek, Forma-
nek Martin, Hartman Juraj, Hermann Jan, Jelinek Jan, Jirkti Hana, Kocourkova Iva,
Ledvina Lukas, Lochmanova Jana, Malina Lukas, Mazac¢ Dalimil, Motloch Pavel,

Necada Marek, Pechal Radim, Pospisilova Lucie, PSeno Pavol, Svobodova Helena,
Sedek Jan, Sedivy Petr, Simsa Daniel, Touska Krystof, Vais Zdenék.

Legenda

Pise se hvézdné datum 0610.147* a Gcastnici soustFedéni piijizdéji na skuteéné
soustiedéni Fyzikalniho korespondenc¢niho seminéfe (jak nebylo dosud obvyklé :-)).
Po obligatnim rozdéleni do ¢tyt druzstev a normadlnich seznamovackach nebudou
stale tusit, zda bude viibec néjaka legenda.

Jednotlivym druzstvim bude sdéleno, jak se jmenuje jejich tym. Budou to: Origi-
nal Series, Next Generation, Deep Space Nine a Voyager. Kazdé druzstvo bude mit
ve svych Fadach k dispozici jednoho organizdtora. Kazdé druzstvo dostane (resp.
bude odpromitana pro vSechny) sifrovanou (moznéa lépe kédovanou, nebot asi nepi-
jde pfimo o $ifru) zpravu z budoucnosti. Nyni je tfeba zduraznit, ze kazdé druzstvo
se nachazi ve své dobé. Prvnim tukolem bude tedy zpravu pochopit. Zprava bude
kédovana do osmickové soustavy’®. Tato skuteénost bude zdiéraznéna rovnici

8 =10

na pocatku zpravy. Zprava bude obsahovat zoufalou zadost o pomoc™ v boji proti
skupince Q Kontinua”" (vedenou nikym jinym nez Q), které z rozmaru chce vytvofit
z Galaxie ¢ernou diru jako skluzavku. Dale ve zpraveé nasleduje postup preneseni se
do budoucnosti.

Po ziskani téchto informaci bude nasledovat prednaska o sci-fi. U¢astnici se do-
zveédi zakladni informace ohledné Startreku. Kromeé toho, ze jim tyto idaje pomohou
pochopit legendu, budou se jim nabyté znalosti hodit pri hrani dalsich her.

74) Zptisob zapisu hvézdného data se postupné vyvijel, dale budeme pouZivat jinou notaci.
75) viz Hvézdna brana, Asgardi

76) Pro pomoc je potieba, aby pomohla vSechna druzstva z jednotlivych cast.

77) Jen pro ujasnéni, Q se jmenuji vSichni obyvatelé Kontinua, dale kdyz budeme psat o Q
v jednotném cisle, myslime tim jednoho konkrétniho, kterého bude hrat jeden organizator.
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Po preneseni se do budoucnosti, hvézdné datum 42581,3 , se setkaji s podivinem,
ktery jim prozradi, ze zprava byla odeslana automaticky ze sondy pilotované Datem,
ktery byl pritomen pocatku konce a prozatim hrozbé unikl, aby varoval Federaci.
Ta vSak uz nic nezmohla. Rozhodl se tedy pozadat o pomoc do minulosti. Je to sice
neuvéritelné, ale Q tuto zpravu pustili dal. Mozna z lenosti, mozna ze své svrcho-
vanosti. Q se jen pokusili zmanipulovat Data, aby odvysilal chybné tidaje. Z jejich
neporadnosti se jim to ale nepodarilo. Ptfi tomto zasahu se vsak do Datova pozi-
tronového mozku dostala odpovéd na zakladni otédzku. Pokud by Dat byl schopen
ucastnikium Fict tuto odpovéd, pomohlo by jim to v porazce Q.

Bohuzel Dat neni schopen lokalizovat tuto informaci. Proto se rozhodnou tcast-
nici cestovat zpét do minulosti, hvézdné datum 39812,37®, kdy byl Dat vytvofen,
a umistit do jeho hlavy pomocny ,,otazkocip“. Potom se vrati zpét do 42624,0 a Dat
jim prozradi, ze odpovédi na zakladni otazku zivota, Vesmiru a vibec je 42. Dale
jim pustime ukéazku ze Stopatfova priavodce po Galaxii a vysvétlime, ze Q se vyvinuli
z hyperinteligentnich bytosti.

Pak bude pokracovat labyrint. Na konci labyrintu se dostanou az ke Q. Z laby-
rintu budou tedy znat zdkladni otazku, od Data odpovéd. Skupinka Q (jsou ¢tyfi,
jeden je samotny Q, zbyli 3 ostatni organizatori) chce tedy vytvorit z Galaxie ¢er-
nou diru, coz neni trividlni ani pro supermocné Q. Potiebuji se proto dostat na
néjaka strategickd mista ve Vesmiru, odkud soustredi své sily a spolec¢né pretvori
Galaxii. Ukolem Grand Prix bude, aby kazdé z druzstev zastavilo jednoho Q, jejich
rozmisténi bude ukryto v zakladni otazce. Druzstva si libovolné rozdéli, kterého Q
zastavi. Hra bude nastavena tak, aby ucastnici nemohli za zaddnych okolnosti zad-
ného ze ¢tyt Q zastavit. Druzstvo Next Generation bude bojovat se samotnym Q!
Uz to tedy vypada, ze Q uspéji a preméni Galaxii na luxusni skluzavku. Na palubé
Next Generation bude vsak jeden Betazoid, ktery presvédéi Q, ze nic¢it Galaxii kvali
skluzavce neni dobry napad. Ze v Galaxii je mozno najit lepsi zabavu, nez se klouzat.
Q se tento Betazoid zalibi a odpoji se ze sité 4 Q, ktera méla znic¢it Galaxii. A ta je
zachranéna!

Rozdéleni organizatort

jméno | jméno v legendé popis skupina

Péta Deanna Troi Betazoid Next Generation
Kajinek | Q samotny Q Q

Jarda | Dat robot humanoidniho vzhledu

Jirka Spot Datova kocka

Zdenek | O’Brien technik, inzenyr Deep Space Nine
Jezis | doktor (nemd jméno) | doktor Voyager

Honza | Kirk kapitan ve stazi Original Series
Matous | — ohavny Klingon

78) 2. inora 2338
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Jarni soustredéni v Budisové u Trebice
Soustfedéni se konalo od 21. do 28. dubna 2006 v Budisové na Trebidsku.

Organizatori

Brom Pavel, Fiala Roman, Jirotka Tomas, Kucka Zdenék, Lalinsky Jan, Molda
Vojtéch, Podolnik Ales, Prachat Jan, Scholz Marek, Sykora Petr, Trnka Jaroslav.

Uéastnici
Baxova Jana, Baxova Katarina, Bogar Jan, Cimpl Lukas, Hakl Michael, Hermann
Jan, Ledvina Lukas, Malina Lukas, Mazac¢ Dalimil, Necada Marek, Pechal Radim,

Pechova Alzbéta, Pospisilova Lucie, Svobodova Helena, Tintéra Tomas, Touska
Krystof, Vais Zdenék, Vyska Martin.

Legenda

Ucastnici jedou na soustfedéni FYKOSu. Jejich dopravni prostfedek vsak nedo-
razi do cile (ztroskota, mé havéarii) a vSichni se musi dostat na jediny ostrov Siroko
daleko (objekt), kde dostanou Sanci na preziti. Dalsim tkolem ptezivsich je sezna-
mit se (jelikoz havéarie byla necekand, o seznamovacky by se méli postarat sami).
Zaroven se vSak dozvédi néco dilezitého! Ostrov neni pusty; je obydleny podivnymi
osobami (organizatofi, orzi), ktefi se tcastnikiim postupné predstavi jako neoby-
¢ejné chytii lidé s pozoruhodnymi znalostmi (pfednasky organizatort). Ucastnici si
urcité chtéji ziskat prizen domorodcti, proto chodi na jejich prednasky a snazi se jim
byt maximalné napomocni.

Stale tu ale zistava hlavni otazka: JaktozZe jsou pivodni obyvatelé ostrova tak
vzdélani, pro¢ se chovaji tak podivné a napt. komunikuji spolu v Sifrach (konkr.
pomoct Sifer pres ndsténky)?! V jedné takové Siffe na nasténce bude zakédovana
zprava, ze v nedéli veGer se na uréeném misté bude konat tajna porada orgt.. Ucast-
nici by ji méli potaji prihlizet a dozvédi se odpovédi na otazky vyse. Nejdrive vsak
musi uspokojit zakladni zivotni potfeby (pfezivaci hry v nedéli odpoledne).

Pri sledovani tajné porady tcastnici pochopi, ze orgové jsou utlacovani mistnim
utiskovatelem™ a snazi se ho zni¢it; radéji komunikuji v Sifrach, aby jejich plany
nebyly zmareny. Zajimaji se o védu a v jejich moznostech hledaji cestu ke svému
vysvobozeni. Je jich vsak malo, proto jeden nadhodi, ze by jim ti ztroskotanci mohli
pomoci, ale ze zatim nejsou dostatecné provéreny jejich znalosti a schopnosti k to-
muto tézkému ukolu. Nyni je tedy ceka obstarani potravy, souboje, testy znalosti
a schopnosti (naboj) a fyzicka i teoreticka priprava. Plan na dalsi den (dny) bude
naznacen vzdy pri vecernich tajnych poradach orgt. Viidce se obraci k jednotlivym
orgim a zada je o pfipravu téchto jednotlivych zkousek v danych dnech (oblibené
hry na logiku, taktiku, kondici, . . .; pouze labyrint se neuvadi).

V jednotlivych dnech tedy probihaji prednasky a testy pripravenosti. Pomoci
sifer na nasténkach se ucastnici dozvidaji dulezité informace. Pripravuji se na nej-
z pustého ostrova vratit domi.

Jeden z orgii nahodou objevil utiskovatelovo doupé€ a cestu k nému sam prislus-
nym zpusobem oznacil (labyrint), o ¢emz utiskovatel nevi. S heslem ,spoléhej jen

79) Utiskovatel je bytost, na kterou se obecné svadi vie §patné.
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sam na sebe“ radéji o svém tajemstvi nikomu netekl, proto je labyrint zamlc¢ovan do
posledni chvile. Také sam utiskovatel dava o sobé védét: zajmul jednoho z organiza-
tortl a jednu ze skupin omamil na celé odpoledne, aby mu oddané slouzila. Ostatni
skupiny tedy musi orga zasobovat a zachranit (béhaci hra).

Vysvobozeni orgt se vsak zkomplikuje. Orzi netusi, ze jeden z pfitomnych na
tajnych poradach je sam nezadouci host (ani Sifry nepomohly) — utiskovatel tedy
vi o domluvenych planech. Nastésti objevitel jeho doupéte oznami své tajemstvi
sifrou v pravy cas, tj. tésné pred labyrintem (dvé Sifry v jednom — prvni je ndpadné
trividlni — zmate utiskovatele, jenz se vyda na udané misto a priSedsim ucastniktim
oznamuje, ze je to divné, Ze zatim nikdo z orgl nepfisel, at tu zpravu radéji jesté
jednou provéii a at mu piijdou Fici, Ze poc¢ka tady na misté). Ucastnici rozlusti
(labyrint). Jiz tusi identitu utiskovatele; potvrdi se jim to v jeho doupéti pomoci
néjakych indicii a zaroven z deniku se dozvédi zptisob, jak se lze utiskovatele zbavit:
znicit jeho jediny 1ék.

Na GP musi tento jediny 1ék utiskovatele zlikvidovat — ovSem musi znicit, resp.
spotfebovat také surovinu na jeho vyrobu. Od orgti za splnéni néjakého tkolu pripra-
venosti ziskavaji dil¢i informace, diky nimz mohou zjistit, o jaky 1ék se vlastné jedna.
Vyvrcholenim potom je smrt utiskovatele a ocenéni nejzaslouzilejsich, samoziejmé
s fadnou spolecenskou oslavou vitézstvi.

Fotky

Meéreni zemépisné Sirky pustého ostrova pomoci gnémonu
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Tyden s aplikovanou fyzikou a Den s experimentalni fyzikou

Organizatofi

Bednar Jan, Brom Pavel, Kucka Zdenék, Lalinsky Jan, Lipovsky Jifi, Podolnik Ales,
Prachar Jan, Sukova Petra, Sykora Petr, Tima Karel.

Uéastnici

Baxova Jana, Baxova Katarina, Benda Jakub, Bogar Jan, Bogar Ondrej, Cagas Petr,
Cimpl Lukas, Figulova Jana, Formanek Martin, Hakl Michael, Hermann Jan, Chle-
bounova Zuzana, Ledvina Lukas, Malina Lukas, Necada Marek, Paschkeova Helena,
Pechal Radim, Pechova Alzbéta, Pospisilova Lucie, Suchomelova Dana, Svobodova

Helena, Sedivy Petr, Simsa Daniel, Tintéra Tomas, Trudi¢ Pavel, Vais Zdenék, Vyska
Martin.

Reportaz

V tydnu 2.-5. dubna 2007 probéhl prvni ro¢nik akce pro resitele FYKOSu a jeho
organizatory. Nova akce navazala na tradi¢ni kazdoroc¢ni udalost Den s experimen-
talni fyzikou (DSEF v pondéli 2. dubna), kterého se zucastnilo celkem 56 osob,
z toho 2 stredoskolské profesorky a 12 nefesiteld FYKOSu. DSEFu se témér pravi-
delné ucastni skupina tesiteli ze Slovenské republiky, kterd prijizdi do Prahy s né-
kolikadennim predstihem (mj. na prohlidku pamaéatek). Napln letosniho Dne tvorily
exkurze na nasledujici pracovistée MFF UK: Katedra fyziky povrchi a plazmatu,
radkovaci tunelovaci mikroskop, van der Graaffiv urychlovac¢, laborator nizkych
teplot a jaderné magnetické rezonance, které se pravidelné opakuji, dale jako nova
pracovisté: laborator optiky, kalorimetrie a laborator Mossbauerovy spektroskopie.
Pro ucastniky starsi 16 let byla domluvena exkurze ke Skolnimu reaktoru Vrabec
(Katedra jadernych reaktortit FJFI CVUT). Piekvapivé posledni exkurze se oproti
harmonogramu protahly, nebot t¢astnici horlivé diskutovali s lektory exkurzi. Cas-
tecné to umoznila okolnost, Ze polovina z nich v Praze zustala z divodu ucasti na
Tydnu s aplikovanou fyzikou (TSAF).

TSAFu se ucastnilo 28 pozvanych nejlepsich fesiteli FYKOSu, asi tfetina byly
divky. Prvni dva dny (v pondéli a v ttery) jsme byli ubytovani na koleji UK Vétrnik.
V utery 3. dubna proto probihal program v Praze. Navstivili jsme zavod Siemens
kolejova vozidla, s. r. o. ve Zli¢iné. Exkurze zacala na vratnici v historické tramvaji
a pokracovala ve vyrobni hale zavodu. Proces vyroby lokomotiv a souprav ucastniky
zaujal, nd$ privodce (mistni inZzenyr) nase dotazy vyborné zodpovédél. Na odpo-
ledne si pro ucastniky pripravil doc. Podolsky (UTF MFF UK) pfednasku s titulem
,James Clerk Maxwell a zrozeni dynamické teorie elektromagnetického pole“. Vecer
jsme pak zhlédli predstaveni ,,Mise na mésic 3D v kiné IMAX.

Ve stredu 4. dubna jsme vlakem odcestovali do Ondfejova. Tento den byl totiz vy-
hrazen navstéveé Astronomického tistavu AV CR v Ondiejové v dobé 14:00-18:30 a po
veceri 20:00-23:00 h. V odpoledni c¢asti se icastnici seznamili s technickym vybave-
nim a aktualné resenou problematikou na téchto pracovistich: dvoumetrovy daleko-
hled Stelarniho oddéleni, zenit-teleskop (PZT) a robotizovany dalekohled (BART).
Exkurze vedli predni ¢esti odbornici, kteri dokéazali zodpovédét zvidavé dotazy stie-
doskolakti i organizatori. Diky vyjasnéni oblohy mohly po vecerni prednasce na

153



FYKOS, XX. rocnik

Stelarnim oddéleni probéhnout navstéva védeckého métreni na dvoumetrovém dale-
kohledu a pozorovani oblohy v historické zapadni kopuli.

Ve c¢tvrtek 5. dubna nas brzy rano odvezl autobus do JE Dukovany, kde pro nas
byla od 9:00 h naplanovana exkurze. Jesté pred jejim zacatkem jsme si prohlédli
fotovoltaickou slunecni elektrarnu v arealu elektrarny. S prtivodci jsme absolvovali
prohlidku informac¢niho centra. Prohlidka byla pfredevsim diky pravodctim velice
zajimava, nikdy uz nezapomeneme na pocit byt soucasti aktivni zdény reaktoru.
Seznamili jsme se s typy reaktori, havarijnim systémem, problematikou jaderného
odpadu i s budoucnosti jaderné energetiky. Poté nasledovala samotna exkurze — po
bezpecnostni kontrole pti vstupu jsme prosli aredlem elektrarny a navstivili halu se
strojovnou. K vidéni bylo mnoho zajimavého, ze jsme vSechno ani nestacili vstiebat.
Na zavér exkurze jsme se dobie naobédvali v mistni kantyné.

Odpoledne (13:30-15:30) jsme prejeli do precerpavaci vodni elektrarny Dale-
Sice. Po prohlidce informac¢niho centra jsme se mohli podivat do zazemi elektrarny.
Exkurze byla o to zajimavéjsi, ze se zrovna pracovalo na vymeéné jedné z turbin.
V podzemi jsme byli nejvice ohromeni pohledem na potrubi privadéjici vodu na
turbiny a hlukem vytvorenym rotujici turbinou. Jednu vyslouzilou turbinu jsme si
na zaver prohlédli venku pred elektrarnou.

Tim byl Tyden s aplikovanou fyzikou zakoncen. Jesté pred rozloucenim nam
ucastnici akci pochvalili a vyjadrili zdjem o jeji konani i pristi rok.

Fotky

Navstéeva JE Dukovany
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FYKOSi Fyziklani
Fyziklani je soutéz v rteSeni prikladd z fy-
ziky pro studenty stfednich skol, ktera se konala
20. 12. 2006 v ucebné F1, Ke Karlovu 5, Mate- [@ \
maticko-fyzikalni fakulta UK.
Pravidla

Soutéze se zucastnuji druzstva s nejvyse péti

¢leny. Druzstvim, které se skladaji z méné clent,

neni zadné zvyhodnéni poskytnuto. Na zacatku

soutéze dostane kazdé druzstvo 7 prikladid. Za

kazdy spravné vyreseny priklad dostane novy pri-

klad. Priklady se hodnoti stupnici bodti podle

toho, na kolikaty pokus je vysledek spravny. Samotna soutéz probiha 3 hodiny.
Pri feseni piikladt je mozné pouzivat kalkulacku a MFCH tabulky.

Vysledky

1. G Jana Keplera a G Nad Aleji 147 bodu
(Michal Rolinek, Karel Pajskr, Dalimil Mazdac¢, Martin Vyska, Matéj Peterka)

2. G Piestany alias Bublinky 144 bodu
(Tomds Bzdusek, Boris Fackovec, Lukas Konecny, Triska Martin, Juraj Danko)

3. G Christiana Dopplera A 138 bodu
(Lukds Malina, Pavel Maly, Helena Svobodovd, Tomas Tintéra, Jakub Vecera)

4. G Jana Nerudy 115 bodu
(Jakub Benda, Jakub Balhar, Martin Snajdr, Martin Pospisil, Petr Poldauf)

5. PCG Karlovy Vary A 109 bodu
(Lukds$ Ledvina, Tomds Beridk, Michal Fe¢ik, Michaela Capkovd, M. Schwarz)

6. G Brno-Reckovice 105 bodu
(Hana Jirki, Marek Kaleta, Alexander Slavik, Z. Farka, Helena Paschkeovd)

7. G Grosslingova — Gamca 105 bodu

8. G J. K. Tyla Hradec Kralové 94 bodu
(Jakub Zajic, Jan Borna, Martin Michdlek, Pavel Vitvar, Martin Petr)

9. G Boskovice 79 bodu
(Zdenék Vais, Martin Bardk, Filip Rozboril, Jakub Rozboril, Michal Bedndr)

10. G Ricany B 70 bodu
(Tomds Kolin, Vit Hybner, Martin Kold¥, Martin Plajner, Viclav Sdmal)

11. G Christiana Dopplera C 66 bodu
(Pavel Bibr, Vit Humpal, Frantisek Louda, Toma$ Peterka, Jan Valdsek)

12. G Christiana Dopplera B 64 bodu
(Le Duc Khanh Chuong, Michael Hakl, Pavel Rucky, V. Slama, Radek Zubaty)

13. G J. Jungmanna Litomérice 59 bodu
(Daniel Simsa, Radek Vasdtko, Jiri Vorobel, Dusan Ospalik, Michaela Frycovd)

14. G Matyase Lercha Brno 55 bodu
(Lucie Pospisilovd, Jan Pdral, Jan Ldnik, Hana Stribrnd, Michal Tesarik)

15. G Opatov, Praha 51 bodu

(Jan Jelinek, Vojtéch Tdbor, Filip Hejda, Stanislav Slacik, Tadeds Lejsek)
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16.
17.
18.
19.
20.

21.

G Mlada Boleslav A 41 bodt
(Milos Broulik, Lukds Cervenka, Jirka Schubert, Ivan Moc)

G Jesenik B 40 bodn
(Vaclav Blechta, Jan Zmelik, Jakub Tejchman, Jiri Hrocicka, Petr Ditler)

G Ricany A 37 bodu
(Ondrej Kupka, Jaroslav Petr, Jan Berdnek, Zdenék Houfek, Matous Machdcek)
G Jesenik A 35 bodu
(Lucie Kadrmanovd, Tomds Javirek, Jan Machdcek, Stépdn Kozdk, Emil Madlik)
PCG Karlovy Vary B 30 bodu
(Martin Kos, Tomds Kafka, Petr Hoza, Zdenék Pekdcek, Daniel Cervenkov)

G Mlada Boleslav B 22 bodu

(Jana Vyskoéilovd, Pavel Nechanicky, Daniela Kudldc¢kovd, Ctirad Cervinka,
Matous Zdobinsky)

Fotky

Vitézny tym
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Kategorie 4. rocCnik(

Poradi nejlepsich resitelii

jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 143
2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 112
3. Lukads Malina G Ch. Dopplera, Praha 69
4. Pavel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek 62
5. Pawol Pseno G Ruzomberok 60
6. Tomas Tintera G Ch. Dopplera, Praha 55
7. Ondrej Bogar G Ludovita Sttra, Tren¢in 50
8. Frantisek Pribyl G Milevsko 48
9. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 42
10. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy 37
Kategorie 3. roCnik(
jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Dalimil Mazac G Jana Keplera, Praha 125
2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 100
3. Marek Necada G Jihlava 89
4. Lukas Ledvina PCG Karlovy Vary 86
5. Helena Svobodova G Ch. Dopplera, Praha 75
6. Airidas Korolkovas KTU gymnasium, Kaunas, Litva 70
7. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 62
8. Zdenek Vais G Boskovice 43
9. Pavel Trudic SPS Hronov 38
10. Jakub Michadlek Cranbrook, MI, USA 35
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Kategorie 2. rocnikii

Poradi nejlepsich resitelu

jméno skola 3
Student Pilny MFF UK 200
1. Helena Paschkeova G Terezy Novakové, Brno 94
2. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 94
3. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém 71
4. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 69
5. Peter Vanya G Ludovita Stura, Trenéin 67
6. Katarina Baxovd G Ludovita Stura, Trenéin 48
7. Muichal Maizner G Zilina — Vléince 45
8. Zuzana Chlebounovad G M. Kopernika, Bilovec 40
9. Alzbéta Pechovd SPSS Vsetin 38
10. Jana Figulova G Ludovita Stura, Trenéin 29
Kategorie 1. roCnikii
jméno skola 3
Student Pilny MFF UK 200
1. Jan Bogar G Ludovita Stura, Trenéin 87
2. Petr Caga$ G Lesni ¢tvrt, Zlin 87
3. Jana Baxova G Ludovita Sttra, Trenéin 58
4. Tereza Steinhartovad G J. K. Tyla, Hradec Kralové 52
5. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad 20

Ve vysledkovych listindch jsou pouze nejlepsi resitelé. Kompletni vysledkové listiny
véetné bodovani jednotlivych uloh jsou na nasich webovych strankdch.
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JAN PRACHAR A KOLEKTIV
Fyzikalni korespondenc¢ni seminar
XX. roénik — 2006/07

Predmluva: Jan Prachar
Namety uloh:
Jan Prachat (1.3, 1.4, IL.1, IL.2, I1.3, IL.4, ILE, IILP,
IV.2, IV.E, V.4, V.E, V1.1, V1.2, V1.4),
Jaroslav Trnka (LS, ILS, IILS, IV.S, V.2, V.S, VL.S),
Pavel Brom (I.1, II1.3, III.LE), Michael Komm (V.P, VI.P, VLE),
Marek Pechal (III.2, IV.4, VI1.3), Jan Hradil (III.1, V.4),
Zuzana Safernova (1.2, I.P), Petr Sykora (II.P, V.1),
Pavel Augustinsky (V.3), Jan Lalinsky (IV.1),
Matous Ringel (I11.4), Karel Tma (IV.3), Peter Zalom (IV.P),
Lenka Zdeborova (I.E)
Autori Tesent uloh:
Jaroslav Trnka (L.S, IL.S, IIL.S, IV.S, V.S, VL.S),
Tomas Jirotka (LE, IL3, IIL1, VL.4),
Jén Lalinsky (ILE, IILP, IV.1, V.2),
Marek Pechal (I.1, II1.2, IV.4, VL.3),
Petr Sykora (IL.P, IV.E, V.1, VLE),
Zdenck Kudka (IIL3, V.4, VL.2),
Ales Podolnik (1.4, IL.4, TV.2),
Jan Prachat (V.3, V.P, VI.1),
Vojtéch Molda (IV.3, V.E), Marek Scholz (I.P, I11.4)
Peter Zalom (IL.E, IV.P), Pavel Brom (IIL.E),
Roman Derco (I.2), Roman Fiala (VL.P),
Pavol Habuda (II.2), Miroslav Hruby (II.1), Petra Mala (I.3)

Serial o kvantové fyzice: Jaroslav Trnka
Legenda podzimniho soustredeni: Karel Ttima
Legenda jarniho soustredéni: Pavel Brom

Tyden s aplikovanou fyzikou: Jan Prachar, Pavel Brom

Sazba: Jan Prachar
Obrazky a grafy: Jan Prachatr, Marek Pechal, Petr Sykora
Recenzoval: Jan Prachar

Jazykové korektury: Pavel Brom, Jifi Lipovsky, Marcela Janatova

Fyzikalni korespondenc¢ni seminar je organizovan studenty UK MFF. Je zastresen
Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické
fyziky UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikt a fyzikt.
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Vyberte si povolani v energetice

Vzdélavaci program CEZ Svét energie pripravil pro studenty, ktefi se rozhoduji
o volbé povolani, novy vzdélavaci material: tfidilnou brozuru Clovék na svém

misté.

CLOVEK
NA SVEM MISTE

@ SVET ENERGIE

Program pripraveny odborniky a psychology vam pomtize pti rozhodovani. Obsa-
huje uzite¢né rady z oblasti psychologie a personalistiky, testy, cviceni a rozhovory
se zaméstnanci CEZ, ktefi vdm predstavi néktera zajimava povolani z oblasti ener-

getiky.

Brozuru si miizete objednat na www.cez.cz/vzdelavaciprogram, kde najdete i jiné
zajimavé materidly o energetice pro vase studium.

1992-2007 .. SVET ENERGIE
15 let vzdélavaciho programu CEZ



