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18. ro¢nik, tloha IV .S ... Lagrangeovy rovnice 2. druhu (5 bodd; primér 4,71; fesilo
14 studentd)

Maly koralek o hmotnosti m klouzZe bez tfeni na dratu ve tvaru kruhové smycky poloméru R,
smycka se otd¢i konstantni tithlovou rychlosti §2 kolem svislé osy (viz obr. 1).

a) Vhodné zvolte zobecnénou soufadnici a sestrojte Lagrangeovu funkci problému.
b) Sestavte Lagrangeovu rovnici 2. druhu, kterd popisuje pohyb koralku.
¢) Rozhodnéte, kdy je rovnovédzna poloha v nejnizsi poloze smycky stabilni a kdy je labilni
v zavislosti na §2. Pro {2, kdy je tato poloha stabilni, vypoditejte periodu kmiti koralku
kolem této polohy.
d) Za bonusové body naleznéte dalsi rovnovazné polohy, diskutujte, zda jsou stabilni, nebo
labilni. Pokud jsou stabilni, urcete periodu kmitu kulicky kolem téchto rovnovaznych poloh.
Uloha byla zaddna jako domact kol k piedndsce doc. Podolského.
a) Systém mé jeden stupen volnosti — vychylku z nejnizsi polohy, CTjQ
tu popiseme thlem ¢ z obrazku 1.
Kulicka se jednak otaci kolem svislé osy thlovou rychlosti Q2
a jednak se pohybuje po kruhovém dratu thlovou rychlosti ¢.
Celkova kineticka energie je soucet energii téchto dvou pohybt

T= %m(Rgb)2 + im(QRsin ©)? = tmR*(¢° + Q*sin® ).

)

Pokud nulovou hladinu zvolime ve stfedu smycky, potencialni
energie kulicky v tithovém poli bude

V =—mgRcosyp. Obr. 1
Lagrangeova funkce tedy je
L=T-V = 1ImR**+ Q%sin’ p) + mgRcosp.
b) Ze seridlu vime, ze Langrangeova rovnice je
4oL oL _
dtd¢p  dp '
po dosazeni vychazi
%( R*¢) — (mR*Q%sin p cos p — mgRsinp) =0,
§be2sing0cosap+£sing0:0, (1)

R

dostali jsme pohybovou rovnici kulicky.

¢) Nejprve nalezneme vSechny rovnovazné polohy kulicky. Ty budou jisté tam, kde kulicka
zistane, pokud ji tam umistime. Jinak feCeno, zrychleni kulicky v téchto polohach bude
nulové ¢ = 0. Pohybova rovnice (1) ndm dava

Ozt,’b:(choscp—%)singp, (2)
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odtud dostavame podminky

g

singo =0 nebo COSQOZQ2R.

Rovnovazné polohy budou v bodech

p1 =0, wa=7 a 3= iarccos% (je-li 2 > \/g/R).

Daéle vySetiime, je-li poloha ¢ stabilni, nebo labilni. Jak je vidét z rovnice (2), hod-
nota ¢ méni v bodé ¢ = 0 znaménko (tam plati cos o1 = 1). Je-li Q < /g/R, pfechazi ¢
z kladnych hodnot do zapornych. Pokud vychylime kulicku z této polohy, bude urychlena
zpét — jednd se o polohu stabilni. Je-li Q > 4/g/R, prechazi ¢ ze zapornych hodnot do
kladnych a poloha tedy bude labilni.

Zbyvé urcit periodu kmiti kulicky kolem polohy ¢1, je-li splnéna podminka Q < +/g/R
a poloha je stabilni. Vyzjistime proto, co se stane, pokud kulicku vychylime o maly thel &
z této polohy. Dosadme ¢ = 0+ & do pohybové rovnice (1) a vyuzijme aproximaéni vztahy
sinf & acosf~1

E+(%-9%)¢=o. (3)

To nam viak pfipominé rovnici harmonickych kmit# % + w?z = 0, Ghlova frekvence kmiti

kulicky tedy je
g
=.4/Z —Q2.
“TVR

d) Hledejme dalsi stabilni rovnovazné polohy, jak po nds chce zadani. Kolem polohy p2 = ©
je zévorka ve vyrazu (2) vzdy zdpornd. Znaménko ¢ se méni z minusu do plusu, kulicka je
tedy urychlovana smérem odtud — poloha je vzdy labilni.

Pocitejme derivaci ¢ v bodech @3, abychom vysetrili, zda $ ve 3 roste nebo klesa.

in = 0%(cos® g3 — sin” p3) — % COS 3 =
3
2 292 92 1 92 4
=0 <Q4‘R2_1 T el e )< )

Zrychleni ¢ zde tedy klesa, obé polohy jsou vzdy stabilni (pokud ovSem existuji).
Stejnym zpusobem jako v ¢) vypoéitdme periodu kmitt. Do (1) dosadime ¢ = 3 + &,
kde ¢ je malé (¢% budeme zanedbévat), a pouZijeme souctové vzorce

£+ (%7ﬂzcos(g03+§)) sin (g3 +¢) =0,

£+ (% — Q% cosps + szsimpg) (sings + Ecosps) =0,

£+ (% —Q? coscpg) sin g3 — Q%¢(cos® g3 — sin® p3) + %€COS§03 =0.

Nyni dosadime za @3 a zjistime, ze druhy ¢len je identicky nulovy, a vyuzijeme vysledku (4).
Dostaneme

e gr (20 - &) e =0, (5)
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thlova frekvence kmita tedy je

w=1/Q ~ e

Mizeme si v8imnout, Zze pokud Q@ — /g/R, jde koeficient u £ v (3) a (5) k nule. Pokud
bychom viak délali mensi zanedbéni, zjistili bychom, Ze nenulové zistanou koeficienty u &2
feSenim je sice kmitani kolem rovnovazné polohy, neni vsak uz harmonické.

To znamend, ze abychom mohli zanedbat ¢leny vyssiho fadu v obou rovnicich, musime pii
Q — +/g/R ¢im dal vice zmensovat amplitudy malych kmitd.

Na zavér si pro zajimavost mizete prohlédnout fazovy portrét systému. Ten dostaneme
fesenim pohybové rovnice (1). Na vodorovnou osu vynasime ¢ a na svislou ¢/s™'. Jedna se
vlastné o trajektorii kuli¢ky v soufadnicich (¢, ).

Diagramy na obrazcich 2 az 5 odpovidaji rtiznym hodnotam Q?R/g pii g/R = 1572,
v kazdém diagramu je nékolik trajektorii pro rtizné pocatecni podminky. V diagramech jsou
dobfe vidét stabilni a labilni polohy. Stabilni polohy (v digramu tzv. eliptické body) jsou
trajektoriemi obihdny a od labilnich poloh (tzv. hyperbolické body) se trajektorie rozbihaji.
Sami si pro porovnani rozmyslete, jak vypadé fazovy portrét harmonického oscilatoru.
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Obr.2. Q*°R/g = 0,25 Obr. 3. Q
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Obr.4. Q*R/g =2 Obr.5. Q*R/g = 4
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