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Zadani Il. serie

Termin odeslani: 27. prosince 2002

Mili resitelé!

Kvli povodiiovym zmatkim dostavate druhou sérii o mésic pozdéji, nez je obvyklé. Zaslete
nam feSeni tak, aby nam na 2. ledna zarucené dosla, opozdilce tentokrat opravdu nebudeme
tolerovat. Zadani 3. série spolu s opravenymi feSenimi 1. série o¢ekavejte do Vanoc.

Nase nové resitele bychom radi upozornili na adresu http://fykos.mff.cuni.cz, kde naleznou
podrobné informace o seminari, aktuality, vysledky, archivy zadani a feseni, ro¢enky a mnoho
dalsiho. Sva feseni miizete posilat e-mailem, pokyny najdete taktéz na naSich www strankach.
Pokud jste nefesili prvni sérii, nevadi! Nic neni ztraceno, napiiklad mista na soustiedéni jsou
stale ve hre.

Pfejeme vam mnoho pfijemnych chvil pfi feseni naseho seminéafe.

vadi organizdtori

Uloha II.1 ... ztraceni v temnoté&

Jeni¢ek a Marenka, zabrani do zavazné diskuze nad zajimavym fyzikdlnim problémem,
zbloudili v temném hvozdé. A tak, ve snaze nalézt vychodisko ze zoufalé situace, rozhodl se
Jenicek vylézt na statny smrk, v nadéji ze svym ostfizim zrakem zahlédne spasny zablesk svétla.
Jak nejdéle od této dfeviny by se muselo nachazet nechvalné proslulé obydli jesté nechvalnéji
proslulé okultistky a gurmanky Jagy Babové, aby Jenicek ziskal falesnou nadéji na zachranu
v dusledku osviceni -100W- zarovkou svitici v obyvacim pokoji vySe zminéného domu?

Uloha II.2 ... maly velky problém

Hvézdny korab se skldda ze dvou kabin o hmotnosti M, mezi nimiz se nalézd spojnice
délky 2! (korab tedy vypadd trochu jako ¢inka). Jedna z kabin byla zasaZena malym (hmotnost
m < M), ale pekelné rychlym (rychlost u) meteoritem. Po této fatalni kolizi se lod zacdala
pohybovat a také rotovat (tthlovou rychlost rotace ozna¢me w). Jak daleko od nezasazené
kabiny onen meteorit proletél? Muzete predpokladat, ze rychlost zbytkt po meteoritu vzhledem
ke kabiné je zanedbatelnd v porovnani s rychlosti w.

Uloha I1.3 ... zase jde vo prachy ...

Méjme dvé praskova dielektrika o permitivitach €1 a 2. Smisime je tak, ze pomér jejich
hmotnosti bude mj : m2, pomér jejich objemi bude Vi : V2 a pomér jejich latkovych mnozstvi
bude n; : n2. Jakd bude vyslednad permitivita této smési?

Uloha I1.4 ... mokra hrozba

Predstavte si koryto feky Siroké -100m-. Jeho spad ozna¢me . Otéazkou je, jak zavisi vyska
hladiny na prutoku vody touto fekou. Vas teoreticky vysledek muzete zkusit porovnat s udaji
ze srpnovych povodni.
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Uloha II.P ... basic instinct

Sekéacek na led — zndmy vrazedny nastroj z tohoto filmu (vy, kdo jste tento vyplod kine-
matografie jesté neshlédli, vézte, ze toto nacini vypadd zruba jako Sroubovék s ostrou $pickou)
postavila chladnokrevna vrazedkyné z dlouhé chvile na hrot. Pomoci relaci neurcitosti odhad-
néte maximalni dobu, po kterou corpus delikti setrvéa v této poloze.

Uloha I1.E ... difiize

Jak je znamo, kapka roztoku v ¢isté vodé zac¢ne difundovat a zvolna se rozplyvat. Svij
experimentalni um mizete prokazat tim, ze namérite zavislost koncentrace roztoku v urcitém
bodé nadoby na case. Muzete téz proméfit, jak se zméni charakter této zavislosti, zménite-li
tvar pouzité nadoby tak, Ze se roztok muze $ifit jen v jednom nebo dvou smérech (tj. nddoba
bude budto tzka a podlouhld, nebo v ni bude jen tenkd vrstva vody).

Serial na pokracovani

Kapitola 2: Limity a derivace

Resme jednoduchy tkol. Ze ¢tvercového plechu o délce strany a chceme vyrobit naddobu tak,
ze odstfihneme z jeho rohi ¢tvercové dily o délce strany b a zbyly kus ohneme do vysledného
tvaru. Otazkou je, jak velké maji byt odstfizené Casti, aby byl objem nadoby co nejvétsi.

Snadno zjistime, ze objem nadoby zavisi na b jako

V(b) = b(a — 2b)°. (1)

Nyni se podivejme, jak se zméni vysledny objem nadoby, zménime-1li hodnotu b o Ab. Dosaze-
nim do (1) a odeétenim ptivodni hodnoty V dostédvame

V(b4 Ab) — V(b) = (a — 2b)(a — 6b)Ab + 4(3b — a)Ab® + 4AD>. (2)

Uvazujme zménu o velmi malou hodnotu Ab. Vidime, ze ve vzorci (2) vystupuje Ab v 1., 2. a
3. mocniné. Pokud je v8ak Ab mald (napf. 1076), bude mit jeji 2. a 3. mocnina zanedbatelnou
velikost oproti 1. mocniné. Vzorec (2) v tomto pfipadé prechazi na

V(b+ Ab) — V(b) ~ (a — 2b)(a — 6b)Ab (3)

Dale uvazujme takto. Pokud méa nadoba maximalni mozny objem, urcité se pii jakékoliv
zméné b nezvétsi. Hodnota V (b+ Ab) — V() tedy urcité nebude kladna. Pro malé hodnoty Ab
vSak nemuze byt ani zdpornd, protoze pokud by tato situace nastala, byla by hodnota V(b +
Ab) —V(b) pro —Ab kladn4 (jak vidime z (3)) a to je ve sporu s pfedpokladem o maximalnosti
objemu. Z toho plyne, ze pro jakoukoliv malou zménu Ab se hodnota V nezméni (pfesnéji
feCeno, nezméni pii zaokrouhleni na fad této zmény). Pfi pohledu na rovnici (3) vidime, ze
toho je mozno dosdhnout jen v pfipadé, ze hodnota (a — 2b)(a — 6b) je nulova. To je splnéno
v piipadé, ze a = 2b nebo a = 6b. Pro a = 2b je vSak V = 0. Hledanym feSenim je tedy b = a/6.
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Postup naznaceny na tomto piikladé se d4 znac¢né zefektivnit a rozsah problému které se daji
fesit obdobnym pfistupem je obrovsky. Zakladni matematické pojmy potiebné k takovymto
vypoctim si nyni vysvétlime.

Zavedme pojem limity funkce. Jeji vyznam mozna neni na prvni pohled zfejmy, ale vyplyne
z néasledujiciho textu, takze se jej pokuste alespon castecné pochopit. Nejprve odstrasujici
definice:

lim f(z) =A <5 Ve>0,36> 0,V € (20 — 8, 20) U (20,0 +0) : |f(z) — A <e. (4)
T —xTq

Nyni se pokusme vylozit, co vlastné tento vzorec znamend. Limitou funkce f(z) pro x
blizici se k xo je ¢islo A (leva strana ekvivalence je standardni oznadeni pro limitu), pokud
plati vyrok na pravé strané implikace.

Ten pak fika, Ze pro libovolné zadané kladné € musime vzdy najit takové kladné §, aby se
funkéni hodnota v intervalu $itky 26 kolem o lisila od A o méné nez ¢ (sledujte levy obrézek).
Je dobré si uvédomit, ze pokud nalezneme k néjakému e; pfislusné §, muzeme kazdému 2 > €1
prifadit stejné 4. Staci tedy splnit podminku v definici (4) pro libovolné malé €. VSimnéte si
také toho, Ze hodnota limity v bodé x¢ vibec nezédvisi na hodnoté funkce f v tomto bodé.
Limita funkce tedy jakymsi zptusobem vystihuje to, kam se blizi hodnoty f, pokud se jeji
argument blizi k hodnoté zo (muZe nastat i pfipad, kdy se tyto hodnoty nikam neblizi, pak
fekneme Ze limita neexistuje).

¥ // f(@o+ )
4 y I (o)
20
0 Zo 0 o zo+ h

Pokud by se vam zdalo, Ze pojem limity je uplné zbytecny, protoze se vidy rovna funkéni
hodnoté v bodé zo (jak by mohl napovidat obrazek), mylite se. Toto tvrzeni plati jen pro
spojité funkce (vlastné je to definice spojité funkce). V mnoha zajimavych pfipadech ale ndmi
zkoumané funkce ve studovaném bodé spojita neni, a tak se bez limit zkratka neobejdeme.

Nyni se na chvili vratme k naSemu motiva¢nimu pfikladu. Jak vidime, hodila by se ndm
metoda, které by umoznila kvantitativné popsat a vypocitat rychlost ristu funkce, abychom
dokézali fesit podobné piiklady (a jak se pozdéji ukdze, také obrovskou spoustu zcela jinych)
bez nutnosti pouzivani krkolomnych operaci podobnych tém, které jsme pouzili. A k tomu nadm
poslouzi takzvana derivace funkce. Za¢néme opét definici:

A _ o St ) = f@)

dr hr—o h

Vyznam asi nejsnéze pochopite z obrazku vpravo. Jak vidite, jedna se o limitu podilu
velikosti pririastku funkéni hodnoty ku prirastku velikosti argumentu. V bodé zp ma tento podil
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vyznam smérnice se¢ny grafu funkce f, s priise¢iky v bodech [zo, f(x0)] a [xo + h, f(zo + h)]
(smérnici pfimky dané rovnici y = px + ¢ rozumime ¢&islo p). Tato secna se pro zmensujici
hodnotu h blizi k tecné ke grafu funkce f. Derivace ma tedy vyznam smérnice tecny ke grafu
funkce v bodé [zo, f(z0)].

Pozn.: V definici derivace vystupuje parametr x, takze ackoliv je derivace definovana jako
limita a to je ¢islo (viz. definice) je to vlastné funkce (jejim argumentem je x). Derivace je tedy
zobrazeni, které z funkce udéld opét funkei (a to je zvlastni pfipad takzvaného operdtoru).
Pokud ptvodni funkci zna¢ime f, zderivovanou funkci obvykle zna¢ime f’ (a tuto znovu zde-
rivovanou f” atd.). Zavisi-li n&jaka fyzikalni veli¢ina na vice parametrech a neni zfejmé, jako
funkci kterého parametru ji zrovna chapeme, drzime se radéji uz uvedeného znaceni df/ dz.
Vyjimku predstavuji derivace podle ¢asu, které jsou tak ¢asté, Ze se vyplati mit pro né zvlastni
znaceni df/dt = f.

Stejné jako pfi vypoctu limit, i pfi pocitani derivaci zpravidla nevychazime z definice.
Z didaktickych duvoda si vSsak takovyto postup mizeme ukazat. Spocitejme tedy derivaci
funkce f(x) = x? z definice.

df . (x+h)?—2a? .
az —}ILE%T —%%(Qx-i-h) = 2z.

Mnohem prakti¢téjsi je ale zapamatovat si pravidla pro derivovani nékolika zékladnich funkci,
déle souctu, soucinu a slozeni dvou funkci. Vybaveni témito znalostmi pak hravé zderivujete
témér cokoliv. Nejdiive tedy jak vypadaji derivace elementarnich funkei.

y=a y' =0

y==z y =1

y = x> y =2z

y=1/z y' = —1/2®

obecné y = z", 7 € R y =ra" !

y =sinx Yy =cosx

Y = cosx y = —sinzx

y=tgzx y' =1/cos’z

y=Inzx y =1/x

y = arcsinx y =1/y/1— a2

Y = arccos y =—1/V/1— 2

y = arctgx y' =1/(1+27)

y = sinh 2 y = coshz

y = coshzx 1y =sinhx
=tghz y' =1/ cosh®z

Derivace nékterych funkci v tabulce jsou pomoci pravidel, ktera si za chvili vypiseme, pfimo
odvoditelné ze znalosti derivaci jinych funkci, nap¥. funkci y = tgx 1ze derivovat jako podil
y = sinz/ cosz. Vrhnéme se tedy na slibend pravidla. f, g jsou funkce, a,b konstanty, ftie
inverzni funkce k f.
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y=af y =af
y=af+bg y=af +bg
y=1rg y’:fg’Jrf’g/
Y= f J = fg - fg
g g
y(x) = f(azx) y'(z) = af'(ax)
y(x) = f(g(x)) y'(x) = f'(g(x)) - ¢'(x)
—1 / _ 1
v =1 AT

Pokud jste nepochopili po prvnim pfec¢teni vSechna pravidla (napf. to pro derivovani slozené
a inverzni funkce), nic se nedéje, v ptistim dile se k nim jesté vratime.

Uloha II.S ... limity a derivace

a) Dokazte, Ze téleso, které mé v Gase t polohu = gt*/2-+wvot+x0 se pohybuje se zrychlenim g.
b) Spocitejte lirn1 T —awtd

x2+4+2x—3°
c) Nahradte co nejlépe funkci f v okoli bodu z = 0 linearni funkci, vite-li f(0) =3 a f'(0) =
= -2
d) Jaky je pomér vysky a priméru podstavy vélce, ktery méa pfi daném povrchu maximalni
objem?

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro FeSeni: fykos-solutions@mifF.cuni.cz
e-mail: fykos@miff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.



