DODATEK A

UVODNI MATEMATICKE OPAKOVANI

A.1 Komplexni ¢isla

Komplexni ¢isla jsou dvoudimenziondlni ¢isla nad jednodimenzionalnimi redlnymi ¢isly. To

znamenad, ze k vyjadieni jednoho komplexniho ¢isla jsou potieba dvé ¢isla realna. Pokud si tedy

mnozinu vSech redlnych ¢isel predstavujeme jako ptimku, potom mnozina vSech komplexnich

¢isel je rovina, Gaussova rovina. Stejné jako kazdy bod na piimce je redlné ¢cislo, tak bod v

roviné na obrazku je ¢islo komplexni.

Na obrazku A.1 vidime pét ruznych komplexnich ¢isel v Gaussové roviné. Gaussova roviné

vznikne zkiizenim dvou os — redlné a imaginarni osy. Jak ndm jiz ndzev napovida, na redlné
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Obrazek A.1: Na obrdzku vidime sérit bodu v obecné Gaussové roviné.



ose nalezneme veskera redlna cisla. Imaginarni osa obsahuje ¢isla, jimz titkdme ryze imagindrnd.
Obé dvé osy lezi v roviné, tudis redlnd i ryze imaginarni ¢isla jsou ¢isly komplexnimi. Cislo zs
je realné a cislo z3 ryze imaginarni.

Na obrézku (b) jsme na komplexni rovinu natdhli kartézskou sit, tedy sit pouze rov-
nobéznych a vzajemné kolmych piimek, pomoci nichz dokdzeme métit vzdalenost. Vidime, ze
¢islo z; odpovida pruseciku dvou piimek, které prochézi redlnou a imagindrni osou v jednotkové
vzdalenosti od pocatku.

Kazdy bode lze tedy pravothle spojit s obéma osami za vytvofeni obdélnika. Cislo na
imaginarni ose nazvama tmagindrni ¢dsti a ¢islo na realné ose redlnou cdsti komplexniho ¢isla.
Piseme

Re[z] = x = redlnd ¢dst komplexniho ¢isla z,
Im[z] = y = imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z.

Abychom nemuseli takto slozité zapisovat kazdé komplexni ¢islo, budeme psat kompaktnéji
z = x + 1y, kde 7 je imaginarni jednotka, o jejich vlastnostech si povime pozdéji, prozatim
nam staci védeét, Ze &fslo ndsobené i! je imagindrni ¢asti odpovidajici komplexnfho &fsla a &fslo
imérné ¢lenu i°. Tomuto zdpisu fikdme algebraicky tvar komplezniho ¢isla

Z2=1z+1y (A.1)

Na obrazku (c) jsme na Gaussovu rovinu natéhli sit tzv. poldrnich souradnic (r,p). Prvni
ze soutadnic r udava vzdalenost od poc¢atku. Definuje tedy kruznici, na niz muze ¢islo lezet.
Uhel ¢ € [0,27) pak definuje misto na kruznici, kdy ¢ = 0 odpovida kladné casti redlné osy,
» = m zapornym realnym cislum.

7 definice goniometrickych funkci vidime na obréazku A.2 vztah mezi kartézskymi a polarnimi
soufadnicemi

T =T1Cosp, y =rsing. (A.2)
Dosazenim téchto vztahu do algebraického tvaru (A.1) tak ziskavame goniometricky tvar

komplexniho ¢isla

z=r(cosp +isinyp), (A.3)

ktery bude velice platny predevsim pro pozdéjsi pocitani mocnin komplexnich ¢isel.



A.1.1 Rotace v komplexni roviné

Jednim z dulezitych piikladu prace s komplexnimi ¢isly je jejich rotace. Mame-li z obrazku A.3
orotovat o thel ¥ komlpexni ¢islo z okolo pocatku, dostaneme ¢islo 2/ =z’ + iy’ = r'(cos ¢’ +
isin '), pricemz pii rotaci plati ' = r, tj. vzdalenost ¢isla od pocatku se zachova.

Uhel se zméni jednoduse z ¢ na ¢ = ¢ + 1. Rotace v polarnich soufadnicich je tedy
jednoducha a muzeme psat goniometricky tvar kopmlexniho ¢isla

2 =r(cos(p+ 1) + isin(p + ). (A.4)

Nasim cilem je nyni zjistit, jak vypadaji soufadnice 2/, 1’, samoziejmé vidime z piedchoziho
vztahu, ze ' = rcos(p + 1),y = rsin(p + 1), ale nase snaha vede k tomu vyjadrit ', y’ pouze
pomoci zadaného algebraického tvaru, tedy v zavislosti na z,y. Vyuzijeme vztahu

cos(p + 1) = cospcosth — sin psin, (A.5)
sin(@ + 1) = cos psiny + cos 1 sin @ (A.6)

a ziskdme tak

2" =r(cospcos) — sinpsiny) + ir(cos psiny + cos Y sin @) (A.7)
= rcos p(cost + isint) — rsing(siny —icos)) = (A.8)
S~—— S~——
T Y
= xcosy) —ysiny +i(zrsiny + ycosp) = 2’ + iy (A.9)

Jde tedy ukazat, ze pfi rotaci o 1hel v lze nové souradnice v algebraickém tvaru napsat ve
tvaru

Im

Obrazek A.2: Kazdé komplexni éislo lze popsat s pomoci poldrnich ¢i kartézskiyjch soutadnic. Obrdzek

ilustratugje, jak je jednoduché prechdzet mezi témito dvéma sety soutadnic.
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Obrazek A.3: Rotace v prostoru lze sndze tesit v poldrnich souradnicich prictenim whlu v k whlu ¢.

2 =12 +iy =xcos —ysiny + i(rsiny + ycosp), (A.10)
' = xcosty —ysiny, (A.11)
y' = xsiny + ycos (A.12)

Nasli jsme tedy pravidlo pro rotaci jak pro goniometricky, tak pro algebraicky tvar. Tyto
vztahy jsou velice dulezité a kuprikladu ve fyzice hraji velkou roli pri budovéni teorie rotace
tuhého télesa.

A.1.2 Nasobeni komplexnich cisel

Nyni se pojdme podivat na ndsobeni dvou komplexnich éisel. Nejprve si uvédomme jednodu-
chou véc, kterd se tyka sc¢itani a odcitani dvou komplexnich ¢isel, totiz tu, ze se skutecné jedna
o cisla, kde se k i chovame jako k parametru, tudiz jej lze vytykat. Tento postup jsme pouzili
uz v minulé kapitole a plati tedy

Re[z1 + 2] = Relz1] + Relza, (A.13)
Imlz1 + 23] = Imz1] + Im[z,]. (A.14)

Nasobeni dvou komplexnich ¢isel jiz vyzaduje divat se na ¢ jako na ¢islo s uréitou vlastnosti,
kterou realna ¢isla postradaji. Z predchozi kapitoly vime, jak vypadaji transformacni vztahy
mezi (z,y) a (2/,y") pii rotaci, tedy zndme vztah mezi komplexnimi ¢isly z, 2’

Zkusme se podivat na to, co se stane, pokud provedeme soucin

Ryz = (cost¢ +isiny)(x + iy) = x cos ) + i*ysin + i(z siny + ycos ), (A.15)
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kde jsme definovali rota¢ni komplexni ¢islo R,. Vidime, Ze po vynasobeni komplexnim ¢islem
Ry, jehoz vzdélenost od pocatku je 1, je situace témer stejnd jako pii rotaci o ihel 1, jedinym

rozdilem je ¢len s 72.

Srovnanim obou vysledku zavadime rotaci v komplexni roviné coby nasobeni kom-
plexnim ¢islem Ry, zavedenim fundamentdlni podminky komplexnich ¢isel

2= —1. (A.16)

A.1.3 Mocnéni a odmocnovani

Zavedenim vlastnosti imagindrnfho ¢isla i (i = —1) jsme zdroven nasli efektivni zpusob, jak
pocitat mocniny a odmocniny kladnych i zapornych ¢isel.

Umocnéni obecného komplexniho ¢isla na druhou jej tak posune ze vzdalenosti r do vzdalenosti
r? a 1hel odtoceni se zdvojnasobi. Obecné pii 2" muZeme psat

2" = |z|"[cos(np) + isin(ny)], (A.17)

kde jsme nové zavedli znacen{ pro velikost komplexniho ¢fsla |z| = /Re[z]> + Zm/[z]?, kterou
téz nazyvame absolutni hodnotou.

Nabizi se otazka, jak je to s odmocnénim komplexniho ¢isla. Odmocnujeme-li redlné ¢islo
22 je vysledkem vizdy z, tj. funkce odmocnina piifazuje éislu 22 &fslo x. To véak neznamend, 7Ze
neexistuje i jiné &slo nez x, které po umocnéni na druhou dd 2%, V redlnych é&islech vime, zZe
takova c¢isla jsou dvé, konkrétné +x.

Odmocnénim komplexniho ¢isla z budeme mit na mysli n. odmocninu /z = 2!/, ktera éfslu
z prifazuje vSechna c¢isla z;, pro ktera plati z' = z. Nez uvedeme tvodni priklad, je potieba
zavést novou operaci:

z | 2] %) 22 23
4 V42 +02 =4 0 | 4%(cos(2-0) +sin(2-0)) = 16 4% = 64

-3 \/ (—3)2 + 02 =3 s 32(C08(27T> + ZSII](QTF)) =9 39 COS(37T) — 97
21 V02 +22 =29

vl

2%(cosm +isinT) = —4 2% sin () = —8i
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Ke komplexnimu ¢islu z definujeme operaci komplexniho sdruzeni tak, ze komplexné
sdruzené ¢islo z = z* = Relz] —iZm]z]. Geometricky se jedna o nalezeni osové symetrického
partnera dle redlné osy v Gaussové roviné k ¢islu z. Napr. z =3 + 5¢ dd z* = 3 — 5.

Motivaéni pfiklad: Nechf je ddno ¢islo 2 = 1 + ¢, k nému &islo komplexné sdruzené je
z* =1 — 1. Nyni se podivame na to, jak vypada druha mocnina ¢isla, tedy rotujeme ¢isla z o
/4 a z* o —7/4 radidnu. Cekéme, ze tedy nalezneme ryze imaginarni éfsla, skuteéné

(1+4)* =12+ 2i +4* = 2i, (A.18)
(1—i)*=1-—2i+i*= -2, (A.19)

2
(=)
poléarni ihlové soufadnice ¢isla je tak pro 2% rovna 7/2 a pro (z*)? 3/27. Pokud tedy tato ¢isla

jesté jednou kvadraticky umocnime, mélo by se prvni ¢islo otocit na 7, komplexné sdruzené na
3w ~ m. Cisla by se tedy méla rovnat. A skutecné

4

(=)

4i? = —4, (A.20)
4i* = —4. (A.21)

Odtud muzeme jasné fici, ze feSime-li ilohu z = v/—4, potom dvé FeSenf jsou z; = 141, 25 =
1 — 2 = 2{. Nasli jsme tedy efektivni zptusob, jak poc¢itat odmocniny zapornych ¢isel!

Ovsem stale jsme neprisli na vSechna feSeni. Existuji jesté dalsi dveé z3 = —14+ia 24, = —1—1.

vvvvvv

nasledujici poucku

Je-li dédna rovnice z = /z, kde x # 0, potom m4 rovnice n FeSen{ a ta maji tvar

Vk e {1,2,....n}: 2 = /]2 [cos (M) +isin (L%”H : (A.22)
n

n

v Gaussoveé roviné tvori pravidelny n-uhelnik, jehoz sttedem je komplexni ¢islo 0 4 0i = 0.

Zvyraznéné pravidlo pro odmocnovani 1ze velice jednoduse odvodit z toho, ze funkce sin, cos
jsou 27 periodické. To znamena, ze komplexni ¢islo dané tithlem ¢ lze stejné dobfe popsat tthlem
© + 2km. Uz jsme ukézali, ze mocnéni ¢isla odpovida rotaci, konkrétné si muzeme rozmyslet,
ze n. mocnina komplexniho ¢isla da thel nx1hel puvodni. Neni tedy zvlastni, ze v odmocniné
cekame thel p/n.

Pokud jsme tvrdili, ze jako iihel ¢ je mozné komplexni ¢islo zapsat libovolnym z ¢isel p+ 2k
pro celé ¢islo k, muzeme se nyni zamyslet nad tim, co se stane, pokud takové ¢islo odmocnime.
Ocividné jeho n. mocnina dé opét ndmi hledané ¢islo, navic ovsem ¢islo dané tihlem (¢ +2k7)/n
je odlisné od ¢isla prvniho, pokud neni k£ nasobkem n. Efektivné tedy resi rovnici s odmocninou
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kterd jsou v rozmezi k € {1,...,n}.

Liché odmocniny realnych ¢cisel

Licha odmocnina méa vzdy jedno realné
feseni, to muze lezet bud v kladné éésti,
nebo v zaporné casti realné osy od-
povidajice tomu, jaké znaménko mélo ¢islo
pod odmocninou. Na obrazku vidime treti
odmocninu z ¢isla —1 cervené a z cisla 1

libovolné ¢islo dané tihlem (¢ + 2k7)/n, ovSem pro k > n nebo k < 1 uz dostavame stejna Cisla,

Sudé odmocniny realnych cisel

U sudych odmocnin zélezi na tom, jaké
je znaménko ¢isla pod odmocninou. Je-
li znaménko kladné, lezi jedno z TeSeni
v kladné c¢asti redlné osy, jedno v
zaporné. Je-li signum c¢isla pod odmocni-
nou zaporné, existuji dvé feseni na ose ima-

modfe. gingrni. Modfe: v/—1, Gervené: v/1.
Im" ImA
t—1i
1, /3 "
s T :
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2 — g '
i

7 geometrického hlediska bychom mohli najit jiné pravidelni n-tithelniky, které nemaji ani
jeden z vrcholu na libovolné z os. Takova cisla také tesi ulohu, ale s obecnym komplexnim
¢islem pod odmocninou, témi se zde zabyvat nebudeme.

A.1.4 Reseni kvadratickych rovnic
Pohybova rovnice

Pro ukazku vyuziti komplexnich ¢isel mimo geometrickou interpretaci prejdéme do analytiky, v
niz je potteba fesit kvadratické rovnice. V diferencidlnim poctu, o némz budeme mluvit pozdéji,

Ize formulovat rovnici harmonického oscilétoru
i+ w’r =0, (A.23)

jedné se o pohybovou rovnici, jejimz vysledkem je trajektorie zavazi zavéSseného na pruziné
x(t), pricemz w? = k/m je pomér tuhosti pruziny a hmotnosti zévazi.

V praxi se takova rovnice fesi pomoci prepsani do polynomu, kdy misto slozitych derivaci
vyuzivdme jednoduché mocniny, za kazdou te¢nu piiddme mocninu. Clen # tak nahradime \?
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a ¢len x Zaddnou tecku nem4d, proto jej nahradime za \° = 1. dostdvdme novou rovnici

N+ w? =0. (A.24)

Obecnéd poucka nam tika, ze vyresime-li predchozi rovnici, potom vysledné feseni bude
odpovidat funkeci z(t) = Ae®, kde A je libovolnd konstanta. Vyftesit rovnici jiz nyni nenf
problém, nebot vime, Ze

M=—w=i%w? — A= Fdiw. (A.25)

Dostédvame tedy dvé feseni (druhd odmocnina), ktera secteme, abychom dostali feseni cel-
kové. To ma tedy tvar

w(t) = Ae™t + Aye ™", (A.26)

pricmez konstanty A, Ay v tuto chvili nezname. Vidime vSak, Ze bez znalosti komplexnich
¢isel a jejich odmociiovani bychom se dale nedostali. Reseni vsak jesté upravme se znalosti
nasledujicic poucky.

Zapis e® lze zapsat také jako exp(z), jednd se o dva ruzné zdpisy stejné funkce, jiz
nazyvame exponenciala. Plati vztah

1z

e'* = exp(iz) = cos(z) + isin(z). (A.27)

Nyni muzeme feSeni upravit dosazenim tohoto vztahu a vyuzitim sudosti funkce kosinus,
lichosti funkce sinus

z(t) = (A1 + Ay) cos(wt) + i(A; — Ay) sin(wt) = By cos(wt) + By sin(wt), (A.28)
B B

coz je jiz teSeni, které zndme ze stiednich skol. Dalsi dpravou bychom mohli ziskat x(t) =
Tmax COs(wt + @), to zde jiz ukazovat nebudeme a Ctendr si tak muze sdm tlohu dopocitat a
zjistit, v jakém vztahu jsou konstanty Ai, As a Tiyax, .

Zadana rovnice

Spoctéme obecné zadanou rovnici
22+ 55 +7=0, (A.29)

hledejme x, které takovou rovnici vytesi. Prvnim krokem je vzdy spocitat diskriminant a zjistit
jeho znaménko

D=b —4ac=25—-4-7-1=25-28= 3. (A.30)
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Doposud byl clovéek zvykly fici, ze rovnice nema feSeni, jelikoz diskriminant je zaporny.
V tuto chvili bychom méli poznamenat, ze rovnice nema redlna teseni, avSak vime, ze kom-
plexni existovat budou. Pfipomenme, ze duvodem neexistence realnych teseni je, ze pouzivame
odmocninu z diskriminantu, ktera je v tomto ptipadé ryze imaginarni.

Stejné jako v pripadé kladného diskriminantu jsme uvazovali pouze kladna feSeni, stejné
tak u ryze imagindrniho, tj. v/—3 = iv/3. Dostdvame tedy

—b=VD _ _5i“/§:—§ii\/—§. (A.31)
2 2 27"

Ti/2 =
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